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AVERTISSEMENT. 


Ce  Traité  est  divisé  en  deux  Parties  qui  peuvent 
être  considérées  comme  formant  deux  ouvrages  dis- 
tincts. 

La  première  Partie  ( Astronomie  sphérique ) renferme 
la  solution  de  tous  les  problèmes  de  l’Astronomie 
sphérique  et  de  l’Astronomie  nautique  : on  y trouvera 
en  outre  une  exposition  élémentaire  de  la  méthode 
des  moindres  carrés.  La  seconde  Partie  ( Astronomie 
pratique ) contient  la  description  et  la  théorie  des  in- 
struments fixes  (lunette  méridienne,  cercle  méridien, 
équatorial,  etc.)  et  des  instruments  transportables 
(théodolite,  sextant,  etc.),  ainsi  que  plusieurs  Tables 
destinées  à simplifier  la  réduction  des  observations. 
Des  exemples  multipliés  et  de  nombreuses  figures  fa- 
cilitent l’intelligence  du  texte. 

Ce  Traité  sera  donc  pour  les  Astronomes,  les  Ma- 
rins et  les  Voyageurs  un  excellent  Aide-Mémoire;  les 
Auditeurs  des  Cours  de  nos  Facultés,  les  Elèves  de 
nos  Ecoles  y puiseront  d’utiles  renseignements. 

Nous  sommes  heureux  de  remercier  ici  M.  Brünnow 
tles  excellents  conseils  qu’il  nous  a donnés,  et  d’ex- 
primer à M.  Wolf  toute  notre  reconnaissance  pour  le 
concours  bienveillant  et  précieux  qu’il  nous  a si 
gracieusement  prêté. 

É.  LUCAS.  C.  ANDRÉ. 
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PRÉFACE. 


La  publication  clans  notre  langue  du  Ijehrbuch  der 
spbœrischen  Astronomie  de  M.  Briinnocv  répond  à un 
besoin  qu’ont  senti  tous  ceux  cpii  ont  eu  à faire  leur 
propre  éducation  astronomique,  ou  à diriger  celle  des 
Élèves- Astronomes.  Nous  ne  possédons  actuellement 
en  France  aucun  Traité  pratique  intermédiaire  entre 
la  Mécanique  céleste  et  les  Cosmographies  ou  les  Ou- 
vrages élémentaires  purement  descriptifs.  En  effet,  ou 
bien  les  Auteurs,  s’étant  proposé  d’embrasser  tout 
l'ensemble  de  l’Astronomie,  n’ont  pu  donner  les  dé- 
tails nécessaires  sur  les  problèmes  de  l’Astronomie 
sphérique,  qui  constituent  en  réalité  h*  fondement  de 
la  Science  pratique;  ou  bien  les  méthodes  qu’ils 
exposent  ont  déjà  vieilli.  Les  Traités  de  Delam^re  et 
de  Lalande,  très-intéressants  au  point  de  vue  histo- 
rique, sont  aujourd’hui  hors  d’usage.  I j Astronomie 
pratique  de  Francœur,  qui  a obtenu  un  succès  réel, 
est  surtout  une  explication  de  la  Connaissance  des 
Temps , et  d’ailleurs  cet  Ouvrage  ne  se  trouveplus  dans 
le  commerce.  Le  jeune  Élève-Astronome  ne  sait  donc 
où  puiser  les  notions  dont  il  a besoin  pour  passer  de 
l’Astronomie  théorique  aux  applications. 

Cette  pénurie  parait  avoir  sa  cause  première  dans 
ce  fait  qu’en  France  l'éducation  astronomique  existe 
à peine  en  dehors  de  l’Observatoire,  où  elle  se  trans- 
I.  b 
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XIX 


astronomiques.  L’Italie  elle-même,  au  milieu  de  ses 
bouleversements,  a su  conserver  ses  Observatoires, 
grâce  au  mode  d’enseignement  de  ^es  Universités. 
L’uniformité  et  la  tendance  purement  spéculative  de 
notre  enseignement  supérieur  n’étaient  guère  propres 
à relever  ceux  dont  la  France  était  peuplée  au  siècle 
dernier.  Si  aujourd’hui,  chez  nous,  comme  chez  nos 
voisins  d’outre-mer,  la  mode  revenait  aux  instru- 
ments d’Astropomie,  et  il  n’en  faut  pas  désespérer,  le 
propriétaire  d’ün  Observatoire  serait  bien  embarrassé 
pour  trouver  à qui  confier  les  travaux  d’observation, 
ou  pour  savoir  où  en  apprendre  lui-même  l’usage. 

Cependant,  grâce  à l’initiative  d’un  Ministre  dont 
on  ne  saurait  trop  louer  l’ardente  inquiétude  à la  re- 
cherche.du  bien,  nos  Ecoles  vont  peut-être,  dans  un 
avenir  prochain,  se  trouver  en  mesure  (hr fournir  à 
leurs  Élèves  ces  notions  pratiques,  indispensables 
pour  l’avancement  de  la  science  et  la  création  des 
savants  eux-mêmes.  Ce  que  les  Claude  Bernard,  les 
IL  Sainte-Claire  Deville,  les  Wurtz  ont  fait  pour  la 
Physiologie  et  la  Chimie,  il  reste  à le  faire  pour 
l’Astronomie  : l’École  pratique  des  Hautes  Etudes 
peut  et  doit  répondre  à ce  besoin. 

Un  Observatoire  en  effet  ne  peut  pas  ouvrir  ses 
portes  au  public  et  l’admettre  à y suivre  des  cours; 
le  travail  astronomique  doit  se  faire  dans  le  recueil- 
lement et  le  silence,  et  s’accommoderait  mal  du  bruit 
de  la  foule.  Mais  à un  Observatoire  (pii  veut  vivre  et 
se  perpétuer,  il  faut  des  Élèves.  Il  faut  que  la  pratique 
journalière  des  instruments,  les  entretiens  avec  leurs 
devanciers  et  leurs  maîtres,  la  vue  continuelle  de  ta- 
bleaux représentant  les  aspects  des  astres,  les  initient 


XX 


PRÉFACE. 


par  tous  les  sens  à la  fois  aux  secrets  et  aux  beautés 
des  cieux  ; il  faut  qu’ils  puisent  dans  ce  commerce 
continuel  l’enÿiousiasme  pour  leur  science,  ce  feu 
intérieur  qui  doit  guider  et  animer  tout  le  travail  de 
l’ Astronome,  s’il  ne  veut  se  réduire  au  triste  rôle  de 
manœuvre. 

Mais  la  science  est  longue,  et  les  novices  ont  beau- 
coup à apprendre.  L’Astronome  peut  bien  guider  ses 
Élè  ves,  leur  indiquer  les  sources  où  ils  doivent  puiser; 
il  lui  est  plus  difficile,  s’il  travaille  lui-même,  de  leur 
exposer  à fond  toutes  les  théories  si  diverses  dont 
l’application  constitue  l’Astronomie  pratique.  Il  ne 
peut  alors  que  renvoyer  ces  jeunes  intelligences  à la  lec- 
ture des  Mémoires  originaux,  des  travaux  de  Bessel,  de 
Gauss,  d’Encke,  de  M.  Le  Verrier,  etc.  ; mais  c’est  là 


souvent  une  nourriture  trop  forte  et  peu  en  harmonie 
avec  les  premiers  besoins  des  Elèves. 

L’Astronome  trouve  à ce  moment  le  plus  utile  se- 
cours dans  l’Ouvrage  de  M.  Brünnow,  dont  le  but  est 
de  remplir  la  lacune  que  je  viens  de  signaler.  La  po- 
pularité dont  il  jouit  en  Allemagne  et  en  Angleterre, 
ou  il  a été  traduit  d’abord  par  M.  Main,  puis  par 
M.  Brünnow  lui-même,  montre  que  le  but  a été  at- 
teint. Le  Lehrltuch  der  sphœrischen  Astronomie , dont 
MM.  Lucas  et  André  offrent  aujourd’hui  une  édition 
française,  réunit  en  effet,  sous  une  forme  simple  et 
peu  volumineuse,  toutes  les  notions  premières  indis- 
pensables à la  pratique  de  l’Astronomie. 

La  théorie  des  instruments,  qui  ne  se  trouve  exposée 
dans  aucun  autre  Ouvrage  didactique,  forme  ici  une 
partie  importante.  Non  pas  que  la  simple  lecture  de 
ces  pages  puisse  suppléer  à la  pratique  des  instruments. 
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mais  elle  en  est  la  préparation  et  le  complément  in- 
dispensable. Cependant,  en  raison  du  but  que  se  pro- 
posait M.  Brünnow  et  des  circonstances  dans  les- 
quelles il  a publié  son  Ouvrage,  il  n’a  consacré  à cette 
théorie  qu’une  faible  fraction  de  son  Traité.  Il  suffit 
en  effet  de  se  reporter  à l’originelle  cette  œuvre  pour 
comprendre  la  pensée  dans  laquelle  elle  a été  conçue. 

<(  Ce  qui  m’a  beaucoup  facilité  l’exécution  de  ce 
Traité,  ditM.  Brünnow  dans  la  Préface  de  sa  première 
édition,  c’est  cette  circonstance  que  j’ai  eu  le  bonheur 
d’entendre  sur  les  mêmes  sujets  les  leçons  de  mon 
vénéré  maître,  le  Professeur  Encke  ; et  T ordonnance 
de  l’ensemble,  comme  la  manière  particulière  de 
traiter  chaque  problème,  est  en  quelque  sorte  la  re- 
production des  méthodes  que  suivait  habituellement 
cet  illustre  Astronome  dans  ses  cours.  » Ainsi  c’est  à 
l’Observatoire  même  de  Berlin,  dans  les  leçons  pra- 
tiques que  le  Directeur  faisait  à ses  Élèves,  que  l’un 
d’eux,  aujourd’hui  Directeur  de  l’Observatoire  de 
Dublin,  puisait  l’idée  première  de  cet  Ouvrage,  et, 
par  son  expérience  personnelle,  le  moulait  dans  la 
forme  la  plus  convenable  pour  l’enseignement  de  la 
science  pratique. 

On  voit  par  là  sous  quelles  garanties  se  présentait 
au  public  le  Traité  d' Astronomie  sphérique  deM.  Brün- 
now, et  l’on  comprend  l’accueil  si  favorable . qui 
lui  a été  fait  dans  toutes  les  Universités  étrangères. 
Mais  en  même  temps  on  doit  penser  que  sa  destina- 
tion toute  spéciale  était  de  former  les  jeunes  Astro-, 
nomes  dans  un  Observatoire,  en  complétant  les  le- 
çons du  Maître.  Un  tel  but  devait  suffire  dans  un 
pays  où  il  est  si  facile  de  s’initier  à la  pratique  des 
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instruments,  en  raison  de  la  multiplicité  des  Obser- 
vatoires. 

En  France,  il  lui  fallait  quelque  chose  de  plus.  Si 
d’ailleurs  MM.  Lucas  et  André  s 'étaient  bornés  à offrir 
une  traduction  littérale  de  l'Ouvrage  de  M.  lirünnow, 
on  pourrait  conteste^  l’utilité  de  leur  travail.  Le  temps 
n’est  plus  où  la  langue  allemande  était  lettre  close' 
pour  les  Elèves  de  nos  Écoles;  aujourd’hui,  grâce  à 
une  impulsion  énergique,  sous  l’action  de  l'aiguillon 
autrement  puissant  encore  de  la  nécessité,  nos  Étu- 
diants peuvent  lire  les  Ouvrages  scientifiques  anglais 
et  allemands  dans  les  originaux.  Et  ce  serait  peut-être 
leur  rendre  un  mauvais  service  que  de  leur  faciliter  le 
trav  ail  par  la  traduction  littérale  d’un  livre  étranger. 

Mais  il  y avait  d’abord  à mettre  les  formes  de  dé- 
monstration du  Traité  allemand  en  harmonie  avec  les 
méthodes  usitées  chez  nous  : l'éducation  de  l'École 
Normale  rendait  mes  jeunes  Collègues  particulièrement 
aptes  à ce  travail.  Il  fallait  aussi  généraliser  l’utilité 
de  l'Ouvrage  en  complétant  dans  certaines  parties  les 
notions  succinctes  données  par  l’Auteur.  Oràce  au 
désintéressement  de  l'Editeur  «le  ce  Traité,  les  Tra- 
ducteurs ont  pu  donner  au  Livre  de  AL  lirünnow,  et 
avec  l’assentiment  «le  l’Auteur,  des  développements 
qui  dans  certaines  parties  en  font  un  Ouvrage  entiè- 
rement nouv  eau.  D’après  ce  que  je  viens  île  dire,  c’est 
surtout  dans  l’exposition  des  méthodes  d’observation 
que  ces  changements  et  additions  ont  dû  être  intro- 
. doits.  Ils  ont  eu  particulièrement  pour  but  de  faire 
connaître  les  procédés  employés  à l’Observatoire  de 
Paris  : aussi  a-t-on  mis  largement  à contribution  les 
Annales  de  /’ Observatoire  et  les  Instructions  rédigées 
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pour  le  service  intérieur  de  l’Établissement.  La  théorie 
des  instruments,  qui  ne  forme  qu’une  des  sept  parties 
du  Traité  de  M.  Brünnow,  occupe  la  seconde  Partie 
presque  entière.  Enfin  l’Ouvrage  a été  complété  et 
rendu  plus  pratique  par  l’addition  de  Tables  auxiliaires 
calculées  spécialement,  ou  extraites  de  Traités  qui  ne 
se  trouvent  plus  dans  le  commerce,  comme  les  Tables 
de  WarnstorfF,  etc. 

Ainsi  développé,  ce  livre  s’adresse  donc  à la  géné- 
ralité des  Étudiants  qui,  dans  les  Observatoires  ou 
au  dehors,  désirent  se  familiariser  avec  les  méthodes 
et  les  calculs  fondamentaux  de  l’Astronomie.  Il  in- 
dique et  la  manière  de  faire  les  observations,  et  les 
réductions  qu’en  doivent  subir  les  résultats,  avant  de 
pouvoir  figurer  dans  les  calculs  qui  se  rattachent  à 
une  branche  plus  élevée  de  la  science,  la  Mécanique 
céleste. 

Les  Marins  et  les  Ingénieurs  trouveront  également 

D P 

dans  cet  Ouvrage  le  plus  utile  secours  : toutes  les 
méthodes  de  détermination  de  l’heure,  des  longitudes, 
latitudes  et  azimuts,  sont  exposées  avec  détails.  Grâce 
à l’initiative  du  Bureau  des  Longitudes,  des  Officiers 
et  des  Ingénieurs  hydrographes  sont  aujourd’hui  di- 
rigés sur  différents  points  du  globe,  dans  le  but  de 
déterminer,  par  des  observations  astronomiques,  les 
positions  d’un  certain  nombre  de  méridiens  fonda- 
mentaux , devant  servir  à assurer  les  longitudes  des 
lieux  intermédiaires.  L’Ouvrage  de  M.  Brünnow  peut 
.leur  être  offert,  ainsi  qu’à  tous  les  missionnaires  de 
la  Science,  comme  une  sorte  de  Manuel  ou  d’Aide- 
Mémoire  d’Astronomie  pratique. 

Mes  jeunes  Collègues  ont  bien  voulu  croire  qu’il  y 
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aurait  quelque  avantagea  ce  que  je  revisse  les  épreuves 
de  leur  travail,  et  j’ai  déféré  avec  empressement  à leur 
désir.  J’ose  espérer  que  la  correction  du  texte  laissera 
peu  à désirer,  et  que  cette  Traduction  ne  déparera  pas 
la  belle  Collection  d’Ouvrages  scientifiques  sortis  des 
presses  de  la  maison  Gauthier- Villars. 

Puissent  ces  efforts  réunis  être  de  quelque  utilité 
aux  personnes  qui  voudront  consacrer  leur  temps  à 
l’étude  de  l’Astronomie  ! L’ambition  des  Traducteurs 
de  cet  Ouvrage  sera  satisfaite,  s’ils  ont  contribué, 
dans  la  modeste  mesure  de  leur  pouvoir,  à ranimer  en 
France  le  goût  de  la  plus  noble  et  de  la  plus  attravante 
des  sciences. 

C.  WOLF. 

Paris,  Ier  juillet  iSfif). 
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I.  — Transformation  des  coordonnées.  — Formules 
DE  LA  TrICONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 

1.  Transformation  des  coordonnées.  — L'Astronomie  sphérique 
a pour  but  de  déterminer  la  position  apparente  des  astres  sur  la 
voûte  céleste  au  moyen  de  coordonnées  sphériques  rapportées  à 
certains  grands  cercles,  ainsi  que  les  relations  qui  lient  ces  coor- 
données entre  elles.  On  peut  encore  indiquer  le  lieu  d’un  astre 
dans  l'espace  par  des  coordonnées  polaires  : ce  sont  les  angles  que 
la  droite  menée  de  l’astre  au  centre  de  la  sphère  céleste  forme 
avec  certains  plans  et  la  distance  de  l’astre  au  centre  de  cette 
sphère,  dont  le  rayon  sera  toujours  pris  pour  unité.  Les  coor- 
données polaires  se  transforment  facilement  en  coordonnées  rec- 
tangulaires; toute  l’Astronomie  sphérique  étant  ramenée  à des 
transformations  de  coordonnées  rectangulaires,  nous  commen- 
cerons par  rechercher  les  expressions  générales  de  ces  transfor- 
mations. 

Considérons  dans  un  plan  un  système  d’axes  rectangulaires,  et 
désignons  par  x et  y les  coordonnées  d’un  point,  par  r la  lon- 
gueur de  la  droite  qui  joint  ce  point  à l’origine,  et  par  v l’angle 
de  celte  droite  avec  la  partie  positive  de  l’axe  des  x;  on  a 

x — r.cose,  y — r sine. 

Prenons  maintenant  dans  le  même  plan  un  autre  système 

I.  • i 
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d’axes  de  même  origine,  et  désignons  les  nouvelles  coordonnées 
par  x\  y'  et  v'  ; on  a 

.r'  = r cose',  y' ~ rsine'. 


Soit  aussi  «'  l’angle  que  fait  la  partie  positive  de  l’axe  des  .r' 
avec  la  partie  positive  de  l’axe  des  x , et  comptons  tous  les  angles 
dans  le  même  sens  de  o°  à 36o°;  on  a 


etdès  lois 


ou  bien 

(0 

et  de  même 

(ifl) 


v z=z  v -f-  te, 

.r  — r cos/  cosrn  — r sin  v'  sinm, 
y ~ rsine?  cos  te  4-  / cost*'  sin  te, 

!x  = x costv  — y'  sintv, 
y ■=■  x'  sin  w y'  cos  te, 

( x'  = x COS  w -(-  y sin  te, 

( y’  = — x sin  te  -f-  y cos  «\ 


Ces  formules  sont  vraies  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou 
négatives  de  x,  y et  te. 


2.  Application  des  formules  précédentes  aux  coordonnées  po- 
laires. — Soient  x,  y,z  les  coordonnées  rectangulaires  d’un  point  O, 
a'  l’angle  que  le  rayon  vecteur  passant  par  ce  point  fait  avec  sa 
projection  sur  le  plan  des  xy , B'  l’angle  que  celte  projection  fait 
avec  la  partie  positive  de  l’axe  des  x,  ou  l’angle  qu’un  plan  pas- 
sant par  l’axe  des  z et  par  le  point  O fait  avec  le  plan  des  xz , et 
compté  de  o°  à 36o°  de  la  partie  positive  de  l’axt*  des  x vers  la 
partie  positive  de  l’axe  desj'.  En  prenant  le  rayon  vecteur  égal  à 
l’unité,  on  a 


x zxz  cos  B’  cos  a' y y = sin  B'  cos  <?',  z = sin  a'. 

Si  l’on  appelle  a l’angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  la  par- 
tie positive  de  l’axe  des  s,  et  si  l’on  compte  cet  angle  de  o°  à 
36o°  de  la  partie  positive  de  l’axe  des  z vers  la  partie  positive  des 
axes  des  x et  y,  on  a alors 

x = sin  a cos  B7,  y = sin  a sin  B',  t:rrcos«. 
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Si  l’on  conçoit  maintenant  un  second  système  x\  y' , z'  de  coor- 
données rectangulaires  dans  lequel  l’axe  desj'  coïncide  avec  celui 
des  j,  et  les  axes  des  x'  et  des  z'  font  l’angle  c avec  les  axes  des  x 
el  des  z;  si  l’on  nomme  b l’angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  la 
partie  positive  de  l’axe  des  z',  A'  l’angle  que  fait  le  plan  passant 
par  le  point  O et  l’axe  positif  des  z'  avec  le  plan  passant  par  les 
axes  positifs  des  .r  et  des  z (les  deux  angles  b et  A'  étant  comptes 
respectivement  dans  les  jnêmes  sens  que  a et  R'),  on  a 

x'  — sin  b cos  A' , r ' = sin  b sin  A' , z'  cos  b. 

Et  comme,  d’après  les  formules  de  transformation  des  coor- 
données, 

z — x ' sin  c -4-  z'  cos  r, 

y — y y 

x — x'  cos  c — z'  sin  c, 

on  obtient 

cos  a = sin  b sin  c cos  A'  -h  cos  b cos  c\ 
sin  a sin  B'  = sin  b sin  A', 

. sin  a eosB'  = sin  b cosc  cos  A'  — cos  b sin  c. 

* 

3.  Formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique.  — 
Supposons  maintenant  une  sphère  ayant  pour  centre  l’origine,  et 
décrite  d’un  rayon  quelconque  (supposé  égal  à l’unité);  si  l’on 
joint  par  des  arcs  de  grands  cercles  le  point  O et  les  intersec- 
tions Z,  Z'  des  axes  des  z et  des  z'  avec  la  surface  de  la  sphère, 
on  obtient  ainsi  un  triangle  sphérique  OZZ'  dans  son  acception  la 
plus  générale,  les  angles  et  les  côtés  pouvant  être  plus  grands 
que  i8o°.  Les  trois  côtés  OZ,  OZ',  Z'Z  seront  respectivement  ay 
b , c.  L’angle  sphérique  A au  point  Z',  formé  par  les  plans  pas- 
sant par  O et  Z'  et  par  Z'  et  Z,  sera  égal  à A',  tandis  que  l’angle  B 
au  point  Z sera  généralement  égal  à i8ô° — B'.  Si  l’on  introduit 
donc  A et  B,  au  lieu  de  A'  et  B',  dans  les  équations  du  n°  2,  on 
obtient  les  formules  suivantes,  applicables  à tout  triangle  sphé- 
rique : 

cos  a = cos  b cos  c -f-  sin  b sin  c cos  A , 
sin  a sin  B — sin  b sin  A, 
sin  a cos  B — cos  b sin  c — sin  b cos  c cos  A. 

i . 
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Ce  sont  là  les  Irois  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie 
sphérique,  qui  n’expriment  autre  chose  qu'unÿ  simple  transforma- 
tion de  coordonnées. 

On  peut  toujours  considérer  un  sommet  quelconque  d’un  trian- 
gle sphérique  comme  étant  la  projection  du  point  O sur  la  sur- 
face de  la  sphère,  et  les  deux  autres  sommets  comme  les  points 
d'intersection  des  axes  des  z et  des  z'  avec  celte  surface;  alors 
les  formules  précédentes  sont  applicables  aux  autres  éléments,  si 
l’on  permute  convenablement  entre  eux  les  côtés  et  les  angles.  On 
aura,  en  rassemblant  tous  les  cas, 

cos  a — cos  b cos  e -+-  sin  b sin  c cas  A, 
cos  b — cos  a eos  c -+■  sin  a sin  c cos  B, 
cos  c = eos  n cos  b -+-  sin  a sin  b cos  C ; 

sin  n sin  B = sin  b sin  A , 
sin  o sin  C = sin  c sin  A, 
sin  b sin  C = sin  c sin  B; 

sina  rosB  — cosi  sine  — sin  i/:osc  cosA, 
sin  a cosC  = cosr  sin  b — sine  cos  b cos  A, 
sin  b cosA  = cosa  sine  — ’sinfl  cosccosB, 
sin  b cosC  = rose  sin  a — sine  cos  fl  cosB, 
sine  cos  A — eos  fl  sin  b — sin  fl  cosi  cosC, 
sine  cos  B :=  cos  b sinfl  — siné  cosfl  cosC. 


4.  Diverses  formules  ilr  Trigonométrie  s/ihérie/ue.  — Si  l’on 
divise  les  formules  (4)  par  les  formules  (3)  correspondantes,  on 
obtient 


(5) 


sin  A cotB  = cot  b sine  — cos  c cosA, 
sin  A cotC  = cote  sinô  — cosi  cosA, 
sinB  cot  A = coin  sine  — cos  c rosB, 
sinB  cotC  = cotesinn  — cosncosB, 
sinC  col  A — cotfl  sin  b — cosè  cosC, 
sinCcotB  — cot  b sir ./  — eoso  cosC. 
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Si  l’on  donne  à la  dernière  équalion  la  forme 

• ^ « cbsé  sine  sin  B . _ 

sin  C cos  B = : — ; cosa  sinB  cosC, 


on  obtient 


ou 


sin  b 

sinC  cos  B = cos  b sin  A — cos  a sin  B cosC, 
sin  A cos  b — cosBsinC  -4-  sin  B cosC  cosa. 


Cette  équation  correspond  à la  première  des  équations  (4)  où  les 
angles  sont  changes  en  côtés,  et  réciproquement.  En  permutant 
les  lettres,  on  obtient  les  six  équations 


(6)' 


sin  A cos  b = cos  B sinC 
sin  A cosc  = cosC  sin  B 
sin  B cosa  = cos  A sinC 
sin  B cosc  = cosC  sin  A 
sin  C cosa  = cos  A sin  B 
sin  C cos  b cos  B sin  A 


sin  B cosC  cosa, 
sinC  cos  B cosa, 
sin  A cosC  cos  b, 
sinC  cos  A cosé, 
sin  A cos  B cosc, 
sin  B cos  A cosc. 


La  division  de  ces  équations,  par  les  équations  (3)  correspon- 
dantes, donne 

sin  a coté  = cotBsinC  -4-  cosCcosa, 

sin  a cote  = cotC  sin  B -f*  cos  B cosa, 

-A  • ; "V  '■ 

siné  cota  — col  A sinC  -4-  cosC  cos  b. 


:) 


sin  b cote  =r  cotC  sin  A -f-  cos  A cosé, 
sine  cota  — cot  A sin  B -4- cos  B cosc, 
sine  coté  = cot  B sin  A 4- cos  A cosc. 


Les  équations  (6)  donnent  ensuite 

cos  A sinC  = sin  B cosa  — sin  A cosC  cos  é, 
cosB  sinC  — sin  A cosé  — sin  B cosC  cosa. 

Si  l’on  substitue  dans  la  première  équation  la  valeur  de  sin  A cosé 
tirée  de  la  seconde,  on  obtient,  en  divisant  par  sinC, 


cosA  = sin  B sinC  cosa  — cos  B cos  C, 
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cf,  par  une  permutation  des  lettres,  les  trois  équations  suivantes 
correspondantes  aux  formules  (2),  où  les  côtés  sont  changés  en 
angles  et  vice  versa  : 

Icos  A — sinB  sinC  cos«  — cos  B cosC, 
cos  B = sin  A sinC  cos  b — cos  A cosC, 
cosC  = sin  A sin  B cosc  — cos  A cos  B. 

5.  Formules  de  Delà  mire  et  de  Nèpcr.  — Si  l’on  ajoute  les 
«leux  premières  des  formules  (3),  on  obtient 

sin«[sinB  -4-  sinC]  — sinA[sinô  -f-  sine] 
ou 

sin  ] a cos  ] (B  — C)  cos  ] a sin  I(Bh-C) 

— sin  ] A sin  ] ( b -4-  r)  cos  ] A cos  ] ( b — c), 

et  par  soustraction 

sin  ] a sin  ] ( B — C)  cos  ] «cos]  (B  -f-  C ) 

— sin  ] A cos]  (l»  + r)  cos  ] A sin  ] (ô  — c). 

On  obtient  de  même,  par  l’addition  et  la  soustraction  des  deux 
premières  formules  (4), 

sin  ] a cos  ] ( B — C } cos  ] a cos  ] ( B -h  C ) 

— sin  ] A sin  ] ( b -4-  c)  sin  j A cos  ] (b  -4-  e), 

sin  ] a sin  ] (B  — C)  cos  ] a sin  ] ( B -4-  C) 

— cos  ] A sin  ] ( b — e)  cos  ] A cos  ] ( b — e ) . 

Ces  quatre  équations  contiennent  le  produit  de  deux  des  for- 
mules de  Delambre,  et  on  peut,  par  la  combinaison  de  ces  équa- 
tions, obtenir  ces  formules  isolément;  il  faut,  à cet  effet,  se 
procurer  encore  une  autre  équation  dans  laquelle  paraisse  une 

combinaison  nouvelle  de  ces  formules.  Pour  cela  nous  nous  ser- 

♦ 

virons  d’une  des  équations  suivantes  : 

cos  ]-  a cos  ] ( B -4-  C)  cos  ] a sin  ] (B  -4-  C) 

sin  ] A cos  ] ( 0 -f-  c j cos  ] A cos  ] ( b — c), 

sin  y a cos]  (B  — C)  sin ÿ a sin  ] (B  — C) 

==  sin  ] A sin  ]-  ( b -h  c)  cos  ] A sin  ] ( b — c), 
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(pie  l'on  obtient  par  l'addition  et  la  soustraction  des  deux  pre- 
mières formules  (G  ) 

Si  l'on  pose  maintenant 


sin  \ 

A sin  J (4  -4-  c 

) = «> 

sin  J fl 

1 cos , 

(B  — C)  = 

a ? 

sin  ~ 

A cos  J ( 4 -4-  c 

) = P. 

eos  ~ « 

t cos  ' 

(B  + C)  = 

P'. 

cos  \ 

A sin  J (4  — c 

/ - 7> 

sin  y a 

i sin  } 

(B  - C)  = 

Y t 

cos  J 

A cos} (4  — c 

) = 3, 

cos  J fl 

- sin  } 

(B  -4-C)  = 

r, 

on 

a les  six  équations 

* 

a 't'  — aS, 

■ 7*P'  = 

- 7p» 

«T 

= *p, 

a Y = or/ 

, Y*'  - 

-'fit 

P' J'  : 

= P*, 

d'où  l’on 

tire 

“'  = »> 

P'  = P. 

7*  — 

7>  <*' 

' = 0, 

OU 

bien 

fl 

d = -a,  p': 

= -P, 

t 

7 = 

— 7» 

S'  = — 3. 

On 

a ainsi,  entre  les  an. 

gles  et  les  côtés 

d'un 

triangle  sphériq 

les 

relations  suivantes  : 

1 sin  ÿ A sin  } 

(4  •+-  c)  : 

= sin  J 

•>  cos 

à (B  — C), 

] sin  } A cos  J i 

[b+c): 

= COS  j 

a cos 

; (B  + c;, 

19) 

1 eos  ' A sin  | 

(4  c)  : 

= sin  \ 

a sin 

t(b-c), 

J cos  J A cos  J 

(4  — r)  : 

— cos  J 

a sin 

HB+C), 

ou 

aussi 

sin  J A sin  } { 4 

+ c)  = 

— sin 

j fl  cos \ (B  — C), 

sin  } A cos  j ( 4 

-+ f)  = 

— f os 

J n sin  j (B  -1-  C), 

cos  } A sin  } (4 

- e)  — 

— sin 

J n sin  } (B  — C), 

cos  ' A cos  ' ( 4 

— c)  = 

— cos 

l a sin  ' (B  -t-  C). 

Soit  q lïe  l’on  cherche  deux  côtés  et  l’angle  compris,  ou  bien  un  côté 
et  les  deux  angles  adjacents,  les  deux  systèmesd'equations  donnent 
les  mêmes  valeurs,  ou,  du  moins,  des  valeurs  ne  différant  entre  elles 
que  de  36o".  Si  par  exemple  on  cherche  A,  4,  c,  alors  les  deux  sys- 
tèmes donneraient  pour  j (t  + c)  et  j (4  — c)  les  mêmes  valeurs 
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et  pour  jA  des  valeurs  différant  de  i8o",  on  bien  pour  J A les 
memes  valeurs,  el  pour  A ( b -+-  c),  A(  b — c)  des  valeurs  différant 
de  i8o°.  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  les  valeurs  de  A,  de  b et  de  c, 
tirées  de  l'un  ou  de  l’autre  système,  ne  différeront  jamais  que  de 
36o°:  ces  quatre  formules  (g)  sont  donc  générales,  et  il  est  indif- 
férent, dans  le  calcul  de  A,  b,  r,  d'employer  les  valeurs  n,  B,  C, 
ou  ces  memes  valeurs  augmentées  ou  diminuées  de  3<»o“  (*). 

Les  quatre  équations  (9)  sont  employées  lorsque,  connaissant 
un  côté  et  deux  angles  adjacents,  ou  bien  deux  côtés  et  l’angle 
compris,  on  cherche  les  trois  autres  éléments  du  triangle;  on  s’en 
sert  le  plus  commodément  de  la  marfière  suivante. 

Supposons  que  n,  B,  C soient  donnés;  on  cherchera  d'abord 
les  logarithmes  de 


(') 

cosj  (B  — C), 

(4) 

COS 

-C), 

(») 

sin  ( a. 

(5) 

cos 

î a< 

(3) 

sin  j(  B — C), 

{«} 

sin 

î (B  -f 

-C), 

et  ceux 

de 

(7) 

sin  ' 

; <1  cosj  (B  — C), 

>'9) 

sin  ' 

n sin  j 

B — 

C): 

(8) 

cos  j 

J a cos  J ( B -4-  C ) , 

(to) 

cos  J 

a sin  J 

(B  + 

c ) 

Les  quotients  de  (7)  par  (8)  et  de  (9)  par  (10)  sont,  d'après 
les  formules  de  Delanibre,  égaux  à 

tang  i ( b -+-  c)  et  tang  j ( b — c), 

ce  qui  fait  connaître  b et  c.  Ensuite  on  cherche  cos  j (b  -+-  c)  ou 
sin  J (b  -1-  c),  selon  que  le  cosinus  est  le  plus  grand,  ou  le  sinus; 
et  de  même  pour  cos  J (b  — c)  et  sin  j (b  — c);  on  retranche  le 
logarithme  du  premier  (cos  ou  sin)  du  plus  grand  des  deux  lo- 
garithmes (3)  ou  (8)  et  le  logarithme  du  second  du  plus  grand 


(•)  Ces  formules  sont  désignées  en  France  sou»  le  nom  d ejommtes  de 
Delambre , qui  les  publia  pour  la  première  fois,  en  1807,  dans  la  Connais- 
sance des  Temps  pour  1809  (p.  44^)*  Gauss  ne  les  donna  que  deux  ans  plu» 
tard  dans  l'ouvrage  Throria  motus  curporum  ctelestium,  p,  fio  et  suit. 

( iVofe  des  traducteurs.) 
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. 

des  deux  logarithmes  (9)  ou  (10),  on  obtient  ainsi  sin}  A et 
cos-  A;  de  là  on  tire  tang}  A,  et  par  conséquent  A.  Comme 
sin  } A et  cos } A doivent  donner  le  meme  angle  que  tang}  A,  on 
a là  un  moyen  de  contrôler  l’exactitude  du  calcul. 

Exemple.  — Soient  données  les  valeurs  suivantes  (*) 

a = 1 1°  25' 56",  3, 

B — 184  . 6. 55  ,4» 

C = . 1 1 . 18. 4°  , 3, 

on  a 


}(B-C)  — 86"24Y',55, 

*■  4 

cos}  (B— C)  ...  2,797  641 3, 
sin}  a ...  2,998  26o5, 
sin}  (B— C)  ...  1 ,999  i432, 

sin}  a cos}  (B — C)  ...  3,7959018, 
cos  } a cos}  (B-t-C.i ...  1 , 1 ?.5  6397//, 
}{6-hc)r=  1 7 70 1 91 3", 4g, 
cos ~(b  c)  ...  1,999  5248 

sin}  A ...  1 , 126  1 i4g, 
cos}  A...  1,9960835, 

J A — 7°4o'59,,,38, 


}(B-t-C)  — 97°42'47",85, 
cos}  (B-t-C)  ...  1,127  8o46/?, 
cos}  a ...  1 ,997  835 1 , 
sin  } ( B-t-C) . . 1 ,996  0526, 

sin  } a sin}  (B— C)  ...  2 ,997  4037, 
cos} a sin}  (B-+-C) ...  1,9938877, 

} ( b — c ) =5°45'24",i3, 
cos}(6  — c; ...  1 ,997  8042, 
0=  1 83" '4' 37",  62, 

c — 17 1 .33.4g  ,36, 

A = i5. 2ï  .58  , 76. 


Si  l’on  avait  pris 


B = - 175°  53'  4",  6, 

et  par  conséquent 

} ( B -4-  C)  = — 82 . 1 7 . 1 2 , î 5, 
}(B  — C)  — — 93.35.52,45, 

on  aurait  eu 

}(i  + c]  = — 2 . 4o  4^  » 5 1 » 

~(b — r)  = i85.45  24  ,i3. 


« 


(*)  I.a  lettre  n placée  après  un  logarithme  indique  que  le  nombre  doit 
être  pris  avec  le  signe  — . 
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cl  enfin 


b = i83"  4'  37", 6a, 

r = — 1 88 . 9.6 . 1 o , 64 . 


On  trouve  les  Analogies  de  Ncper,  en  divisant  les  formules  de 
Delamlirc  les  unes  par  les  autres.  Si  l’on  remplace  respectivement 
A,  B,  C par  B,C,  A et  a,  b,  c par  b,  c,  a,  les  équations  (9)  donnent 


(0°) 


tang’(A  -i-B; 


cos;  [a—  b\ 
cos  J ( a -4-  b ) C°  2 ’ 

l,ang;(A-B)=t|f',-fieot;C, 

1 ' ' stn-l  m-t-ij  1 


- b\ 


[a  ■ 


-b). 


sin-J  1 a - 
cos  ; f A — B ) 
cos  1 (A  -4-  B I 


0.  Emploi  d'un  angle  auxiliaire.  — Comme  presque  toutes 
les  formules  des  n°’  3 et  V contiennent  des  binômes,  et  sont  par 
conséquent  incommodes  pour  le  calcul  logarithmique,  il  peut  y 
avoir  avantage  ô les  convertir  en  monômes;  on  y parvient  par 
l'introduction  d'angles  auxiliaires.  Soient  deux  quantités  quel- 
conques, x et  y,  positives  ou  négatives;  on  peut  toujours  poser 
les  équations 

x — ni  sin  M, 


alors 


y — m cos  M , 

.7* 

tang  M ~ - 1 

m = v'.r'  4-  y', 


et  les  valeurs  de  M et  m sont  toujours  réelles.  Or,  dans  toutes  les 
formules  précédentes,  les  binômes  sont  formés  de  deux  termes 
dont  l’un  contient  le  sinus  et  l’autre  le  cosinus  d’un  même  angle. 
Si  l’on  suppose  les  coefficients  du  sinus  et  du  cosinus  proportion- 
nels au  sinus  et  au  cosinus  d’un  même  angle  auxiliaire,  on  pourra 
appliquer  les  formules  connues  pour  le  sinus  et  le  cosinus  d’un 


ANALOGIES  DE  NÉPER. 


I 


binôme,  et  obtenir  de  celte  manière  des  expressions  commodes 
pour  le  calcul  logarithmique. 

Soient,  par  exemple,  à calculer  les  trois  formules 

cos  a — cos  b cos  c -+-  sin  b sine  cos  A, 
sin  a sin  b — sin  b sin  A, 
sino  cosB  = cosb  sin  c — sin  b cosc  cosA. 

On  posera 

sin  b cos  A = m sin  M , 
cos  b = m cos  M ; 

on  a alors 

cos n 7=.  m cos  (e  — M), 
sin  a sin  B — sin  b sin  A , 
sin  a cos  B '=  m sin  ( e — M ). 

Lorsqu'on  connaît  le  quadrant  dans  lequel  se  trouve  B,  on  peut, 

en  remplaçant  m par  sa  valeur  -*n  . ***—  ; se  servir  des  formules 

sin  M 

suivantes.  On  calcule  d’abord 


et  l’on  trouve 


tangM  = tang  b cos  A, 
tang  A sin  M 


tang  B = 


sin  (c  — M) 
tang  (c  — M ) 


tang  a — 

0 cos  B 


11  faut  remarquer  qu’au  moyen  <|es  Tables  de  logarithmes  de 
Gauss,  qui  donnent  le  logarithme  de  la  somme  ou  de  la  diffé- 
rence de  deux  nombres  connus  seulement  pur  leurs  logarithmes, 
on  calcule  plus  aisément  les  trois  équations  sous  leur  première 
forme  sans  le  secours  d'aucun  angle  auxiliaire.  Ces  Tables  ont  été 
publiées  par  Zqch  avec  sept  décimales,  cl  par  Hoüel  avec  cinq 
décimales. 


7.  Calcul  approche  d'un  angle  au  moyen  de  la  tangente  ou  du 
sinus.  — En  général,  on  détermine  toujours  les  angles  que  l’on 
cherche  par  leurs  tangentes;  car  celles-ci  variant  plus  rapide- 


SL 
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ment,  la  valeur  «le  l'angle  est  alors  déterminée  avec  une  plus  grande 
approximation. 

Soit  A.r  une  variation  très-petite  de  l'angle,  on  a 

, „ . Jix 

A L tangx)  = — 

V ° 1 sillî.r 


On  exprime  ordinairement  les  variations  d’angle  en  secomU’s; 
mais  comme  la  tangente  est  exprimée  en  parties  du  rayon  pris 
pour  unité,  il  faut  exprimer  la  variation  Ax  aussi  en  parties  «lu 
rayon,  par  conséquent  la  diviser  par  le  nombre  206264,8  (*). 
Les  logarithmes  employés  ici  sont  hvperboliques;  si  l'on  veut 
introduire  les  logarithmes  de  Briggs,  il  faut  encore  multiplier 
par  le  module  M — o,43{  2«)45.  Enfin,  si  l'on  veut  exprimer 
A(logtangx)  en  unités  de  la  dernière  décimale  des  logarithmes 
employés,  il  faut  encore  multiplier  par  to’  lorsque  les  logarithmes 
ont  sept  décimales.  On  obtient  ainsi 


A ( log  tangx) 

d'où 


iM  Ax"  . 42- 1 

sin  2x  206264,8  siii  ix 


Ax" 


sin  2x 
4a,  1 


A(logtangx). 


Cette  é«|uation  fait  voir  avec  cpielle  exactitude  on  peut  obtenir 
la  valeur  d’un  angle  au  moven  de  la  tangente.  En  effet,  suppo- 
sons que  l’on  emploie  ,les  logarithmes  à cinq  décimales  seulement; 
comme  le  calcul,  en  généra I , n’est  sûr  qu’à  deux  unités  près  «le 


(*)  Le  n «inbre  joG  jO qui  a pour  logarithme  5,3 1 4 4 261, est  toujours  em- 
ployé lorsqu’on  veut  convertir  en  secondes  d'arcs  des  grandeurs  exprimées 
en  parties  du  rayon,  et  vice  versa.  I e nombre  de  secondes  contenues  dan*  la 
circonférence  est  121)6000^  cl  la  circonférence  exprimée  en  parties  du  rayon 
est  2^=6,a81  1 853.  Le  rapport  de  ces  deux  nombres  est  qoG  264*8-  Si 
on  veut  convenir  en  secondes  d'arc  des  grandeurs  exprimées  en  parties  du 
rayon,  il  faut  multiplier  ce»  grandeurs  par  ce  nombre,  et  les  diviser  au  con- 
traire par  ce  nombre  lorsqu’on  veut  exprimer  en  partie»  du  rayon  des 
quantités  données  en  secondes  d'arc.  Ce  nombre  n'est  d ailleurs  autre  chose 
que  le  nombre  de  secondes  contenue»  dans  le  rayon,  et  son  inverse  ex- 
prime le  sinus  ou  la  tangente  d’une  seconde. 
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la  dernière  décimale,  on  a 

A (log  tan  g j*)  = 200, 

et  l’erreur  résultant  pour  l’angle  sera 

Ar  sin2jrr=:5  sin2x, 

42,1 

Ainsi,  avec  cinq  décimales,  l’erreur  ne  sera  jamais  plus  grande 
que  5"sin2x,  et,  comme  le  maximum  de  sin  2-r  est  l'unité,  la  plus 
grande  erreur’ ne  montera  qu’à  5",  pour  un  angle  voisin  de  45°. 
Avec  des  logarithmes  à sept  décimales,  l’erreur  sera  cent  fois  plus 
petite,  et,  par  conséquent,  l’incertitude  de  la  valeur  d’un  angle, 
calculé  par  la  tangente,  montera  au  plus  à o",o5. 

Mais,  quand  on  calcule  un  angle  par  le  sinus  ou  par  le  cosinus, 
A(log  sinx)  ou  A (log  cosx)  contiennent,  au  lieu  du  facteur  sin  2.r, 
les  facteurs  tangx,  ou  cotx,  dont  les  valeurs  peuvent  varier 
de  o à ao  . On  voit  donc  que  de  petites  erreurs,  dans  le  loga- 
rithme du  sinus  ou  du  cosinus  d’un  angle,  peuvent  produire  de 
grandes  erreurs  dans  la  détermination  de  l’angle,  et  qu’il  est  ainsi 
toujours  préférable  de  calculer  les  angles  par  les  tangentes. 

8.  Formules  relatives  aux  triangles  rectangles.  — Si  dans  les 
formules  des  triangles  sphériques  obliquangles  on  fait  un  des  an- 
gles égal  à 900,  on  obtientles  formules  pour  les  triangles  rectangles 
Dans  la  suite,  nous  représenterons  toujours  l’hypoténuse  par  //, 
les  deux  côtés  de  l’angle  droit  par  c et  c',  et  les  angles  respective- 
ment opposés  par  C et  C'.  Si,  dans  la  première  des  formules  (2), 
on  pose  A ==  90°,  on  a 

cos  h — cosc  cosc', 

et,  dans  la  meme  hypothèse,  la  deuxième  des  formules  (3)  donne 

sin//  sinC  = sine. 

De  la  première  des  formules  (4),  on  tire 

sin//  cosC  = cosc  sine'. 


l4  ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE, 

et,  en  divisant  par  la  valeur  de  cos/r,  on  a 

tang/z  cosC  — lange',  • 


tandis  que  si  l’on  divise  par  sin  h sinC  = sine,  on  a 
cotC  = cote  sine' 


ou 

lange-—  langCsinc'. 

On  aurait  pu  aussi  obtenir  ces  deux  formules  par  la  deuxième 
des  équations  ( 5)  et  la  troisième  des  équations  ( 7),  en  y posant 
A =:  90°. 

F.n  multipliant  la  dernière  équation  par  l’équation  analogue 


on  obtient 


tange'  tangC'sinc, 


eos/i  — cotCcotC'; 

enfin,  si  l’on  combine  les  deux  équations 

sin//  sinC'=r  sine', 
sin//  cosC  — cosc  sine', 

on  obtient 


cosC  — sinC'  cos e. 


Ainsi,  on  a les  six  formules  suivantes  qui  comprennent  toutes 
les  combinaisons  des  cinq  éléments 

cos  h — cosc  cosc', 
sine  — sin//  sinC, 
tangr=:  lang/z  cosC', 
tangr=  tangCsinc', 
cos//  — rotC  cotC', 
cosC  = coscsinC', 

au  moyen  desquelles,  deux  éléments  d’un  triangle  rectangle  étant 
donnés,  on  peut  trouver  les  autres. 

La  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  du  n”  (i  montre 
que  l’emploi  des  grandeurs  auxiliaires  ///  et  M repose  sur  la  dé- 
composition du  triangle  quelconque  en  deux  triangles  rectangles. 
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Kn  effet,  si  on  abaisse,  par  exemple,  du  sommet  C d’un  triangle 
quelconque  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  sur  le  côté  c, 
m représente  dans  les  formules  du  n“  6 le  cosinus  de  cet  arc  per- 
pendiculaire et  M la  portion  du  côté  c comprise  entre  le  sommet  A 
et  le  pied  de  l’arc  perpendiculaire. 

9.  Formules  différentielles  de  la  Trigonométrie  sphérique.  — 
En  Astronomie,  il  faut  toujours  emprunter  certaines  données 
à des  observations  dont  on  ne  peut  jamais  garantir  l’exactitude 
absolue;  on  doit  donc  admettre  pour  chaque  donnée  la  possibilité 
d’une  petite  erreur.  Dans  chaque  problème,  on  aura  à discuter 
l’influence  d’une  petite  variation  des  données  sur  le  résultat 
cherche.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à différenlicr  les  formules 
de  la  Trigonométrie  sphérique,  en  regardant  toutes  les'grandeurs 
comme  variables. 

Si  l’on  différenlie  la  première  des  équations  (2),  on  a 

— sin  a da  = [ — si  né  cos  c -4-  cos  é sine  cos  A ] db 

4-  [ — cosé  sine  4-  sin  é cos  c cos  A]  de 
— sin  é sin  c sin  A d A. 

I*  coefficient  de  db  est  égal  à — sinacosC;  celui  de  de  est 
égal  à — si  n a rosi!,  et  si  l’on  remplace  le  coefficient  de  d A par 
— sina  sine  sin  B,  on  obtient  la  formule  différentielle 

r/a  = cosC  db  4-  cas  B de  4-  sine  sin  Bd  A. 

Différentions  la  première  des  équations  (3),  après  avoir  pris  les 
logarithmes  des  deux  membres 

cota ila  4-  cot  Br/B  — cot  bdb  4-  cot  Ar/A . 

Au  lieu  de  différentier  la  première  des  formules  (4),  différentions 
la  première  des  formules  (5),  résultat  de  fa  combinaison  des  for- 
mules (3)  et  (4),  nous  obtiendrons 

— -r— — r/B  4-  T cot  B cos  A — sin  A cosc]  r/ A 

sin1 B 1 J 

sine  r . . . , , 

= : — ? db  4-  col  é cosc  4-  cos  A sine  r/c, 

stn’o.*  1 
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OU 


smA  cosC  sine 

— a B : a A.  — : — - 

sin’B  sin  B sin'i!» 


db 


cos  a 
sin  b 


de . 


En  multipliant  celte  équation  par  sin  B,  on  trouve 

sina  , sinC  cosasinB  . 

d B — COS  C d A =: T— r db  H — — de , 

sint»  # sin  ù sin  b 

ou  enfin 

sin  ar/ B zrz  sinC  db  — cos  a sin  B de  — sin  b cosCr/A. 

La  première  des  formules  (8),  traitée  comme  la  première  des 
formules  (2),  donne 


d A = — coscr/B  — cosbdC  -t-  sin  b sinC  r/a. 


En  résumé,  les  équations  différentielles  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique sont  donc 

da  — cosC  db  -4-  cosBr/c  -h  sin  b sin  CdA  , 
cot  a du  -h  cot  Br/  B col  b db  4-  cot  A r/A  , 

sin  a r/ B = sinC  db  — cos  a sin  B de  — sin  b cosC  r/A, 
d A = — coscr/B  — cosér/C  -+  sin/>  sinCr/a  . 


10.  Formules  approchées  pour  de  petits  angles.  — Quand  on 
emploie  de  petits  angles,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  prendre 
le  cosinus  égal  à l’unité,  et  l’arc  égal  à son  sinus  ou  à sa  tangente; 
ainsi,  si  l’on  veut  exprimer  l’arc  en  secondes,  on  peut  remplacer 
sina,  ou  tanga,  par  206265  a.  Mais,  si  les  angles  ne  sont  pas 
assez  petits  pour  qu’il  soit  permis  de  négliger  le  carré  de  l’arc, 
on  peut  procéder  de  la  manière  suivante;  on  a 


sinr/ 


a 


= 1 — J a1 


1 1 0 ft  • • • » 


et 

d’où 


cos  a = 1 — - a1  4 ~ a*  — ...  ; 

y COS  a = I — + 


DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES.  «7 

On  obtient  donc,  en  ne  conservant  (pie  les  troisièmes  puissances, 


ou 


sin/?  s, 

= y cos  , 

u 


a — sin  a ÿ set  a . 


Celte  formule  peut  être  employée  jusqu’aux  angles  de  to",  pour 
lesquels  l’erreur  n’atteint  pas  une  seconde,  car 

log  sin  to"  J/ sec  10"  = 1,24'  8864  , 

et  en  y ajoutant  le  logarithme  5,3i4  435i,  on  trouve  pour 
nombre  correspondant  36ooo",^4  0,1  io°o'o*, ^4- 


1 1 . Développements  en  séries  fréquemment  employés  i/ans 
l' Astronomie  sp/iétir/ne.  — 1°  Si  l'on  a une  expression  de  la  forme 


tangr  = 


i — a cosx 


on  peut  facilement  développer/  en  une  série  qui  procède  d'après 
les* sinus  des  multiples  de  l’angle  x.  En  effet,  posons  tanga  = - , 
i,  . nelm  — ni  fin 

u ou  (/: . 1 expression  precedente  nous  donne,  en 

///’  ri-  rr 

considérant  n et  / comme  variables, 

f!y sin.r 

i lu  I — 2 u cos  u ri-  a ‘ 

et  si,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  nous  dévelop- 
pons en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  a,  nous  avons, 
en  suppi  saut  n t , 

tir  . . . 

- ; - = sinx  -l-  ri  sin  2. r -|-  o!sm3x  ri-.  . . (*). 
an 


•)  On  voit  facilement  que  le  premier  terme  est  sin  s*  et  que  le  coefll- 
eient  de  a”  se  trouve  par  la  relation  de  récurrence 


AM  =.  i At_,  cos  x — A#_r 


a 
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Intégrons  cette  équation,  en  observant  que  y s’annule  avec  .r, 
nous  obtenons 


(i  7.)  y ~ flsinx  -+-  - a5  sin  2x  -h  { fl3sin3x 

2°  On  rencontre  souvent  deux  équations  de  la  forme 

A sin  B r=  a sin  x, 

A cos  B = i — a cos  x . 


Il  s'agit  d'exprimer  B et  log  A en  séries  procédant  suivant  les  sinus 
et  les  cosinus  des  multiples  de  x.  Or 


tang  B 


a sin  x 
i — a cosx 


La  formule  (i  2),  appliquée  à l’angle  B,  le  donne  immédiatement 
en  une  série  procédant  suivant  les  sinus  des  multiples  de  x.  Pour 
développer  log  A en  série,  prenons  la  valeur  de  A 


A — ^ 1 — la  cosx  -4-  a2. 

% 

La  méthode  des  coefficients  indéterminés  donne 


a cos  x — a 1 


= a cosx  -4-  a • cos  2x  -4-  a 3 cos  3 r -+- . . . (*  ) . 

1 — 2 a cosx  -+-  a- 


En  multipliant  cette  expression  par  — — » le  premier  membre 
est  égal  à 


1 d log  (r — 2a  cosx  -t-  a’) 

2 da 


et,  en  intégrant,  il  vient 

\ log  y 1 — 2 a cosx  -4-  a3  = log  A 

(i3)  i .* 

f = — (fl  cosx  4-  ~ a7  cos 2 c -4-  y a'cosjx  -4-  . 

car  pour  a = o,  on  a log  A = t». 


(’)  On.voit  que  le  coefficieDt  de  a est  cosx  et  que  le  coefficient  A„  de  «" 
est  donné  par  la  relation 


K = 2 A„-i  cosx  - A»-r 
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3°  Soient  les  deux  autres  équations 

A sin  B = a sin x , 

AcosB  = i -h  acosx, 

en  remplaçant,  dans  (12)  et  (i3),  x par  180° — x,  on  obtient 

( 1 4 ) B = a sin  .r  — 1 a1  sin  2.r  -4-  ~ a5  sin  3 x — . . . , 

^ r log  y 1 -f-  2 a cos  x -f-  a7  = log  A 

= a cos  x — ~/t2  cos  2 x -f- 1 a9  cos  3 x — .... 

4°  Lorsqu'on  a l’expression 


tangj  = fl  tangx, 


on  peut  la  ramener  facilement  à la  forme 


tang/ 


a sin  x 
1 — « cos  x ' 


car 

tangj — tangx  ( n — 1)  tangx 


1 -h  tang  j tangx  1 -f-  Atang’x 

(a  — 1)  sin  x eosx 
cos*x  h-  flsin,x 

(fl  — 1)  sin  x cosx 


11  a a 

1 COS  2X  -f- cos  2X 

2 2 2 2 

fl  — I . 

. . . sin  2X 

(a  — 1 sm  2x  « -h  1 


(fl-hl) — (fl  — 1 ) COS  2 X fl  — I 

X I COS  2 X 

« -+- 1 


tang(  y — x) 


Ainsi,  étant  donnée  l’équation  tang/  = a tangx,  on  obtient 


l 


m 
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Si  i on  fuit 


n — cos  a , 


on  aura 


n — i 
n -+-  i 


tang1  ; a, 


et  l’équation 
donne 

(*7  ) 

Si 

alors 


tang  y = cos  a tangx 

y — x — tang1  ^ a sin 2x  + 7 tang*  - a sin 4 x 
— ' tang-  ~ asin6x  -h . . . . 

n — séc  a , 


n — 1 , , 

— - — = tang*  \ a, 
n -4-  I 


et  l’équation  tang  y — seca  tangx  donne 

(18)  y = x 4-  tang7 1 a sin  2 x -t-  - tang4  v a sin  4*  +• 


Puisque  l’on  a 


cos  a — cos  S . 

1 — tnmr  a 

cos  a 4-  cos 


l = tang  — a)  tang -H?  H-  *), 

P 


et 


sin  a — sin  B , . , . _ , , , Q \ . 

— £ ==  tang  î { a — p)  cot  { (a  H-  p) , 

sin  a -4-  sin  p 


cos  a 


on  obtiendra  donc,  si  tang/  — — - tangx, 

cos  [i 

y = x — tang  !,  (x  — 3 ï tang  \ (x  -h  3}  sin2x 

-h  l tang7  J-  a — 3)  tang7  i (a  4-  3)  sin  (\x  — • • • î 

sin  a 

et  si  tang  y = -tangx, 

D‘  smp 

y _ x -t-  tang  ^(a  — p)  cot|(a  -4-  3}  sin?.x 

-+- 1 tang2  j (a  — p)cotî  ; (a-4-  3)  sin  4-r  4-  . . . 
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Au  moven  des  deux  dernières  formules,  on  peut  développer 
en  séries  les  analogies  de  Néper,  car  l'équation 

sin  1 (A  — B) 

tang  ; la  — b ) = - — ; — - tang  , r 

b,v  ' sin]  (A  + B) 


donne 


\(a  — i ) — ] e — tang  ! B col  J-  A sin  c 

-I-  -j  tang’  J-  Bcot1  j A sinac  — .... 

ic  = J (a  — b)  -+-  tang  J B rot  j A'  sinfn  — b) 

-+-  j tang5]  B cot’-]  A sin  2 [a  — b)  -h  ... . 


De  même  l'équation 


donne  les  séries 


4-  ] tang’  j A tang’ J B sin2(rr  -+-  b)  — ... 

On  transforme  en  séries  semblables  les  deux  autres  analogies 

tang  i ( A - B)  =,  »ang  J-  f .80"-  Cl, 

lan^(A^B)=Sf^tangH.8o"-C)  ■ 

5“  Il  arrive  souvent  qu’une  quantité  / donnée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

cos  y = cosot  -4-  b, 

» 

doit  être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  b. 
Le  théorème  de  Taylor  appliqué  à l’équation 

y — arccos(cosx  4-  b ) , 
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donne,  en  posant 


cosx  — z et  y = f[z  -+-  6), 

/•  » d f i i (P  f , i (P  f . 

r = /(5)+-/-6  + -_6.  + ë-_6*+...t 


et  puisque 


(■9) 


/(*)  = 

df  _ 

dx 

i 

dz 

d (cosx) 

y 

smx 

<Rf__ 

4 

\ sinx 

) _ 

cos.r 

dz ' 

dx 

d (cos  x ) 

sin3x 

d(  C°Sr 

\ ■ 

d'f_ 

\ sin*x 

)•  • dx 

i -+-  3 cotJ  r 

dz 3 

cLv 

d ( cosx) 

• « ^ 
sm3x 

y — x r — j 

' smx  1 


' cot  x 


b* 


sin7.r 

b' 


— '-  ( i -4-  3 cot’ x ) — h . . . . 

8 sin3x 


6°  De  même  si  on  avait  l’équalion 

sinj  — sinx  ■+•  b , 

on  aurait  la  série 


b , 

J-JT-i h 1 cot  X ; 


(20) 


cosx 


cos'  X 


63 


+ i!i  + 3 tang’x]  — h 

• O J COS3X 


Remarque.  — Voir,  pour  les  développements  en  séries,  un  Mé- 
moire de  Encke,  inséré  dans  le  n°  5Ü2  îles  Astronomischc  Nach- 
richten. 

II.  — Interpolation. 

12.  Rut  de  l’interpolation.  — On  se  sert  constamment,  en 
Astronomie,  de  Tables  qui  donnent  les  valeurs  de  certaines  fonc- 
tions correspondant  à des  valeurs  déterminées  des  variables.  Mais, 
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dans  l’application,  on  a aussi  besoin  de  connaître  les  valeurs  de 
la  fonction  pour  des  valeurs  des  variables  qui  ne  sont  pas  conte- 
nues dans  les  Tables.  Les  méthodes  qui  permettent  d'obtenir  ce 
résultat  portent  le  nom  de  méthodes  d' interpolation.  Elles  ont 
pour  but  de  substituer  à la  fonction,  dont  l’expression  analytique 
est  ou  entièrement  inconnue,  ou  incommode  pour  le  calcul  nu- 
mérique, une  autre  fonction  plus  simple,  déduite  des  valeurs 
numériques  données,  et  qui  puisse  remplacer  la  véritable  fonc- 
tion dans  les  limites  des  applications  qu’on  veut  en  faire. 

D’après  le  théorème  de  Taylor,  on  peut  toujours  développer 
une  fonction  en  série,  suivant  h s puissances  entières  des  varia- 
bles. Ce  théorème  ne  souffre  d’exception  qtie  dans  le  cas  où,  pour 
une  valeur  déterminée  de  la  variable,  un  des  coefficients  différen- 
tiels  devenant  infini,  la  fonction  cesse  d’ètre  continue  dans  le  voi- 
sinage de  cette  valeur;  le  calcul  d’interpolation  étant  une  con- 
séquence de  ce  théorème,  exige  que  la  fonction  soit  continue 
entre  les  limites  des  applications. 


Notation  des  différences.  — Soit  iv  l’intervalle  ou  la  diffé- 
rence de  deux  arguments  consécutifs  ( différence  qu’on  regarde  ici 
comme  constante);  un  des  arguments  étant  représenté  par  rr,  un 
autre  le  sera  par  «-+-/*«’,  n étant  la  variable;  soit,  de  plus, 
f{a- 4-  me)  la  fonction  correspondante  à cet  argument. 

Désignons  par  ./'(<?  -+-  n -h  ÿ)  la  différence  entre  deux  valeurs 
consécutives  f[a  -4-  me),  et  f\a  4-  (n  4-  i)tv],  [a  4-  « 4-  {)  est 
la  moyenne  arithmétique  des  deux  arguments  consécutifs,  le  fac- 
teur (V  étant  sous-entendu  (*).  Ainsi,  la  différence /{a  4-  «•)  — f[a ) 
est  désignée  par  f [a  4-  |);  la  différence  f (n  4-  2 <«')—  f(a  -1-  «') 
est  désignée  par  f(a  4-  *)•.  La  même  notation  sert  pour  les  diffé- 
rences d’ordres  supérieurs,  ordres  qui  sont  indiqués  par  le  nombre 
des  accents.  Par  exemple,  la  différence  f[n  4-  ‘ ) — f \(l  4-{)  est 
désignée  par  /"{n  4-  2),  différence  seconde. 

On  a ainsi  le  tableau  suivant  des  arguments,  des  valeurs  cor- 
respondantes de  la  fonction  et  de  ses  différences. 


(*)  Cotte  notation  très- commode  a clé  introduite  par  F.ncke  dans  son 
Mémoire  Sur  les  quiulf  mures  mécaniques,  dai  s le  Jahrhuch  de  Berlin,  18IÎ7. 
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Argument. 
n — 3<v 

n — 2 w 

n — w 

a 

n -+-  «i* 
n -+-  2 w 
u ■ 4-3  <»' 


Fonction. 
f\a  — Ztv) 

f(a  — »«•) 

/(«-  "■) 

/(«) 

/(«-+•  «') 
itv) 

f(a  -i-  3 ii') 


ijiir.  i. 

/'(«  — {) 
/'l«— f) 

/V-U 

/'(«-il 

/'(«+?) 

/’(*+!) 


DUT.  II. 

/'(<>  - 2) 

/>-  ■) 

/» 
/'In  -h  i) 
/'(«  •+■  îl 


Di«r.  III. 

/"(«-$) 
/>-*> 
/’(«  + !) 
/"(«  + !) 


DUT.  IV. 


/"(«-!) 
/"(«) 
/"(o  + O 


Dm  v. 


/•(«-O 

/’(  '**•“*) 


Toutes  les  différences  qui  ont  même  argument  sous  le  signe 
fonctionnel  se  trouvent  sur  la  même  ligne  horizontale;  les  diffé- 
rences d’ordre  impair  ont  toutes  un  argument  égal  à n augmenté 
ou  diminué  d’une  fraction  dont  le  dénominateur  est  2. 


13  Formule  d' interpolation  de  Newton.  — D’après  le  théo-  • 
rcme  de  Taylor,  on  a 

[n  ) f{  a 4-  n w)  = a 4-  (î  nw  -f  y ri1  w7  4-  Sn7  w*  4 . . . . 


Si  i’expression  analytique  de  la  fonction  était  connue,  on  pour- 
rait évaluer  a,  6,  7,  o, ... , car 

d.f(a) 


or  on  suppose  que  cette  expression  n’est  pas  donnée,  ou  du  moins 
ne  peut  être  employée,  et  qu’on  connaît  seulement  des  valeurs  nu- 
mériques de  la  fonction  répondant  à des  valeurs  déterminées  de 
l’argument.  Mais,  si  dans  l’équation  (u)  on  substitue  successive- 
ment les  diverses  valeurs  de  n,  on  obtient  autant  d’équations 
qu’on  connaît  de  valeurs  de  la  fonction;  lesquelles  serviront  à 
faire  connaître  autant  de  coefficients,  a,  (8,  7,  d,. . . . 

On  voit  immédiatement  que  a~f\n)  et  que  (Itv,  7 
s’expriment  linéairement  au  moyen  des  différences  de  la  fonction 
donnée  qui  peuvent  elles-mêmes  se  ramener  à une  certaine  série 
de  différences,  de  telle  sorte  qu’en  général  /{a  4-  nw)  peut  être 
pris  sous  la  forme 

f[n  4-  nw)  — /(a)  4-  A f'\a  4-{)  4- B./'  \a  4-  1)  4-C  f ' (a  4- 7) 4-..., 


t 
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où  A,  B,  C, . . . sont  (tes  fonctions  de  n déterminées  par  l’intro- 
duction de  certaines  valeurs  de  cette  variable. 

Si  n est  un  nombre  entier,  la  fonction /[a  -f-  nw)  se  déduit  de 
/{a)  et  des  différences  précédentes  par  de  simples  additions  suc- 
cessives, en  considérant  les  différences  d’un  certain  ordre  comme 
constantes,  supposant  ainsi  que  les  valeurs  de  la  fonction  for- 
ment une  progression  arithmétique  d’ordre  supérieur.  Si  les  dif- 
férences premières  sont  constantes,  /[n  H-  mv)  sera  simplement 
égal  à f[a)  -f-  nf'[a  -4-  - ) ; si  les  différences  secondes  sont  con- 
stantes, on  devra  ajouter  à la  valeur  précédente  le  produit  de 
f"[u  -4-  i)  par  la  somme  des  nombres  de  i à n — i,  c’est-à-dire 
rr'/i  — i)  . 

par  si  les  différences  troisièmes  sont  constantes,  on 


i . 2 


devra  ajouter  à la  valeur  obtenue  précédemment  le  produit  de 

fm[a  -4-  \ ) par  la  somme  des  nombres  i , i -4-  2,  i -f-  2 -f-  3,..  . . * 

/ X . . n(n  — \)(n  — 7) 

1 4-  2 4- ...  (/î  — 2),  c est-a-dire  par  - 


1.2.3 


On  a donc, 


en  général, 

A -r.  //, 
et  par  suite 

l fia  ~ 

(0  « 


B 


n[n  — i) 


1 . 2 


c ~ 1M/<  — 2) 


1.2.3 


ntv)  =/{a)  4-  «/'(«  4-  \)  4-  — — f'\n 


i) 


n(n  r-  i ) {n  — 2) 
1.2.3 


f"\a  *+■  t)  “*-•  • (*)• 


(*)  Oii  le  voit  aisément  par  la  manière  dont  la  fonction  est  formée  à 
l’aide  de  scs  différences.  Si  on  les  désigné  en  effet,  pour  abréger,  par 
f \ f , f on  obtient  le  tableau  suivant: 


/» 

/("W' 

/W  + î/'+/' 

/(«)4-3 

f o)  -»-5 /' -h  î of  -+-  io  fm 
/(")H-6/'4-  i5/"-t-  iofm 

/(«)4-7/'4-^l/"-H3à/w 


Dlff.  i. 

r 

r+r 

f- ♦- 

/'4-  3 /"  3/w 

J 'H-  4 

/'-f-  5/"-i-io/w 
/'-t-6/*-t-  i ô/w 


Diff  il.  Dirr.  tu 

r fm 
r+r  * 

r 4-3/-  * 
r+kfm 


i 
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Cette  formule  est  connue  sous  le  nom  de  formule  d’interpolation 
de  Newton.  Le  coefficient  de  la  différence  de  l’ordre  n est  le  coef- 
ficient de  xn  dans  le  développement  de  (1  -+-  x}". 

Exemple.  — L e JaJirbnch  de  Berlin  de  i85o  donne  pour  les 
longitudes  héliocentriques  de  Mercure,  à midi  moyen  : 


O f ff 

DitT.  I. 

DifT.  II. 

DitT.  111.  DifT.  IV. 

Janv.  0 

3o3  25  i,5 

O , ff 

*4-  G 4 1 5o , 0 

1 rl 

2 

3 10.  6. 5 i,5 

■+-  18  48,0 

1 n 

-4-7.  o.38,o 

-r-  ^ 44*4  „ 

4 

317.  7.29,5 

-+•21.32,4 

4-10,1 

-4-  7.22.10,4 

-4-2.54,5 

6 

324.29.39,9 

H-  24.26,9 

4,7 

-f-  7.46.37,3 

-4-2.59,2 

8 

332. iG. 17,2 

-+  27.26,1 

-4-  8.14.  3,4 

10 

34o. 3o. 20, 6 

Si  l’on  veut  en  déduire  la  longitude  de  Mercure  ù midi  moyen 
pour  janvier  1,  on  fera 


/(«)  = 

3o3"a5'i",5  et  //  = \ , 

ensuite 

* 

, Produits. 

J ' («  + 

i)  =-4-6°4i,5ob,o, 

-t-3°2o'  55" 

,0; 

f*  («4- 

1 ) = 4-  0. 18.48 , 0, 

1 .2 

— 0.  2.21 

,0; 

/"(«-+- 

ï)  — -+-o.  2.44,4, 

n (n  — 1)  [n  — 2)  , 

1.2.3 

4-0.  0. 10 

•3; 

2)  = +-0.  0.10,1, 

//  ( //  — 1 ) ( n — 2)  ( //  — 3 ) 

~i—  — 0 n _ 0 

1 . 2 . 3 . 4 

1 V K U 

? H • 

Il  faut  ajouter  à f[a) 

+ 3«i8'.j3",9. 

La  longitude  de  Mercure,  pour  janvier  1 à ob,  est  donc 


3o  6°  43' 45", 4. 

La  formule  de  Newton  peut  s’écrire  sous  une  forme  plus 
commode  qui  offre  l’avantage  démultiplier  par  des  fi  actions  plus 
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simples 

(,fl) 


f[a +-mv)=f{a)+nÿf'{a  -4-  i)  4-  j /"(«  + ' ) 

4 - H!)- 


n — 2 r,„  ,,  n — 3 , 

— /V+î)+— / 


On  a alors  dans  l’exemple  précédent 
/,T(a4-2)  =4-o°  o'  10",  1, 

/"(«+!)—  o'  6", 3 =4-0.  2 38  ,t, 
/"(a  -h  1 ) — 1.  ig  ,0  = 4-  o.  1 7 . 28  ,8> 

/'  («  -+■  ï)  — ,2  = 4-  6. 37 . 27  ,8, 


a — 3 

4 

n — 2 


/(  + 30 1 g'  4 3",  9 = 3o6°  4 3'  4 5",  4 , 


Produits. 

— o°  o'  6",  3 

— o.  1 19  ,0 

— o . 4.22  ,2 
4 3. 18.43  ,9 


14.  Autres  formules  d'interpolatinn.  — On  peut  encore  trans- 
former la  formule  de  Newton  de  manière  à n’employer  que  les 
différences  placées  sur  une  même  ligne  horizontale,  c’est-à-dire 
en  partant  de  f(a),  les  différences  qui  ont  pour  argument  a et 
a 4-  j ; les  deux  premiers  termes  de  la  formule  de  Newton  sont 
ainsi  conservés;  et  on  a 

/"(a  4-  ■ )=/"(«  )+/’(«  + M, 

/“{(!  4-  I)  —/'"(a  4-  \)  4 -f"(a  4-  1) 

=/>  + 4)  +/■'(«;  +/>  1), 

/,,(«4-2)=/”(a  4-1)  4-/”(a  4-  |) 

=/"(«)  + 2 f\a  4-  j)  +f"{a  4-l), 

/'(*  4- 1)  =/’(«  4-  |)  4-/"(«  4-  2)  • 

= f'(u  4-  ;)  4- /'‘(a  4-  1)  4-/ri(a  4-2), 


on  obtient  ainsi,  pour  coefiicient  de  f"  (a) 
n ( a — 1 ) 


« 


Digitized  by  Google 


28  ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE, 

pour  coefficient  de  f '*(a  -f-  \ ) 


n{n  — i)  n (n  — I ) (n  — 2)  — 1)  # 


1 . 2 


.2.3 


1.2.3 


pour  coefficient  de  f,v{a) 

n(n — 1 )(n — 2)  n(n — i)(/i — 2 )(n — 3)  (w-H)/’/(/? — i)f<? — 2) 


1.2.3  1.2. 3. 4 

et  enfin  pour  coefficient  de  f'  {a  \ ) 


1 .2.3.4 


n(n  — i)(/?  — 2)  > — 1 ) C7»  — 2){/i  — 3) 

' I ^ 


1.2.3 


I .2.3.4 

n[n  — i)(«  — i){r?  — 3)(/i  — 4î 


1 . 2 . 3 . 4 • 5 

( n -f-  2)  ( n -f-  1 ) n ( n — 1 )n  — 2 ) 

~ _ - - - ■ - . 

1.2.3.45 

La  loi  de  formation  est  évidente,  et  la  formule  complète  s’écrit 

n{n  — 1) 


f[a -hn a>)=f(a)  -+-  nf\a  -4-  -J-)  -+- 


1 .2 


'/"( n) 


00 


(»■«•..)  «(■r.»y(a  + 1) 

I • 2 • 

[n  -f-  1 ) n { n — 1 ) (//  — 2) 


1 . 2 . 3 . 4 


/••(») 


1. 2.3-4«5 


A la  plai  e des  différences  conlenant  [a  + j),  introduisons  les 
différence  contenant  (n  — { il  vient 

/'(fl+f)  =/>- A) +/'(«), 

/'(«  +i)  =/V  -i)  +/•'(«). 

/»(«  + A)  s=/*(a-ï) +/*'(")• 


Ainsi,  les  coefficients  des  différences  d’ordre  impair  restent  les 
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nu*mes,  tandis  que  le  coefficient  de  /"{a)  est 


n (n  — i)  n n -{-  \) 
n h = ? 


i . 2 


I 2 


et  le  coefficient  de /"{a)  est 

(//H- 1)  n[n—  i)  f {n-\-i)n{n—  \){n — 2)  _(/?—  i)«ih-4-i  )(«-+- 2} 
i.a.3  1.2. 3. 4 1.2. 3. 4 


On  obtient  ainsi 

/(  O + «« >)  =/{«)  + »/'(«  - i)  + "'"î"/» 


1 . 2 


( « — 1 ) n { n -t-  1 ) 


I 2.3 
— 1)  n(n  -4-  1)  (//  -4-  2) 


1 . 2 . 3 .4 . 


/,r(") 


(/i  2)  f/î  , ) n {n  ■+■  1 ) [fi  ~f~2j 

+ r.  2.3.475 f xa - 


où  la  loi  de  formation  est  évidente. 

Quand  on  doit  interpoler  une  valeur  dont  l’argument  tombe 
entre  a et  a — te,  n est  négatif.  Mais  si  l’on  veut  que  n soit  tou- 
jours une  quantité  positive,  il  faut  dans  la  formule  précédente 
remplacer  n par  — n\  et  l’on  a 


//(*-«»■)=/(«)  - nf[a  - i)  H-  /» 

I • 2 


,3) 


(«  + 1]  n[n  — 1) 

1.2.3 


/>-*) 


h.-,) 

1 .2.3.4 


[n  -4-2)  (/?  -4-  1 ) //(// — 1 )(n  — ?.) 


I .2. 3. 4-5 


On  emploiera  cette  formule  dans  tous  les  cas  où  l'on  voudra  in- 
terpoler pour  des  arguments  qui  précèdent  n. 

En  écrivant  les  formules  2)  et  (3)  comme  on  a fait  préce- 
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demment  pour  la  formule  de  Newton,  on  obtient 


{la) 


13. 


/(n-t-me)  =/(«)  4-  n | /'(a  4-  J)  4-  {/"[<•) 

I /(« — «'«•)  — /i«)  — » | /'(«  — i)  — {V  " (®) 

1-  .])!• 


On  em ploiera  la  première  formule  (sa)  si  (a  -f-  me)  est  plus 
près  de  a que  de  (fl  + «■),  la  seeonde  (3a)  si  (a — me)  est 
plus  près  de  a que  de  (a — «■);  et  si,  dans  le  tableau  donné 
ci-dessus  des  fonctions  et  de  leurs  différences,  on  imagine  une 
droite  horizontale  dans  la  région  de  la  valeur  de  la  fonction  qu'on 
veut  interpoler,  il  faudra  toujours  se  servir  des  différences  qui 
sont  les  plus  rapprochées  de  la  ligne  horizontale,  soit  en  dessus, 
soit  en  dessous.  On  n’a  pas  besoin  d'avoir  egard  aux  signes  des 
différences,  il  faut  seulement  corriger  chaque  différence  de  ma- 
nière qu'elle  se  rapproche  de  celle  qui  est  de  l'autre  ciité  de  la 
ligne  horizontale.  Par  exemple,  si  l’on  emploie  la  première  for- 
mule, et  que  l'argument  tombe  entre  a et  a -4-  \ «•,  la  droite 
horizontale  passera  entre  f ,n)  et  /"{a- 4-i);  il  faudra  donc 
ajouter  à f'\a ) 


+ ^/V  -4-  ; ) = + ^ [/"{“  4-  .)  -/'(a)]. 

Donc  suivant  que  f'\i)  sera  plus  grande  ou  plus  petite  que 
f (n  4-  i . , f ' (a)  sera  diminuée  ou  augmentée  par  cette  correc- 
tion, et  ainsi  s'approchera  toujours  de  f"\n  4-t). 

On  atteint  encore  une  exactitude  plus  grande,  si  l’on  prend 
pour  dernière  différence,  la  moyenne  arithmétique  des  diffé- 
rences qui  sont  les  plus  rapprochées  de  la  ligne  horizontale. 
Nous  désignerons  la  moyenne  arithmétique  des  deux  d.fferences, 
en  conservant  le  même  nombre  d’accents,  et  en  mettant  entre 
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parenthèses  la  moyenne  arithmétique  des  deux  arguments,  de 
sorte  que 


f'[a  -f  n)  = 


f'{a  -h  n — 7)  H- /'(fl  -f-  n -f-  {) 


Alors,  contrairement  à ce  qui  avait  lieu  précédemment,  on  a 
des  fractions  pour  les  différences  d’ordre  pair,  et  des  nombres 
entiers  pour  les  différences  d’ordre  impair,  de  sorte  qu’au- 
cune ambiguïté  n’est  à craindre.  Par  exemple,  si  l’on  s’arrête  à 
la  seconde  différence,  dans  cette  extrapolation,  on  prendra  la 
moyenne  arithmétique  entre  /"(fl)  et  /"[a- h 1),  c’est-à-dire 
/"(a  -f-  J );  au  lieu  du  terme 


-(f~  /», 


on  prendra  le  terme 


— — -/'(«  + ;). 


c’est-à-dire 


'■[/»+  + 


I . 2 


Lorsqu’on  ne  prenait  que /"(fl),  tout  le  troisième  terme  manquait, 
tandis  que  maintenant  il  manque  seulement  • 


[ 


n (n — 1 ) (/?  1 ) n (//  — 1) 


1.2.3 

//  ( n — 1 ) ( n 
1.2.3 


1.2.2 


f 


a 


1 /> 

;-)• 


M 
2 f 


Ainsi,  pour  //  ==  7,  l’erreur  qui  ne  dépend  que  des  différences 
troisièmes  est  exactement  nulle. 

Pour  le  cas  de  n = J , interpolant  au  milieu  de  l’intervalle,  il 
est  indifferent  d’employer  la  formule  (2)  ou  la  formule  (3), 
car  ou  peut  interpoler  en  avant  avec  l’argument  a,  et  en  arrière 
avec  a -f-  w.  La  combinaison  des  deux  équations  donne  une  for- 
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mule  plus  commode.  Pour  n = { , la  formule  (2)  devient 


Si*  + »=/(«)  ■+■*/'(«  + i)  + 


1.2 


/» 


1.2.3 

;h-d 


/■(«  + i) 
/”(«) 


1 . 2 . 3 .4 

Au  contraire,  la  formule  (3)  appliquée  à l’argument  a -4-  «• 
donne 

(!W_  i\ 

/(«  + ;■  «-)  =/(«  + 0-  ;/'(«  + i)  + 

1 • Z 

v\  L ? 

1 3 v2  /"(*  + ;) 


1.2.3 


i . 2.3 . 4 

Si  l’on  prend  la  moyenne  arithmétique  des  deux  formules,  les 
termes  contenant  les  différences  d’ordre  impair  disparaissent,  et 
on  obtient,  pour  l’interpolation  faite  au  milieu  de  l’intervalle  des 
arguments,  la  formule  suivante  qui  est  très-commode  et  ne  con- 
tient que  les  moyennes  arithmétiques  des  différences  d’ordre  pair 

/(«  + !«■)  =/(<*  + *)-*/>  + *) 

TT»  f *{a  H”  7 ) — TT77 + ?)  "+"  • • • 


(4) 


ou 


;4"!  \ -^l/'>+i)-*l/"(«+ï)+-]l). 

où  la  loi  de  formation  est  évidente. 

Exemple.  — Cherchons  la  longitude  de  Mercure  pour  jan- 
vier 4>i2h.  Nous  emploierons  la  formule  ^7«)  et  les  différences 
suivantes  : 

DifT.  I.  Difî.  II.  DUT.  III.  Diff.  IV. 

H- 7°  0*38",  o -+-  2' 44",  4 


Janv.  4 3i7°  7' 29*,  5 


VG  324*29 .3q,  9 


-4-21' 32  , 4 


-+-  10  , 


7 . 22 .10,4 


-4-2.54  ,5 


24. 20  ,9 


4 ,7 
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Ici  n — donc  en  ne  faisant  aucune  attention  aux  signes 


n — i 3 «4-1  5 n — 2 7 

2 H 3 12’  4 16’ 

et  l’on  obtient 

Moyenne  arithmétique  des 

Diff.  IV o°  o'  7 ",4  X 7*'*  — o°  o'  3", 2 

Di ff.  III  corrigées o.  2.5i  ,3  X rj  — o.  i . 1 1 ,4 

Diff.  II  corrigées 0.22.  43  ,8x  ; =0.  8.3i  ,4 


Diff.  I corrigces 7.13.39  ,0  X y — i-4^-24  »7 

la  longitude  de  Mercure  pour  janvier  4,5  est  donc  - 

3i8°55'54",2. 

Si  l’on  cherche  la  longitude  pour  janvier  5,5,  on  emploie  lu 
formule  (3«),  et  l’on  prend  les  différences  qui  se  trouvent  des 
deux  côtés  de  la  ligne  horizontale  inférieure.  On  trouve  ainsi  : 

Janvier  5,5,  longitude  = 322°  36' 56",  7. 

Comme  application  de  la  formule  ( 4")»  n°us  chercherons  la 
longitude  pour  janvier  5,o.  Nous  obtenons 

Moyenne  arithmétique  des 


Diff.  IV X — ri  — — «°  o'  i",4 

Diff.  II  corrigées X—  J — — o.  2.52,3 


Valeurs  de  la  fonction.  . = 320.48. 34  ,7 

et,  par  suite,  la  longitude  pour  janvier  5,o  est 

320°45'42'/,4  (*). 

Formons  maintenant  le  tableau  des  valeurs  interpolées  et  de 
leurs  différences  : 


( *)  Hansen  a donné  dans  ses  Tables  de  la  Lune  des  Tables  qui  facilitent 
l'emploi  des  formules  précédenies. 

I. 
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Janv.  4-° 

3 » 7°  7'09”,5 

4,5 

3 t 8. 55. 54 , a 

5,o 

3/o . 4 5 . 4 z , 4 

5,5 

322.36.56,7 

(i,o 

3/4.59. 39,9 

DifT.  1. 

Dit).  II. 

mit.  tu. 

1*48’  a4',7 

-t-  i'a3',5 

1. 49-48, a 

-H  1.26,1 

-t-  2', 6 

1 . 5 1 . 1 4 , 3 

-t-  1.28,9 

■+■  2,8 

1.52.43,2 

La  régularité  de  la  marche  des  différences  montre  l’exactitude 
du  calcul  de  l'interpolation.  Celte  preuve,  au  moyen  des  diffé- 
rences, est  souvent  employée  dans  les  calculs  servant  à la  déter- 
mination d’une  série  de  valeurs  d’une  fonction  dont  les  arguments 
croissent  par  intervalles  égaux.  Kn  effet,  si  par  exemple  il  s’est 
introduit  dans  le  calcul  de f[a)  une  erreur  x,  le  tableau  des  dif- 
férences deviendra  le  suivant  : 


/ [a  — 3ie) 
/ (n  — 21e) 

/>--;) 

-4x 

/ (»  — «') 

/■(a-t)  + x 

/"(«—  — 3-r 

■/'(«-  ïH-x 

f{a)->-x 

/'(«)  — 2* 

/-(«  + ;)-*-  3.r 

f"  (u)  -t-  6x 

/ (0—  «’j 

/> +-;)-•* 

/'{fl-t-  ll+z 

/■’(«+l)-4-r 

/>-H) 

/"(«-+-  î)-x 

/ (a -h  aie) 
/(«■+-  3«-j 

/"(n-t-a) 

/>  + !) 

On  voit  ainsi  que  le  calcul  des  différences  met  en  évidence 
l'erreur  commise  sur  la  valeur  de  la  fonction,  et  que  la  plus 
grande  irrégularité  se  manifeste  dans  la  ligne  horizontale  conte- 
nant la  valeur  inexacte  de  la  fonction. 


15.  Calcul  des  dérivées  d'une  fonction  donnée  par  des  valeurs  • 
numériques.  — Il  arrive  souvent  qu’on  ait  à employer  les  valeurs 
numériques  des  dérivées  d’une  fonction  dont  l'expression  analy- 
tique est  inconnue,  et  qui  n’est  donnée  que  par  une  série  de  va- 
leurs numériques  correspondantes  à des  valeurs  équidistantes  de 
l’argument.  Pour  trouver  dans  ce  cas  les  valeurs  numériques  des 
dérivées,  on  se  sert  des  formules  d'interpolation. 
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Si  l’on  développe  la  formule  d’interpolation  de  Newton  suivant 
les  puissances  de  ny  on  a 

/(a  -h  ruv) 

=/(«) + «t/> h- j) j 


n1 


+ —[/V + «)-/> + ?)■+■•••] 

1.2.  i 

■+■  "j  [/"(  « ■+■  v ) — •••]  -+-  • • ; 

I • JL  9 \J 

on  a aussi,  par  le  théorème  de  Taylor, 

, df{n)  fl3**’3 

y (fl  -h  n w)  = /(u)  4 -J-—  m\>  4 

et  par  la  comparaison  des  deux  séries, 

df(a) 


(/a-  i . 2 


du 


~ [/'{a  + ; ) - ;/''(«  + .)-+-  \/"\a 


= l (/-■(„  + ,)•  -/>  + })+...]. 

>'  (V 


(la1 


On  trouve  des  valeurs  plus  commodes  pour  les  dérivées  à l’aide 
de  la  formule  (2)  du  n°  li.  Introduisons  dans  cette  formule  les 
moyennes  arithmétiques  des  différences  d’ordre  impair  en  posant 


/'(«-+- i ) = /».+  */», 
/>  + {)=/•(«)  + */■*(«),  * 


nous  obtenons 


n* 


/{a  4-  ntv)  —/(a)  4-  nf'(a)  H /"(a)  -h 

K 1 2 


(//  -f- 1}  » { n — f ) 


1.2.3 


/» 


( a 4-  1)  a1  ( a — 1 ) 

1.23*4 


/,VM  ■+“•••» 


formule  qui  contient  les  différences  d’ordre  pair  qui  se  trouvent 
sur  la  même  li^ne  horizontale  que  /(a),  et  les  moyennes  arith- 
métiques des  différences  d’ordre  impair  qui  sont  des  deux  côtés 

3. 
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de  celle  ligne.  Si  on  la  développe  suivant  les  puissances  de  u 
on  a 

f[a  -f-  //u-) 

=/(")  +«[/»  - ;■/'(«)  ■+-  Tï/’(«)  — rW /’"(«)  -*■  • • -1 

•+■  ~ [/'(")  - 7ï/"(")  + T?  f"[a) 

+ T^3  [/'( a ) - i /'(•)  + rh/'"M  - • • • ] 

+ 77£t74 


el,  par  suite, 

I df[n) 
<la 


( 5)  / 

rfu> 


“7  [/'(«)  — 

+ */'(«) -777/’"(«) +•••]. 


= [/'(»)  - Tî/’T»)  + 


(la* 


I 


^ [/»  - : /•(«)  + Tiï/’-w  • •). 


Si  Ton  cherche  les  dérivées  pour  une  valeur  de  la  fonction  qui  n’est 
pas  comprise  dans  les  données,  par  exemple  f(a  -4-  me),  on  rem- 
placera dans  ces  formules  a par  [a  -h  n)y  de  sorte  que 


df\a  -4-  nu1)  i 

dn  o 


(6) 


:f  /'(«  + *) -■:/>  + ») 

+ 7î/v(«  + *)—•••]. 


d*  f (a  -4-  rm>)  l 


= - i {f'\a  + *)  - 77/,T(«  + '0  “+■•••]» 
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Les  différences  que  Ton  doit  employer  ne  se  trouvent  pas  dans 
le  tableau,  il  faut  les  calculer;  pour  les  différences  d’ordre  pair, 
par  exemple  cela  est  facile,  car  on  peut  les  obtenir 

par  l’interpolation  ordinaire  en  considérant  /"(«), /"(n  -f-  //),... 
comme  les  fonctions,  et  les  différences  troisièmes,  comme  leurs  dif- 
férences premières.  Quant  aux  différences  d’ordre  impair,  ce  sont 
des  moyennes  arithmétiques,  et  Ton  doit  tout  d’abord  trouver  une 
formule  pour  l’interpolation  des  moyennes  arithmétiques.  Nous 
avons 

/'(«  -+-  n)  =,f’["  ± - ~ a + n+ 1) , 

et,  par  la  formule  (2)  du  n°  14, 

/'(<•  - i + «)=/'(«  -!)+„/»  + 

. 

+ 1.2.3  7 

/'(«  -+-  i + n)  =/'(«  + f + nf"(a)  -+-  + f, 

* 

On  obtient  ainsi,  en  prenant  leur  moyenne  arithmétique,  la  /or- 
mule  d’interpolation  des  moyennes  arithmétiques  : 

/'(«  H"  "}  =/»  4-  nf"[a)  -t-  — /» 


4-  7 /'*(")  4- 


1 . 2 

( n -4-  1 ) //  ( //  — 1) 

1.2.3 


les  deux  termes 


f 1 v ( a ) 4-  • • • > 

# 


/? 


I>a/»  + ?/"(.) 


proviennent  en  effet  de  la  moyenne  arithmétique  des  termes 

« '^±o/v  + ,)t 


1 . 2 


1 .2 


qui  donne 


n 


n 


, 2/>)  + 4 [/>  + i) -/V  - 
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En  combinant  les  deux  'termes  qui  contiennent  /**{«),  ou 
pourra  écrire  ainsi  la  formule  précédente 


[ /'("  -t-  ")“/'(")  "/"l»’ 


i7) 


n 


+ —/»■+• 


1 n 5 


« 


I . 2 


I . 2 


/‘V)  -K..- 


Lorsqu’on  donne  une  série  de  valeurs  numériques  d’une  fonc- 
tion dont  les  arguments  procèdent  par  intervalles  égaux,  on  peut, 
avec  les  formules  (5),  (6)  et  ("),  calculer  les  valeurs  numériques 
des  dérivées  de  celle  fonction  pour  un  argument  quelconque,  au 
moyen  des  différences  d’ordre  pair  et  des  moyennes  arithmétiques 
des  différences  d’ordre  impair. 

On  peut  encore  trouver  pour  ces  dérivées  d’autres  formules 
dans  lesquelles  on  emploie  les  différences  d’ordre  impair  et  les 
moyennes  arithmétiques  des  différences  d’ordre  pair. 

En  effet,  si  dans  la  formule  d’interpolation  (3)  du  n°  14  ou 
introduit  la  moyenne  arithmétique  des  différences  d’ordre  pair, 
en  posant 

f\a)  = — ï f'{a  ■+■  {)» 

/"(«)=/"(«+;) 

/■’(«)  —/”(<’  — ,/'(«  -+-  r. 


et  remarquant  que 


(//  -f-  f ) n(n  — i) 
1.2.3 


1 n[n  — 0 n(n  — i}(« — i) 

2 1.2  1.2.3 


on  obtient 
f \<*- h me) 


A a -4-  î)  H-  («  — \)f\a  ■+*  2)  ■+ . A"\a  “h  J) 

I • Z 


rt  ( /?  — I )(/?  — ”1 

* 1 é 


1.2.3 


/V  + J) 


+ ,)  „[n  + + _ _ _ . 

I . 2 . 3 . 4 
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Si  l'on  remplace  n par  n -+-  - » la  loi  des  coefficients  devient 
plus  simple,  et  on  a 


/["  4-  («  4-  -J)  •»]  ==/(«  + J)  ■+*  nf'\a  4-  ■■) 

[n  4-  ;)(/?  — -;•)  , 

+ T5 /'a  + ï) 

+ 

I . . i 


(*+ j H*  4-1)  {*-{)(/>-!) 

I . 2. 3*4 


/"(«+i)+ 


En  développant  cette  formule  suivant  les  puissances  de  //,  on 
obtient,  d’après  la  formule  (4)  du  n°  14, 

f\a  4~  (**+• \)w\=f[a  4-  {) 

+ 7[/V  + i)-^/>  + i) 


1\ 

2 * 


+ ~5 + 


3 ^ 

, 


KJ20 


- ] 
J 


La  comparaison  de  cette  formule  avec  le  développement  de 


4o  ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 

/[a -4-  (a/  4-  J i iv J donné  par  la  série  de  Taylor,  montre  que 


df  (a  -h  ce)  i 


da 


= l[ 


3 ! 


(^)  ( d'f( a -h  [ ce)  Ï 


da- 


W* 


/*(«  + ;)-  ,4/"("  + v) 


Ces  formules  sont  surtout  commodes  quand  on  veut  calculer 
les  dérivées  d’une  fonction  pour  un  argument  qui  est  la  moyenne 
. de  deux  arguments  consécutifs.  Soit  l’argument  a 4-  [n  -4- 
on  aura 


(9) 


df\  a -4-  ( n -4-  1)  ce  I i 

«'  — — ^ =/’(«+;+«)-  -4 /”(«+;+ «) 

3 

-+-  Tw—  J (fl  -4-  - -h  n)  — .... 

(>4  « 


et  alors  on  calculera  la  différence  f'(o  -4-  \ -h  «)  et  généralement 
toutes  les  différences  d’ordre  impair  par  les  formules  ordinaires 
de  l’interpolation.  Comme  les  différences  d’ordre  pair  sont  des 
moyennes  arithmétiques,  la  formule  à employer  se  déduira  de  la 
formule  (7)  pour  l’interpolation  des  moyennes  arithmétiques  d’or- 
dre impair,  en  y remplaçant  a par  a -f-  } et  en  augmentant  tous 
les  accents  d’une  unité;  on  aura,  par  exemple. 


./"(o  H-  j -f-  n)  — /"(fl  H-  J)  -4-  n /"'(fl  -4-  ~) 


./r 


/"{«  4- 

2 


i \ 


2 n! 


n 


12 


/V 


;) 


Exemple.  — Dans  le  Jahrbuch  de  Berlin  de  1848,  on  trouve, 
pour  les  ascensions  droites  de  la  Lune, 


êk. 
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4' 


b 

h m • 

Difl.  1. 

II. 

Ditv.  III. 

i)i«r.  iv. 

ia.  0 

if>  14  26,33 

m » 

-*-25  3,99 

• 

la 

16.39.30,32 

-t-23,75 

» 

-1-25.27,74 

— •-39 

• 

i3.  0 

17.  4 • 58 , 06 

-+-a5.5o,  10 

4-22,36 

—2,24 

— o,85 

ia 

17.30.48, 16 

-+-26.10,22 

4-20, 12 

—0.79 

— 3,o3 

14.  0 

17-56.58,38 

-+-I7.09 

-0,67 

-+•26.27,31 

-3,70 

la 

18.23.25,69 

4-13,39 

-+-26.40,70 

i5.  0 

■8.5o.  6,39 

Si  l'on  cherche  la  dérivée  première  pour  juillet  1 3,  iob,  il11 
et  I2b,  à l’aide  de  la  formule  (q),  on  doit  d’abord  calculer 
pour  ces  époques  les  différences  premières  et  les  différences  troi- 
sièmes. La  troisième  des  différences  premières  se  rapporte  à l’ar- 
gument juillet  i3,  6b;  elle  est  f'(a  -1-  j ).  Pour  ioh,  i tb,  I2b, 
n sera  respectivement  J,  , J.  Si  l’on  interpole  d’après  la  mé- 
thode ordinaire,  on  obtient 


Pour  iob -t-  ?.5m  57’,  1 1 — a*,5i, 

Pouriib  -+-25.58,81  — 2,58, 

Pour  i2b -1-26.  0,49  — 2.  ,f>4- 


Pour  un  intervalle  >v=  i2b,  les  dérivées  sont  donc 


Pour  iob -4-  25m  5^%  2 1 , 

Pouriib -1-25.58,92., 

Pour  i2b +26.  0,60; 

si  l’on  veut  les  avoir  pour  ib  d’intervalle,  on  doit  diviser  par  12*, 
et  l’on  obtient  les  valeurs  suivantes 


Pour  iob 

. . 4-  am 

9**77 . 

Pour  1 1 b 

. . . . 4-2. 

9*9'» 

Pour  I2h 

. . . . 4-  a . 

0 

0 

V» 

qui  expriment  pour  ces  époques  le  mouvement  horaire  de  la  Lune 
en  ascension  droite. 
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On  aurait  pu  employer  la  formule  (6),  <|ui  renferme  les 
moyennes  arithmétiques  des  différences  d'ordre  impair;  alors, 
en  prenant  a = juillet  i3,  |2U  et  n — — j,  ce  qui  correspond  à 
juillet  1 3,  toh,  et  en  remarquant  que  d’après  la  formule  {7) 

/'(a— J)=- f- 25“' 56*,  77  et  /"(a  — i)  = — 2‘,  5l, 
on  aurait  obtenu  pour  valeur  de  la  dérivée 


-n9'-77- 


Les  différences  secondes  sont 

Pour  to11 -4-20’,  55, 

Pour  1 ih -4-  20 , 34, 

Pour  I211  -I-  20 , 12. 

En  retranchant  le  douzième  des  différences  quatrièmes  et  divi- 
sant par  i4  (,  on  obtient  les  dérivées  secondes  : 

Pour  ioh -t-o’,i432. 

Pour  il1". -4-0,1417, 

Pour  1 2*1 -4-  o , 1402, 

où  l’heure  est  prise  pour  unité  de  temps. 

Remarque.  — Consulter  sur  l’inlerpolation  le  Mémoire  de  Lncke,  dans  le 
Jnhtbuch,  pour  iS3o,  et  le  Mémoire  déjà  cité  sur  les  quadratures  mécaniques, 
dans  le  Jahrbuch,  pour  1837. 


• 111.  — Théorie  de  quelques  intégrales  définies  employées 
en  Astronomie  sphérique. 

Jf*  00 

e~'' dt.  — L 
o 

entre  les  limites  o et  »,  o et  T,  T et  » , est  assez  souvent  em- 
ployée en  Astronomie  pour  que  nous  établissions  quelques  théo- 
rèmes qui  s’y  rapportent  et  quelques  formules  qui  servent  à son 
évaluation  numérique. 


'intégrale  J'  e~‘'dt. 


prise 
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L’intégrale  I c~t%  dt  est  une  transformation  de  l’intégrale 
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eu- 


lériennc  de  première  espèce,  qu’on  appelle  fonction-gamma . Pour 
cette  intégrale,  on  emploie  la  notation 


(■) 


Jr»  » 

o 


jca~l  d.r  — !'(</  ), 


où  /i  est  toujours  une  quantité  positive,  et  on  trouve  en  même 
temps 

j* e~x  .c*"1  f/x  hlz  | e~x  d ^ ^ — c~x 1 — f r“  ( ~ 1 

la  partie  en  dehors  du  signe  I s’annulant  aux  limites,  on  obtient 

t/ 

c 30  1 r* 

I e~z  jc°~'  d.r  — — ! e~xxadx, 

J « " Jo 

ou  bien 

(2)  flr(<»)  = r(fl  + i). 

Mais,  comme  on  le  voit  facilement, 

Jf»00 

C~x  d.r  T ( I ) I . 
o 

On  trouve  donc  pour  n entier 

r(/î)=:(/i  — 1 ){n  — 2 ) (n  — 3). . . I. 

Si  l’on  pose,  dans  l’équation  (1),  x — /%  on  aura 

2 f er1'  /»(«-■•  )+'  dt  = T (a  ), 

•/  o 


et  pour  a — ÿ, 


fV«’*=j  rfj). 

c'o 


Pour  trouver  la  valeur  de  cette  intégrale,  on  la  multiplie  par 
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i 


cc 


son  égale  e~yx  dy,  ce  qui  donne 


a 


oc 


e-''  (U 


)Î  /»»  /»oc 

= 1 I e-z’./j 

«■'  O J O 

a» 

e“l  "+*')dtrly. 


Si  l’on  pose  maintenant  y = xf,  alors  dy  — t dx,  et  on  obtient 

a«°  \ 3 r (*  * 

e-‘'dt\=  dx  tdr, 


et  comme 


f 

«■  o 


c-(m -**)•*  tdt  — 


2(1  -r  xl) 


on  aura 


CM-r^ 

= i 'arc  tangx  — arc  tango) 


7T 

4! 


et  ainsi 

(3) 

On  déduit  de  là 


r e-"di  = \ r(;)  = £. 

»/  O 2 


r(i)  = v^. 

et  de  l’équation  (2), 

r(!)~  ; é'»  r(ï)  ='T  é'. — 


On  peut  introduire  dans  l’équation  (1)  une  nouvelle  constante; 
car,  en  posant  .r  — Xj,  X étant  positif,  les  limites  ne  changeront 
pas,  et  on  aura 

zr. 

f~ky  k*~'  ya~'  kdy  — F (a)  ; 

donc 


/•* 

I e~  k-  ya~'  dy  — 
J o 


rM 

x° 
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f'1  dt. 


Xao 

e1'  dt,  on  emploie  differentes  mé- 


thodes. 

i°  Si  la  valeur  de  T est  petite,  on  l’obtiendra  facilement  en 
développant  er‘l  en  série;  on  a 


(5) 


e-'1  dt 


i T* 
1.25 


(—  i)"  TM 
i . a . . . n 2" 1 


i T] 

1.2.3  7 "+" 


et  comme 


/• 


c*1' elt  = — é oo  obtiendra  aussi 
2 


'£ 


‘dt. 


Cette  série  sera  toujours  convergente , rar  à partir  d’un  cer- 
tain rang  ses  termes  décroissent  indéfiniment;  mais  la  conver- 
gence ne  sera  suffisamment  rapide  que  pour  de  petites  valeurs 
de  T. 

2°  Si  T est  grand,  on  se  sert  pour  calculer  la  transcendante 
d’une  autre  sélie  obtenue  à l’aide  d’une  intégration  par  parties; 
celte  série  prolongée  à l'infini  est  cependant  divergente  et  ne  re- 
présente pas  l’intégrale;  mais  elle  peut  néanmoins  servir  à l’éva- 
luer avec  une  approximation  convenable,  car  elle  possède  cette 
propriété  remarquable,  que  la  somme  d’un  certain  nombre  de 
termes  de  la  série  diffère  de  l’intégrale  d’une  quantité  plus  petite 
que  le  dernier  terme  conservé.  On  a en  effet 


dt—  ; c 
dt 


•*)  dt 

t ' 


et,  en  intégrant  par  parties, 
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De  même 


_ I /V<>  I Cd{~  dt 

2 J O 2 J Ut  T4 

1 I e-'1  I 3 r ,.Ut 

— H — — H le*1- - 

2 2/’  2 2 J I ‘ 

3 /*  .*  = 3 ru(- y 

4 J *'  4 J <‘t  u 

par  suite 

r , , e-'T  i i.3 

J 2t  L a/1  (a/1)1 

| i . 3 .5.  . . ( in  — 1)3 

J 

_ 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n -4-  i ) r , fit 

j gin-t-2 

et,  en  prenant  pour  limites  T et  » , 

i r * , <-T,r  > »-3  i.3.5 

| JT  C ’I  [’  2T1  + (2T1;1  (2T»^- 

i.3.5. ..  (2/j  — i) 


3 î 

4 2 J1 


1.3.5 

{2oy 


(6) 


_ t.3.5...(2/n-i)  r* 

2—  " ~JT 


(2T>;“ 
. dt 


] 


Les  facteurs  du  numérateur  vont  continuellement  en  croissant-, 
ils  deviendront  donc,  au  bout  d’un  certain  temps,  plus  grands 
que  2Tj,  et,  à partir  de  ce  moment,  chaque  ternie  sera  plus  grand 
que  relui  qui  le  précède,  puisqu'on  l'obtiendra  en  multipliant  le 
précédent  par  un  facteur  plus  grand  que  l'unité. 

En  considérant  maintenant  le  reste 


i . 3 . 5 . . . 2 n -4-  t ) 


/•"  , dt 

I e~‘  ! 

J T 


il  est  facile  de  montrer  qu’il  est  plus  petit  que  le  terme  qui  le  pré- 
cède immédiatement.  La  valeur  de  l’intégrale  est  en  effet  plus  pe- 
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lile  que  le  produit  de  l’intégrale 


par  la  plus  grande  valeur  de  e~ ’’  entre  les  limites  T et  x , c’est- 
à-dire  e~T‘,  et  comme 


t I 

2/1  -+- 1 Tw+ 1 ’ 


le  reste  sera  toujours  plus  petit  que 


i . 3 . 5 . . . ( a n — t ) 


/)«-*■!  TJtl+l 


Mais  cette  expression  est  précisément  le  terme  indiqué  pris  avec 
un  signe  contraire.  Si  donc  on  s’arrête  à un  terme  négatif,  le  reste 
sera  positif,  mais  plus  petit  que  le  dernier  terme  employé.  Par 
suite,  pour  avoir  au  moyen  de  cette  série  la  valeur  de  la  transcen- 
dante avec  la  plus  grande  approximation,  on  continuera  la  série 
jusqu’au  terme  le  plus  petit,  et  l’erreur  commise  sera  plus  petite 
que  ce  dernier  terme. 

Une  autre  méthode  de  calcul  repose  sur  la  transformation  de 
cette  transcendante  en  fraction  continue,  ainsi  que  Laplace  l’a 
effectuée  le  premier. 

Posons 

/*“ 

( a ) e”  I e~*  dx  — U ; 

alors 

00 

g-1'  d.r  — c"  C-'*, 


Mais  la  dérivée  n*'"  du  produit  xy  est 

d"  .vy  d’x  d"~'  x dy  n{n  — i)  dm~' . v d'y 

dt"  dt"  -r  + dt  1.2  dO  dO 


(P) 


dv  „ r 

-y  — 2/f'’  | 

dt  Jt 


d U 


= 2fU  — I 
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rf"+,U  r/"U  U 

— — - = af  — — -+-  an 1 

dt*+'  tir  ut'-' 


équation  qu'on  pourra  écrire  «le  la  manière  suivante,  en  désignant 
par  n ! le  produit  i .2 . 3 . . . n, 

rf»U  rf—'U 

i i ) — — —2 1 —— — h a — — i 

' (n  -t-  i j ! de"-'  n I de"  [n  — i)ldl"~' 

d " U 

ou,  en  représentant  ■ ^ par  U„, 

(n  + i)IU  - a t U. 4-  îU,.„ 

Celte  équation  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  n à partir  de 
n — i,  en  supposant  toutefois  U,  = U.  On  déduit  de  cette  der- 
nière relation 


U.-t  , , . UHI 


par  suite 


L JL 

2 o„_, 


a t 


ou  bien 

(v) 


U. 

a t U„_, 


jf 


Mais  l'équation  (fi)  nous  donne 


U,  , t 

ü=2,-ü: 


donc 


t 

a t 


0,  t U, 

2 U 1 ît  IJ 
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J.  H; 
Tt  TJ 


■ 

2/' 


J_  U? 
2 1 l)  ‘, 


substituant  celle  Valeur  dans  réi|uation  précédente  et  continuant 
le  développement,  on  obtient 


U = — 


t 

2/ 


iF 

IH 


I 

2 F 


I 

2 F 


On  a donc,  en  posant  — q, 


(7) 


7.  T 


'"fr 


'(tl  = 


iq 


1 + 


3 7 
I "f  . 


A l’aide  des  formules  (5),  16)  et  (7  , en  pourra  toujours  cal 

»T 


ciller  les  valeurs  des 


intégrales  J e~'' <lt  et  j 


e~‘'dt.  A cause 


de  l’emploi  fréquent  de  celte  transcendante,  on  a construit  des 
Tables  que  l’on  trouve,  par  exemple,  dans  les  Fundnmrnta  dttm- 
nnmiœ  de  Bessel  pour  la  transcendante 


è1'  I ’ e-'Vr, 

J T 

de  U quelle  il  est  facile  de  déduire  tonies  les  autres.  I.a  première 

i.  4 
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partit*  do  la  Table  de  Bessel  a pour  argument  T et  s’étend  de  T = o 
à T=r  i on  procédant  par  centièmes.  Mais  comme,  d’après  la  for- 
mule (6),  la  transcendante  s’approche  d’autant  plus  de  devenir 
inversement  proportionnelle  à son  argument  que  les  valeurs  de  T 
sont  plus  grandes,  on  prend  pour  argument  le  logarithme  ordi- 
naire de  T pour  les  valeurs  supérieures  à T = i.  Cette  seconde 
partie  de  la  Table  s’étend  ainsi  depuis  le  logarithme  0,000  jusqu’à 
1,000,  ce  qui  suffit  dans  la  plupart  des  cas.  Quand  la  valeur  de 
l’argument  sera  plus  grande,  le  calcul  de  la  transcendante  se  fera 
directement  au  moyen  de  la  formule  (6). 


18.  L'intégrale 


c“r*xsinÇ  ^ 
y cosJ£  H-  ix  sin*  Ç 


se  ramène  facilement  à la  transcendante  que  nous  venons  d’étu- 
dier. Si,  en  effet,  au  lieu  de  la  variable  x on  prend  la  variable  t 
donnée  par  l’équation 


alors 


et  en  posant 


on  trouve 


- cot’C  4-  x — — - 
2 pr 


1 2t  j 

= 


v/f-VC 


00 


c~1'  (U. 


Si  donc  nous  introduisons  la  notation  suivante 

eT*  J*  ' e~r‘  (lt  — \{/  ( r) , 


nous  aurons 


o C X r~'?xsinÇ  / 2 

(8)  / 7===^=rfx=t/-j(r), 

. o v'cos5?  ■+■  2X  stn’Ç  V Pr 
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cl  aussi 

(9' 


f 


2X  . 

-j sin-r 


V'cos:';'h  -P 


2 8 

dx  — 1 


2X  . 


Dilférentions  l'expression  e~2  y cos1?  H — — simi;  par  rapport 

à x,  et  intégrons  ensuite  entre  les  limites  o et  x l’équation  obte- 
nue, nous  avons 


y COS>  J 


«T-r  f 

t/o 


f-1  sin  Ç 


r/r 


y cos':-t-~sin1ç 


2.r  . 

’ ' T 

e-r  | ros:  ï + “Sin:  Ç j 
ax  . 

/ cos34  -+-  sin’i; 


et  par  suite 


I 


j*c_xsinïl 


i 2 X . 

r 1/  cos’Ç  -f-  sin*ç 
o y ? 


V ' ? 

dx  vap[ii-T:  '!>(!)+  JJ| 


T i /£  cot  ;. 


On  obtiendra  aussi 


/æ  (i — x)e~‘ csinï  , T T 

—,-_==^====rV  <ir  = v/âfi  l (I  -I-  T’;  J.'i)  _ i 

/ 2X  . | ’ 2 

V cos'î+ y s,n:? 


IV.  — Méthode  des  moindres  carrés. 

19.  Remarques  préliminaires.  — Forme  des  équations  de  con- 
dition données  par  les  observations.  — En  Astronomie,  on  déter- 
mine constamment  les  grandeurs  par  l’observation.  Mais  quand 
on  observe  plusieurs  fois  un  même  phénomène,  on  doit  trouver  des 
résultats  différents  pour  chaque  observation;  car  l’imperfection 

4- 


Digitized  by  Google 


ASTRONOMIE  SPUËHI^l'K. 


52 

des  instruments  employés  et  relie  de  nus  sens  introduisent  dans 
les  observations  des  causes  simultanées  d'erreurs  tpii  altèrent  les 
résultats.  Il  est  donc  important  d'établir  une  méthode  à l’aide 
de  laquelle,  et  malgré  les  erreurs  de  chaque  observation,  on  puisse 
de  l’ensemble  des  observations  déduire  un  résultat  aussi  approché 
que  possible  de  la  vérité. 

Les  erreurs  que  l’on  rencontre  dans  chaque  observation  peu- 
vent être  divisées  en  deux  classes  : elles  sont  en  effet  constantes 
ou  accidentelles.  I.cs  premières  sont  communes  à toute*  les  ob- 
servations et  peuvent  tenir  soit  à une  propriété  particulière  de 
l'instrument  employé,  soit  à la  personnalité  de  l’observateur  (*) 
qui  produit  dans  chaque  observation  la  même  erreur.  Les  erreurs 
accidentelles  au  contraire  sont  différentes  dans  chaque  observa  - 
lion  tout  aussi  bien  par  leur  grandeur  que  par  leur  signe,  et,  par 
suite,  n'indiquent  pas  l’existence  d’une  cause  agissant  toujours 
dans  le  même  sens.  On  peut  éliminer  ces  dernières  en  multipliant 
le  plus  possible  les  observations;  car  on  doit  s’attendre  à ce  que, 
itans  un  très-grand  nombre  d'observations,  le  résultat  propre  à 
/ chacune  d’elles  soit  aussi  souvent  trop  grand  que  trop  petit.  Le 

résultat  final  sera  encore  affecte  des  erreurs  constantes,  s’il  en 
existe,  aussi  longtemps,  par  exemple,  que  le  même  observateur 
emploiera  le  même  instrument.  Pour  éliminer  ces  erreurs,  on 
changera  la  méthode  d’observation,  l’instrument  et  l’observateur, 
de  telle  sorte  qu’en  combinant  les  résultats  obtenus  au  moyen  de 
chaque  méthode,  ces  erreurs  deviennent  des  erreurs  acciden- 
telles, et  que,  dans  le  résultat  final,  elles  se  compensent  en  grande 
partie  l'une  par  l’autre.  Dans  ce  qui  va  suivre,  on  considérera 
donc  toutes  les  erreurs  comme  accidentelles,  en  supposant  que 
les  méthodes  aient  été  assez  multipliées  pour  rendre  cette  hypo- 
thèse admissible.  Dans  le  cas  où  ceci  n’a  pas  lieu,  il  faut  regarder 
les  résultats  obtenus  par  les  méthodes  suivantes  comme  affectés 
d’erreurs  constantes. 

Quand  on  détermine  une  grandeur  par  une  mesure  directe,  il 


(-  ) t’o.r.  à la  tin  ilti  second  volume,  une  Note  de  V . Wolf  sur  l’equation 
personnelle. 
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est  naturel  de  prendre  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  ob- 
servations comme  une  valeur  s’approchant  le  plus  près  possible 
de  la  vérité.  Souvent  on  ne  détermine  pas  une  grandeur  isolée 
par  l’observation  directe,  maison  trouve  des  valeurs  qui  donnent 
certaines  relations  entre  plusieurs  quantités  inconnues,  et  l’on 
peut  toujours  supposer  que  les  équations  entre  les  grandeurs  ob- 
servées et  les  inconnues  sont  linéaires.  En  général,  il  est  vrai,  la 
fonction  /(£,  r, , Ç, . . . ) qui  lie  les  grandeurs  observées  et  les  in- 
connues Ç,  n,  Ç, . . • n’est  pas  linéaire,  mais  si  ë0,  rl0,  Ç0,.  . . dési- 
gnent des  valeurs  approchées  des  inconnues,  qu’on  peut  toujours 
déduire  facilement  des  observations,  et  E#-f-  ar,  r, 04-j,  Ç.-f-  2». .. 
les  valeurs  exactes  des  inconnues,  chaque  observation  donnera 
une  équation  de  la  forme  suivante  : 


/($, 


y £ 
r> , "S' 


j J { £n  . *î«  i Ço  • 


’•/ 


<(f  ^ àf 

d t0  d rlv  ^ d Ç0 


en  supposant  que  les  valeurs  adoptées  soient  assez  approchées 
pour  qu’on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  de  ar,/, a, — 
Ici  /(£,  n,  Ç, . . . ; est  la  valeur  observée,  / (Ç0,  n0,  . . .)  celle 

que  l’on  a calculée  au  moyen  des  valeurs  approchées  des  incon- 
nues ; dès  lors  /( H# , tj» , £« , . . . \ — /(  § , u , Ç , . . . ) = n est  u ne 

...  TV  . <tf  df  df 

(juantite  connue.  Désignons  — ■»  - * — par  a , r, . . . , 

dçe  dît,  d Ç0 

tt  distinguons  par  des  accents  les  grandeurs  de  même  espèce  se 
rapportant  à des  observations  différentes.  Les  diverses  observa- 
tions donneront  des  équations  de  la  forme 

O — tl  — f—  d r -j-  b Y -4—  CZ  —J—  . . . 

O = //'  -f-  a'>c  -4-  b'j  -|-  < . . . , 


dans  lesquelles  x,  /,  z, . . . sont  les  inconnues  à déterminer,  et  n 
la  différence  entre  la  valeur  calculée  et  la  valeur  observée  de  la 
fonction  de  ces  inconnues.  Nous  aurons  autant  d’équations  qu’il  v 
a d’observations;  le  nombre  de  c«  s dernières  doit  être  pris  assez 
grand  pour  que  les  valeurs  obtenues  pour  x, z , . . soient  au- 
tant que  possible  indépendantes  des  erreurs  d’observation;  de 
plus,  comme  on  le  voit  facilement,  les  observations  doivent  être 
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telles,  que  les  coefficients  <7,  bt  c} . . dans  ces  différentes  équa- 
tions, aient  des  valeurs  diverses;  car,  si  par  exemple  deux  des 
coefficients  étaient  presque  égaux  on  proportionnels  dans  toutes 
ces  équations,  les  valeurs  des  deux  inconnues  correspondantes  ne 
pourraient  pas  être  séparées. 

Pour  obtenir  à l'aide  d’un  grand  nombre  de  pareilles  équations 
les  meilleures  valeurs  des  inconnues,  on  emploie  quelquefois  la 
méthode  suivante.  On  change  les  signes  de  certaines  équations 
pour  donner  le  même  signe  à tous  les  coefficients  de  «r;  la  somme 
de  toutes  ces  équations  en  fournit  une  où  le  coefficient  de  x est 
le  plus  grand  possible.  On  trouve  de  même  des  équations  ana- 
logues pour j,  on  a ainsi  autant  d’équations  que  d’incon- 

nues, et  par  leur  résolution  des  valeurs  déjà  fort  approchées  de 
ces  inconnues.  Cette  méthode  a toujours  quelque  chose  d’ar- 
bitraire, et  il  est  préférable  de  traiter  ces  équations  par  la  mé- 
thode des  moindres  carrés,  qui  donne  une  idée  de  l’approximation 
du  résultat.  Si  les  observations  étaient  parfaitement  exactes,  un 
nombre  d’équations  égal  à celui  des  inconnues  suffirait  pour  trou- 
ver les  valeurs  exactes  des  inconnues;  mais  chaque  valeur  de  n 
tirée  des  observations  est  en  général  affectée  d’une  certaine  er- 
reur; par  conséquent  si  l’on  substituait  les  valeurs  exactes  de 
x,  j,  s,...,  aucune  des  équations  ne  serait  satisfaite.  Désignons 
par  A l’erreur  qui  en  résulte,  et  que  nous  appellerons  erreur 
résiduelle^  les  équations  précédentes  s’écriront  ainsi  : 

i A — n -4—  (ix  — j-  by  — f-  cz  — (—  ■ . . , 

( i ) < Ar  = n - f-  a ’ x -f-  b' y -f-  c'z  + . . . , 


et  le  problème  est  maintenant  celui-ci  : « Déduire  d’un  grand 
nombre  de  pareilles  équations,  celles  des  valeurs  de  x , y,  z, . . . 
qui  sont,  de  toutes  les  valeurs  possibles,  les  plus  probables.  >* 

20.  Loi  des  erreurs  d' observation . — Mesure  de  la  précision  des 
obscn>ations.  — On  peut  admettre  que  les  petites  erreurs  sont 
plus  probables  que  les  autres,  que  les  observations  les  plus  exactes 
sont  les  plus  fréquentes,  et  que  les  erreurs  qui  dépassent  une 
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certaine  limite  ne  peuvent  se  présenter.  La  présence  d’une  cer- 
taine erreur  sera  donc  régie  par  une  loi  déterminée,  cpii  dépend  de 
sa  grandeur  elle- même.  Soit  m le  nombre  de  toutes  les  observa- 
tions, et  supposons  qu’une  erreur  de  grandeur  A se  présente  /; 

fois,  — sera  la  probabilité  de  l’erreur  A,  que  nous  désignerons 
ni 

par  ®{A).  Cettte  expression  ©(A)  sera  nulle  quand  A surpassera 
une  certaine  limite;  elle  sera  maximum  pour  a = o et  possédera 
des  valeurs  égales  pour  des  valeurs  de  A égales  et  de  signes  con- 
traires. Puisque  p — nn p(A),  dans  les  m observations  il  se  pré- 
sentera m ©(A)  erreurs  de  grandeur  A,  /Tnp(A')  erreurs  de  gran- 
deur A',.  . mais  le  nombre  de  toutes  les  erreurs  doit  être  égal 
au  nombre  des  observations;  on  doit  donc  avoir 


ou 


m (f  ( A ) -f-  m <p(  A'  ) -h  . . . = m 


Cette  somme,  qui  est  l’erreur  totale,  doit  être  prise  entre 
certaines  limites  — A et  -4- A;  mais  puisque,  par  hypothèse, 
<p(A)  est  nul  en  dehors  de  ces  limites,  il  est  indifférent  de 
prendre  cette  somme  entre  les  limites  — A et  X ou  entre 
les  limites  — oo  et  H- oo  . De  plus,  comme  toutes  les  valeurs 
de  A comprises  entre  ces  limites  sont  admissibles,  car  aucune 
grandeur  ne  peut  être  donnée  entre  — X et  -+-  A sans  qu’elle 
soit  une  erreur  possible,  le  nombre  des  erreurs,  et  par  consé- 
quent celui  des  <p(A),  est  infiniment  grand,  et,  d’après  l’équation 
précédente,  chaque  <j>(A)  est  un  infiniment  petit.  La  probabilité 
qu’une  erreur  soit  comprise  entre  certaines  limites  est  égale  à la 
somme  des  valeurs  de  ?(A)  comprises  entre  ces  limites;  si  ces 
deux  limites  sont  infiniment  rapprochées,  y (A)  peut  être  considéré 
comme  constant  dans  l’intervalle,  et  <p(A)  r/A  exprime  la  proba- 
bilité qu’une  erreur  soit  comprise  entre  A et  A -f-r/A.  La  probabi- 
lité qu'une  erreur  soit  comprise  entre  les  limites  a et  b est  donc 
exprimée  par  l’intégrale  définie 

b 

<5>  (A)  rfA, 
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et  par  re  qui  précède, 


y ( A ) d A = I . 


D’après  les  principes  du  calcul  des  probabilités,  si  <p  (A),  ç(A'),... 
sont  les  probabilités  des  erreurs  A,  A', . . . , la  probabilité  de  la 
présence  simultanée  de  toutes  ces  erreurs  est  égale  au  produit  des 
probabilités  des  erreurs  isolées.  Désignons  par  W la  probabilité 
de  la  présence  d’une  série  d’erreurs  A,  A',..  . dans  un  certain 
nombre  d’observations,  nous  avons 


W = ®(A)*(A')o 

I \ / • v / « 


Si  donc,  pour  certaines  valeurs  adoptées  de  x,  y\  a, . . . , les  er- 
reurs A,  A',  A",..  . expriment  les  erreurs  résiduelles  des  équa- 
tions (i),  AV  est  la  probabilité  que  ces  erreurs  ont  été  commises 
et  représente  la  mesure  de  la  probabilité  du  système  des  valeurs  de 
x,  y , z....  Chaque  autre  système  de  valeurs  de.r,  r,  z...  donnera 
aussi  un  autre  système  d’erreurs  résiduelles,  et  les  valeurs  les  plus 
acceptables  pour  x,  y,  z,...  seront  celles  qui  rendront  maximum  la 
probabilité  que  ces  erreurs  aient  été  commises,  et  par  conséquent 
celles  pour  lesquelles  la  fonction  AV  est  un  maximum;  pour  la 
détermination  de  ce  maximum,  il  est  nécessaire  de  connaître  la 
forme  de  la  fonction  f (A). 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  où  l’on  aurait  une  seule 
inconnue,  et  supposons  que  l’observation  ait  donne  les  m va- 
leurs /?,  n',  prenons  pour  valeur  la  plus  probable  de  x la 

moyenne  de  toutes  les  observations  : 

m 

fl  — t—  fl  — t—  fl  | . . . 

X = î 

ni 

d’où 

( a ) n — x -f -ri'  — x -t-  n"  — x -4-  . . • — o , 

n — x,  n'  — x,  n" — x, . . . correspondant  aux  erreurs  A,  de  telle 
sorte  que  //  — x — A,  n'  — x — A', . . . . Mais,  pour  la  valeur  la 
plus  probable  de  x,  AV  est  un  maximum;  différentiuns  l’éqna 
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d log  y ( A|  d A 


57 


Or,  dans  ce  cas, 


d A 

d A d A' 
dx  (ir 


d.t 


o. 


donc 


ou 


w 


r/log<y(// — x)  d\o%y(n'  — .r) 

d[n  — x)  d[n' — .r) 


i (n _ x)  .rfiog»(«--L 
) ' [n  — — •*/ 

! { //  — x \ (lin 


— O, 


O. 


Mais  si  la  moyenne  arithmétique  est  la  valeur  la  plus  probable  qui 
puisse  être  adoptée,  les  équations  (<7)  et  [b)  doivent  donner 
pour  x la  même. valeur,  et  l’on  doit  avoir 


1 d log(p(  n — .r  ) 


n — .r  d \n 


X) 


l r/log<p(*'—  x)  __ 

— — ■ - < » • ■ A j 


//' — x d(n' — x) 


où  X désigne  une  constante.  On  obtient  par  conséquent,  pour  dé-  « 
terminer  la  fonction  ® (A),  l’équation 


rflog?(A,  _ 

A */ A ~ ’ 


d’où 


log  o (Al  =:  j / A:  -f-  logC, 
y(A)  = Cc*  . 


Quant  au  signe  de  X,  on  peut  le  déterminer  facilement;  car 
<y(A)  diminue  quand  A augmente,  donc  X doit  être  négatif;  en  con- 
séquence, nous  poserons  ~ X- =: — h\  et  par  suite  ç(A)r=:C6'_/'  ii. 
La  valeur  de  C est  donnée  par  l’équation 


r 

« / — < 


•00 


^ ( A ) d A =:  C 


L 


d A = r. 
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/•  -H'X 

et  puisque  I e~**  — 

J » 

/»  -t-  cc 


/ 


c-h'*d\ 


« / — X 


v_5 

// 


d’où 
et  en  lin 

(3) 


C V ir  r /' 

=1,  c = -=, 

/l  y/r 


?(A)  = JL<r-*fA'. 


La  constante  /<  reste  la  même  pour  un  système  d’observations 
également  bonnes,  c’est-à-dire  pour  lesquelles  la  probabilité  d’une 
certaine  erreur  A reste  la  même.  Dans  ce  système,  la  probabilité 
qu’une  erreur  soit  comprise  entre  — 3 et  -h  J est 


e~z‘  dx. 


Dans  un  autre  système  d’observations,  la  probabilité  d’une  er- 
reur  A est  exprimée  par  et  la  probabilité  qu’une  er- 

V* 

reur  soit  comprise  entre  les  limites  — 3’  et  -f-  3'  est 

f 


Les  deux  intégrales  sont  égales  si  h3  — h,3,'i  et  par  conséquent 
si  h — ih\  il  est  clair  qu’une  erreur  2 a:  est  aussi  probable 
dans  le  second  système  qu’une  erreur  x dans  le  premier.  Le 
premier  système  est  donc  d’une  exactitude  deux  fois  plus  grande 
que  le  second,  et  la  constante  h peut  dès  lors  être  considérée 
comme  mesure  de  la  précision  ou  module  de  la  convergence  des 
observations. 


21.  Erreur  moyenne.  — Erreur  probable.  — Au  lieu  de  la 
mesure  de  la  précision  des  observations,  on  emploie  plus  liabi- 
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luellomont  l’erreur  probable.  Dans  une  série  d’erreurs  rangées 
par  ordre  de  grandeur  absolue,  et  où  chacune  d’elles  est  écrite 
autant  de  fois  qu’elle  se  présente  réellement,  on  donne  à celle  qui 
occupe  exactement  le  milieu  le  nom  d ‘erreur probable.  Désignons- 
la  par  r\  la  probabilité  qu’une  erreur  soit  comprise  entre'  — r 
et  -4-r  est  égale  à et  on  a l’équation 


4 f e~h'1'  d\-=  - , 

/ ir  J — r 


ou,  si  l’on  pose  //  A r=  /, 

A Çhr 

i/Z  J, 


"dt 


1 r-  Chr  i*j.  v* 

= -,  <1  ou  J e * d : — 


>Jv  Jo 

Cette  intégrale  atteint  la  valeur 

v[ü=o,443ii  lorsque  /te=o,476g4  (*), 

4 

et,  par  suite,  la  relation  entre  r et  h est 


_ 0 .47694 

h 


1 r 

L’intégrale—  I e~''dt  donnera  la  probabilité  d’une  cr- 

y ïï  «/  O 

reur  moindre  que  n fois  l’erreur  probable,  et  si  l’on  calcule, 

par  exemple,  la  valeur  de  l’intégrale  pour  n — -,  on  prendra 

n lir  =.  0,23847,  et  on  trouvera  o,2t>4  pour  la  probabilité  d’une 
erreur  qui  est  moitié  moins  grande  que  l’erreur  probable;  c’est- 
à-dire  que  sur  moo  observations,  il  s’eu  présentera  certaine- 
ment 264  où  l’erreur  est  plus  petite  que  la  moitié  de  l’erreur 
probable.  On  trouve  de  même  en  faisant  successivement  n égal 


(’)  Voir  pour  le  calcul  de  celle  iulcjralc  le  n°  17. 
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à , ?. , 3,  — i 4»  -»  5 (lue  sur  iooo  observations,  il  v <u 

2 2 2 2 

aura  • 


688 

3 

“ r, 
2 

823 

2 r, 

9°8  1 
(>56 

i 

où  l’erreur 
sera  < 

5 

2'’ 

à', 

98?. 

plus  petite  que 

2r, 

2 

95)3 

4'» 

998 

1 1 

2/-, 

2 

999 

n. 
'i  ’ ’ 

et,  quand  on  compare  ainsi  une  longue  série  d'erreurs  d’obser- 
vations arrivées  réellement,  on  peut  se  convaincre  que  la  présence 
d’une  erreur  de  grandeur  déterminée  s’accorde  presque  exacte- 
ment avec  les  résultats  de  cette  théorie. 

On  peut  encore  arriver,  d'une  autre  manière,  à la  valeur  de 
l’erreur  probable  d’une  certaine  série  d’observations.  Supposons 
qu’on  ait  une  série  d’erreurs  réelles  d’observations  A,  A',..  ; 
la  probabdité  de  leur  présence  simultanée  est 


hm 


\\  = « c~ 

rn 

* 

7» 


et,  si  l’on  suppose  que  ces  erreurs  aient  lieu  réellement  et  ne 

puissent  varier  beaucoup,  le  maximum  de  AV  dépendra  seulement 

de  //,  et  cette  valeur  de  //,  pour  laquelle  le  maximum  a lieu,  sera 

la  valeur  la  plus  probable  qui  convient  à ces  observations.  L)ési 

gnons,  pour  abréger,  la  somme  des  carrés  de  toutes  les  erreurs 

A,  AV  . . par  [AA],  en  sorte  que 
1 


\V 


/,*  [AAI 

7 


TT 
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nous  aurons  pour  la  condition  du  maximum 


o 


ou 

d’où  résulte 


A*  ISA* 


zhm+'  .. 

— s-e- 


o — m — a té  [ AA  ] , 


jl,  — »/Œ3 

/(  ^2  V 


La  racine  carrée  <lu  quotient  de  la  somme  des  carrés  des  er- 
reurs vraies  d'observation  par  le  nombre  des  observations,  s'ap- 
pelle erreur  moyenne  de  ce»  observations;  si  cette  erreur  avait 
été  commise  sur  chaque  observation,  elle  aurait  donné  pour  somme 
des  carrés  d'erreurs  celle  que  l'on  a réellement.  Désignons-la  part, 
en  sorte  que 


< 


nous  avons  alors 


r — 0,47694  V2  *> 

r—  0,674489» 

22.  Détermination  île  la  valeur  ta  plus  probable  d'une  tnt  na- 
ntir déduite  d’un  .système  d'équations  et  de  son  erreur  probable.  — 
Nous  pouvons  maintenant  résoudre  le  problème  proposé  : « Dé- 
duire du  système  d’équations  (1)  donné  par  des  observations,  les 
valeurs  les  plus  probables  des  inconnues  ar,  y , z, . . . , leurs  erreurs 
probables,  ainsi  que  celles  de  chaque  observation.  » 

Dans  l’expression  (2),  de  la  fonction  W,  qui  donne  la  proba- 
bilité de  la  présence  simultanée  des  erreurs  A,  A',  A",.  . sub- 
stituons, au  lieu  de  y (A),  y (A'  ,...,  leurs  valeurs  tirées  de 
l’équation  (3);  nous  aurons,  si  toutes  les  observations  sont  éga- 
lement bonnes, 


//I 


r ’ 


s 
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Ici  A,  A',  a",.  . . ne  sont  pas  les  erreurs  réelles  d’observation,  et 
dépendent  encore  des  valeurs  de  x,  y,  z,.  . mais,  pour  les  va- 
leurs les  plus  probables  de  x,  y,  z,.  . la  probabilité  de  la  pré- 
sence simultanée  des  erreurs  résiduelles  doit  être  aussi  grande 
que  possible,  et  ces  mêmes  erreurs  doivent  être  aussi  égales  que 
possible  aux  erreurs  réelles  que  l’on  doit  attendre  dans  un  nombre 
donné  d’observaiions;  on  voit  donc  que  les  valeurs  des  inconnues 
devront  être  déterminées  par  l’equation 

A’ ■+■  a'1-)-  A"1 -h . . . = minimum, 

c’est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles  dans 
l’équation  (1)  est  un  minimum.  De  là  vient  le  nom  de  méthode 
des  moindres  carrés  donné  à ce  procédé  de  déterminer  à l aide 
d’équalions  semblables  les  valeurs  les  plus  probables  des  incon- 
nues. 

Plaçons-nous  d’abord  dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  les 
valeurs  des  inconnues  sont  données  parties  observations  directes  ; 
on  peut  alors  adopter  pour  valeur  la  plus  probable  la^moyenne 
arithmétique  de  toutes  les  observations,  comme  cela  résulte  aussi 
de  la  condition  précédente  du  minimum. 

Soient,  en  effet, 

A — x — n,  A'  = x' — n,  a"=x" — «,... 

les  erreurs  résiduelles  correspondantes  à des  valeurs  quelconques 
de  x,  et  désignons 

la  somme  n -4-  «'  -+-  n"  -+- . . . par  [n J, 
la  somme  n’+  o"’-t-. . . par  [««], 

et  le  nombre  des  observations  par  m\  nous  obtenons,  pour  la 
somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles  : 

(x  — n)*  = orx*  — 2x  [n]  -t-  [no] 

or  \ m / 

cette  équation  montre  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  est 
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un  minimum  lorsque 


et,  dans  ce  cas,  cette  somme  a pour  valeur 
[/in]  — = [«/;,]. 

Pour  trouver  l’erreur  probable  de  ce  résultat  par  rapport  à 
une  inconnue  x quand  on  connaît  l'erreur  probable  d’une  obser- 
vation isolée,  on  a besoin  de  traiter  un  problème  que  nous  ré- 
soudrons d'une  manière  générale,  à cause  des  applications  qu’on 
en  fera  dans  la  suite  : <•  Trouver  l'expression  de  l'erreur  probable 
d’une  fonction  linéaire  de  plusieurs  variables  x,  x',. . . dont  les 
erreurs  probables  sont  données.  » 

Soient  r l’erreur  probable  dex,  etX  = ax  une  fonction  linéaire 
de  .r;  il  est  clair  que  arest  l'erreur  probable  de  X.  En  effet,  si  x„ 
est  la  valeur  la  plus  probable  de  .r,  ir,  est  la  valeur  la  plus  pro- 
bable de  X,  et  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  x sera  compris 
entre  les  limites  x,  — r et  x,  -t-  r est  égal  à celui  des  cas  dans 
lesquels  X sera  compris  entre  ax,  — ar  et  «x,  -f-  «r. 

Soit  maintenant  X une  fonction  linéaire  de  deux  variables 


X = x -+-  -r', 

et  soient  a et  a'  les  valeurs  les  plus  probables  de  x et  x',  r et  r' 
leurs  erreurs  probables.  Puisque,  pour  les  erreurs  de  x et  x',  nous 
r c 

pouvons  prendre  h — - el  /;'=  — » où  r — 0,47694,  la  proba- 
bilité d’une  valeur  quelconque  de  x est 

r’, 

c 

— “ e 
r \it 

et  celle  d’une  valeur  quelconque  de  x' 

c -p-, 

= e'  i 


Digitized  by  Google 


64  ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 

par  conséquent,  la  probabilité  de  la  présence  simultanée  de  deux 
valeurs  quelconques  de  a-  et  de  x'  est 

c>  “ [r! 
rr'  jr 

et  la  probabilité  de  la  présence  simultanée  de  deux  valeurs  de  x 
et  x',  qui  satisfont  à l’équation  x -t-  x'  = X,  s’obtient  en  rempla- 
çant dans  l'expression  précédente  x'  par  X — x.  Désignons  celle 
probabilité  par  W,  nous  avons 

r 3 

W = -v- 

rr  il 


Faisons  maintenant  la  somme  de  tous  les  cas  dans  lesquels  un  x 
se  combine  avefitun  x*  pour  produire  X,  et  donnons  à x toutes 
ies  valeurs  comprises  entre  — oo  et  -4-  co  , c’est-à-dire  prenons 
par  rapport  à \r  l’intégrale  de  W entre  ces  limites;  nous  aurons 
considéré  tous  les  ras  dans  lesquels  X sera  obtenu,  c'est-à-dire 
que  nous  aurons  déterminé  la  probabilité  de  X. 

Réunissons  ions  les  termes  qui  contiennent  x et  donnons-leur 
la  forme  quadratique,  nous  obtiendrons  facilement  l’intégrale  de  AV 
sous  la  forme  suivante  : 


- f 

rr  ït 


sr  r*(X— r* 

— — , — t I •*' i r, I , rr  I.X  —a  — fti* 


tir 


c — , ’ - (X  — a'—  a < 2 /*X 

: - c r'  + ^'  X^r  / e—r/«, 

r’^r  V *J0 


où  l’on  pose 


cJr'+r’1/  r’fX — rt')  4*r'îrt\ 
rr  ' \ r * -f-  r'1  J* 


et,  puisque 


/»  rc  j 

/ e-V«  = £, 

.L  2 


r.n  obtient,  pour  probabilité  d’une  valeur  de  X, 

r a— — ( X — a’ — h ' - 

— — — e r*  -w  1 


yV*- 1-  r'1  y rr 
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Celle  expression  est  maximum  i|uand  X — n u'  ; la  valeur 
la  plus  prol>able  de  X est  ainsi  égale  à la  somme  îles  valeurs 
les  plus  probables  de  . r et  .r’,  et  puisipie  la  mesure  de  la  pré- 

c 

cision  de  celte  détermination  est  — , il  en  résulte  que 

V //-‘-+V 

y>:-f-  r'1  est  l’erreur  probable  de  X. 

De  plus,  en  combinant  ce  résultat  avec  celui  qui  précède,  un 
voit  que  si 

X r a.r  -j-  a! 

l’erreur  probable  de  X sera  égale  à 

y' a 'r:  -f-  a "‘t  n . 

On  peut  facilement  étendre  cette  proposition  à lin  nombre  quel- 
conque de  termes;  ainsi  dans  le  cas  de  trois  termes,  on  en  pren- 
dra deux  d’abord,  puis  on  combinera  le  résultat  avec  le  troi- 
sième. Par  conséquent,  si  l’on  a une  fonction  linéaire  quelconque. 


X = xr  -f  a'  x -+-  a."  x"  -4- . , 

et  si  r,  r',  r",.  . sont  les  erreurs  probables  île  .r,  x' , x",  ., 

l’erreur  probable  de  X sera  égalé  à 

y'a;  /-’  -4-  a ''r'1  -t-  a"'  r"-  •+-■... 


On  en  ronclut  immédiatement  l’erreur  probable  de  la  moyenne 
arithmétique  de  m observations,  quand  l’erreur  probable  de  cha- 
cune d’elles  est  r;  car  puisque 

n -T-  n — f-  /?  — f-  . . 
m 

l’erreur  probable  est 

r*  r 

V m — ou  - _ • 

'"3  y/m 

Il  résulte  de  là  que  le  rapport  de  l’erreur  probable  de  /»  ob- 
servations à l’erreur  probable  d’une  seule  est  _i»  ou  ipte  le 

y1  ni 

I.  5 
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rapport  <le  la  mesure  de  la  précision  de  la  moyenne  à celle  d’une 
h \J  m 

observation  est  — - — * 

h 

Souvent  aussi  on  exprime  la  précision  relative  de  deux  gran 
(leurs  par  leur  poids.  On  désigne  sous  le  nom  de  poids  d’une 
grandeur  le  nombre  d’observations  également  bonnes  qu’il  faut 
prendre  pour  que  leur  moyenne  arithmétique  donne  une  déter- 
mination d’exactitude  égale  à celle  de  la  valeur  donnée.  Si  donc  le 
poids  d’une  observation  isolée  est  i , la  moyenne  arithmétique  de/// 
observations  aura  m pour  poids.  Les  poids  de  deux  grandeurs  se- 
ront donc  entre  eux  dans  le  rapport  direct  des  carrés  des  mesures 
respectives  de  leur  précision  et  dans  le  rapport  inverse  des  carrés 
des  erreurs  probables  !*  i. 

Il  reste  maintenant  à déterminer  l’erreur  probable  d’une  ob- 
servation isolée.  Si,  dans  les  équations  x — //  — A,  les  erreurs 
résiduelles  étaient,  après  l’introduction  de  la  valeur  la  plus  pro- 
bable de  .r,  égales  aux  erreurs  réelles  d’observation,  la  somme  de 
leurs  carrés  divisée  par  ni  donnerait,  d’après  le  n°21,  le  carré  de 
l’erreur  moyenne  d’une  observation,  c’est-à-dire  que  cette  erreur 

serait  égale  à y/  — • Mais,  la  moyenne  arithmétique  des  ob- 

servations faites  n’est  pas  la  vraie  valeur  de  l’inconnue,  elle  n’est 
que  la  valeur  la  plus  probable  qu’on  puisse  tirer  de  ces  obseï  va- 
lions, sauf  le  cas  où  le  nombre  de  ces  observations  serait  infini- 
ment grand;  les  erreurs  résiduelles  ne  sont  donc  pas  les  erreurs 
réelles  d’observation,  mais  en  diffèrent  plus  ou  moins.  Soient  .r„ 
la  valeur  la  plus  probable  de  x trouvée  par  ta  moyenne  arithmé- 
tique, et  x -+-  H la  véritable  valeur.  En  substituant  cette  valeur 
dans  les  équations  de  condition,  on  obtient  pour  les  erreurs  d’ob- 
servation les  valeurs  — //,  xt — //',...,  que  nous  désignerons 
par  A,  A',...,  tandis  que  la  substitution  de  la  valeur  véritable  au- 
rait donné  pour  ces  erreurs  les  valeurs 

.r„  -f-  E — nzri 


(*)  Si  donc  deux  grandeurs  ont  pour  poids  p = -4  et  p'  — — > le  poids 


de  leur  somme  sera  — 


PP 


i*  + r* 
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On  a d'ailleurs  les  équations 


A -I-  5 = 5, 
a'  -+-  ï — 5 > 


67 


Si  l’on  fait  la  somme  des  carrés  des  deux  membres,  et  si  l’on  se 
rappelle  que  la  somme  de  tous  les  A doit  être  nulle,  on  obtient, 
d'après  la  notation  employée  plus  haut, 

[AA]  -+-  rn?  — [55], 

d’où  l’on  voit  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  trouvée  à l’aide 
de  la  moyenne  arithmétique  est  toujours  trop  petite. 

Puisque  [55]  = nu3,  e étant  l’erreur  moyenne  d’une  observa- 
tion, et  que  [AA]  = [>(/!,],  celte  équation  peut  s’écrire  encore 

[«/»,]  -t-  m?  = me ’. 

Quoique  celte  équation  ne  permette  pas  de  calculer  la  valeur 
de  e puisque  Ç est  inconnu,  on  pourra  néanmoins  approcher 
autant  que  possible  de  la  vérité  en  substituant  à Ç l’erreur 
moyenne  de  et  comme,  d’après  ce  qui  précède,  cette  erreur 

moyenne  est  égale  à * - , l'introduction  de  cette  valeur  donne, 
<J  m 

pour  l’erreur  moyenne  d’une  observation, 


et  pour  l'erreur  probable 

r = o -674  489y/;~{  • 

De  plus,  l’erreur  moyenne  de  la  moyenne  arithmétique  est 


et  l’erreur  probable 

rir\  _ 0'674489  . /["”.] 

V ‘ fi  \ m — l 

5. 
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Exemple.  — Dans  la  détermination  télégraphique  de  la  diffé- 
rence des  longitudes  de  l'Observatoire  do  Ann-Arbor  et  de  la  sta- 
tion hydrographique  de  Détroit,  on  a obtenu,  au  moyen  de  trente 
et  une  étoiles  différentes  observées  le  21  mai  1861  dans  les  deux 
lieux,  les  différences  de  longitude  suivantes  : 


Différence 

Éca  il 

| 

Différence 

Écart 

de 

(H; 

de 

de 

Étoiles. 

longitude. 

la  moyenne. 

Étoiles. 

longitude. 

la  moyenne. 

(Il  S 

H 

DI  S 

• 

i 

2.43,6o 

— 0,11 

>7 

a. 43, 44 

-f-  o,o5 

2 

2.43,49 

0 , «>o 

18 

2.43,37 

H-  0, 12 

3 

2.43,63 

— 0,14 

'9 

2.43,32 

4-  0,17 

4 

2.43,52 

— o,o3 

| 20 

2.43, 12 

-f-  0,37 

5 

2.43,3i 

-f-  0,18 

21 

2.43,3o 

+ 0,19 

G > 

2.43,67 

— 0,18 

22 

2.43, 72 

— 0,23 

m 

/ 

2.43,98 

o;49 

23 

2.43,25 

4-  0,2.4 

8 

2.43,63 

— 0,14 

24 

2.43,i3 

4-  o,3G 

9 

2.43,83 

o,34 

25 

2.43,27 

4-  0,22 

IO 

2.43,79 

- o,3o 

26 

2.43,34 

4-  0 , 1 5 

1 1 

2 .43,54 

— o,o5 

27 

2.43,i5 

+ 0.,  3 4 

12 

2.43, 18 

4-  o,3i 

28 

2 .43,86 

— 0,37 

i3 

2.43,45 

-H  0,04 

29 

2.43,29 

4-  0,20 

«4 

2.43,68 

— 0,19 

3o 

2.43,4» 

4-  0,09 

• 5 

2.43,32 

4-  0,17 

3i 

2.43,95 

— 0,46 

■ G 

2.43,,5o 

— 0,01 

Moy. 

2.43,49 

On  trouve,  pour  la  somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles, 


[""<]=  1 >77» 

et,  puisque  le  nombre  m des  observations  est  égal  à 3 1 , l’erreur 
probable  d'une  observation  isolée  est 

— o%i64, 


et  l’erreur  probable  de  la  moyenne 

Zfc  0S,02Q. 

Quoiqu’on  ne  puisse  pas  admettre  qu’avec  aussi  peu  d’observa- 
tions, les  erreurs  seront  distribuées  comme  l’indique  la  loi  donnée 
au  n°2t,  on  peut  cependant  être  convaincu  que  l’on  a,  dans  ce 
cas,  une  approximation  suffisante.  En  effet,  d’après  la  théorie 
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avec  trente  et  une  observations,  les  nombres  des  erreurs  qui  sont 
plus  petites  que 

\r,  r , | r,  2 r,  > r,  3>\ 

sont  respectivement 

8,  i5,  21,  25,  28,  3o, 

tandis  que  ces  nombres  sont,  d’après  le  tableau  ci-dessus, 

6,  12,  22,  24,  2(),  3o. 

L’erreur  qui  est  exactement  placée  au  milieu,  dans  le  tableau 
des  erreurs  rangées  par  ordre  de  grandeur  absolue,  c’est-à-dire 
l’erreur  probable,  est  0,18. 


23.  Détermination  des  valeurs  les  plus  probables  tic  plusieurs 
inconnues  tirées  d'un  système  d'équations.  — Dans  le  cas  général 
où  les  équations  de  condition  (1)  données  par  1rs  observations 
contiennent  plusieurs  inconnues,  trois  par  exemple,  les  valeurs 
les  plus  probables  de  ces  inconnues  sont  encore  celles  pour  les- 
quelles la  somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles  est  un  mini- 
mum. Mais  cette  somme  de  carrés  devant  être  un  minimum  tout 
aussi  bien  par  rapport  «à  or  que  par  rapport  à r et  z,  ce! te  condi- 
tion donnera  autant  d’équations  que  d’inconnues,  et  ces  dernières 
pourront  alors  être  déterminées. 

I/équation  du  minimum  relativement  à ,r  est 


d A , d A' 

A _ + y _ 

dx  dx 


4-  A" 


dCs" 

dx 


~ o. 


ou  puisque,  d’après  les  équations  (1),  — — a,  ---  — 

dx  dx 

An  -4-  A'  a’  - f-  A "a"  -4-  . . . — o. 

Substituons  pour  A,  A',. . . leurs  expressions  tirées  de  (1),  et 
posons 

an  -f-  a'  a'  -f-  o" a"  -h  . . = ’ an  j , 
ab  -+-  a' b’ -y  a"  b"  -f- . . . = [06) , 


* 
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et  ainsi  des  autres;  nous  aurons,  pour  les  équations  du  minimum, 


(A)  [an]x  ■+■  [ab\y  4-  [ne]  z 4-  [an]  O, 

(B)  [ab\x  + [66]j  4-  [6c]z  4-  [6/1]  = o, 

(C)  [nc].r  4- [6c]  j 4-  [ce]  z 4-  [enj  = o. 


On  tire  de  ces  trois  équations  les  valeurs  les  plus  probables  de 
x,  y et  z. 


Pour  les  résoudre,  multiplions  la  première  par  et  re- 

tranchons  le  produit  de  la  seconde  ; multiplions  de  même  la  pre- 
mière par  L. — 3)  et  retranchons  de  la  troisième;  nous  obtenons 
[nnj 

deux  équations  ne  contenant  plus  x 


(D)  [66,]j'4-[6c,]z4-[4n,]  = 0, 

(E)  [ic,]j -t- [cc,]z + [cn,]  = o, 


dans  lesquelles  on  a posé 

tîülîil,  [*]-[•.]- 

et  ainsi  des  autres. 

Multiplions  ensuite  l’cquation  (D)  par  et  retranchons 

de  (E),  nous  aurons  l’équation 


(F) 

dans  laquelle 
[ce,]  = [cc1] 


[cc,]  z 4-  [en,]  = o, 


[ feg,  ] [ A>g<  ] 

[66,]  ’ 


[c/j3]  = [c/»,]  — 


[6c,]  [6/i,] 
[66,] 


L’équation  (F)  donne  la  valeur  de  z,  et  les  équations  (D) 
«t  (A.)  les  valeurs  de_>-  et  de  x. 

Si  l’on  déduit  maintenant  [AA]  des  équations  (i),  et  si  l’on  se 
reporte  aux  équations  (A),  (B),  (C),  on  trouve  pour  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  résiduelles 


[AA]  = [n/j]-+-[rtfl]x  -\-[bn]y  4-[cn]z. 
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Pour  éliminer  x,  y,  z,  on  multiplie  l’équation  (A)  par 
et  on  retranche  de  la  précédente,  ce  qui  donne 


[AA]  = [»/»]• 


[A/i,  ] r -T-  [cn,]a. 


Après  avoir  multiplié  l’équation  ( D)  par  ^ j i retranchons  de 
la  précédente,  il  vient 

r i r i \a"]'  [An,]!  r i 

[u]  = [*„]-  — - — +[«,,]., 

et  en  remplaçant  z par  sa  valeur  tirée  de  l'equation  (F),  on  ob- 
tient enfin,  pour  le  minimum  de  la  somme  des  carrés, 

r , , . [«/»]’  [Art,]1  [crt,]1  r 

[a<?j  [AA,]  [cc,J 

On  aurait  pu  obtenir  l’équation  du  minimum  sans  l'emploi  du 
calcul  différentiel.  Multiplions  en  effet  chacune  «les  équations  pri- 
mitives (i)  successivement  par  «x,  by,  cz,  et  ajoutons-les,  nous 


la)  [AA]  = [<?A]x  -i-  [Aa]/  -t-  [cA]  : + [rtA], 


j [a  A]  = [no]  x + [ab~\y  -t-  [ac]ï  -I-  [an]. 


En  substituant  à x dans  (o)  sa  valeur  tiree  de  (A),  on  obtient 


•)  [AA]: 


H-  [ i A,  ] -t-  [c  A,  ] z « A,] , 


i [6A,]  = [AA,]j'--l-[Ac1]a-f-[A«1], 

(r/)  . [cA,]  = [ Ac,  ]_j"  [ce,]  î •+•  [c/l, J, 

I [nA,]  = [A/»,]j  + [cn,]ï-f-[/in,]. 

Si  maintenant  dans  (c)  l’on  remplace  y par  sa  valeur  tirée  de  la 
première  des  équations  («),  il  vient 
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êc|(intion  dans  laquelle 

( [eA,]  = [cct]z  -f-  [c//, ’, 


(/) 


( [//A-j  = [C/Ijjs  -h  [/*/?,], 


et  enfin,  après  avoir  dans  l'équation  (<?),  remplacé  z par  sa  valeur 
tirée  de  la  première  des  équations  f /),  on  a 


U) 


r **.  .■ , frâ.i' . r. 

[ ^ A — y — - -f-  777-7  -t-  7 -r-  [ n A.n  j , 

i.««J  l>M  [<*j] 


où,  comme  on  le  voit  facilement, 

["A3]  — \nn3]. 

Puisque  dans  le  second  membre  de  l'équation  (g)  les  trois  pre- 
miers termes  qui  contiennent  .r,  j,  3 sont  «les  carrés,  il  faut,  pour 
obtenir  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  des  erreurs,  poser 
[/?û]=o,[^A,]  = o,  [c  A,  ] — o , équations  identiques  avec  celles 
trouvées  plus  haut;  il  en  résulte,  de  plus,  que  le  minimum  du 
carré  des  erreurs  est 


24-.  Détermination  de  l'erreur  probable  d s inconnues.  — On 
peut  pour  cela  se  servir  du  théorème  énoncé  dans  le  ri"  22  relati- 
vement à l’erreur  probable;  les  équations  (A),  (D),  (F),  relatives 
aux  valeurs  les  plus  probables  de  .r,  j,  z,  montrent  en  effet 
que  ces  valeurs  peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions 
linéaires  des  grandeurs  observées  //,  //’,  n",.  . . . 

Si  l’on  veut  tirer  .r  de  ces  trois  équations,  il  faut  multiplier  cha- 
cune d’elles  par  un  certain  coefficient  choisi  de  telle  sorte  que,  dans 
l’equation  formée  par  leur  somme,  les  coefficients  île  y et  de  c 


I i\V 

soient  nuis.  Multiplions  (A)  par  ^ 5 (D;  par  — 7 — > (F)  par 

i uu  j ! bb x j 

A" 


: cc2  J 


et  ajoutons  les  trois  résultats,  nous  aurons  pour  détermi- 


ner A'  et  A"  les  deux  équations  de  condition 
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et  pour  trouver  x 
(7)  x = — 


K]  .,[£*.] 
KJ  [**,  j 


B' 


Pour  déterminer  jk,  on  multiplie  ( D)  par  y— p (F)  par  ,— -j? 
on  ajoute  et  on  a 

K] 


(à) 

et 


K<3 


+ B'~o 


(0 

et  enfin 

10 

Si  l’on 
lement 

N 

(*) 


[*"•]  rw!™’J 

Y — — r-7-7 n > 

K' J [«‘.j 

, _ l>"’l 

2 — — • 

[ CC  * J 

développe  les  quantités  [£//,]  et  [c//:],  on  obtient  faci- 

[ bnt  ] “ A'  [ ///7  ] -4-  [ bn  ] , 

[r/7,]  “ K" Knn  \ 4-  B'[£// j -r  [c//]; 


en  raison  de  la  symétrie  des  grandeurs  renfermées  entre  crochets, 
il  sera  permis  d’échanger  les  lettres  et  d’écrire  aussi 

lù  [M,]  = M[ab]  -4-  [bb], 

( y.  1 j rr,  ] :=  A"[ «c  "j  -i  - B'  //r  ] -4-  [rc  ] , 

(À)  [bc7]  = M\ab]->r  B,[^]-4-[Ac]  = oj 

(“)  [«Ci]  = A"[ r/r/]  -f-  ] -4-  [rte]  = o (’). 

Puisque  [««],  [/>/?,]  et  [c«2]  sont  des  fonctions  linéaires  des//, 
on  peut  aisément  déterminer  les  erreurs  probables  de  ces  gran- 
deurs. D’abord  [an  J = an  -4-  a' n'  4-  a" n"  -4-  . . . . Soit  donc  r 
l’erreur  probable  d’une  observation  ou  d’un  //,  alors  l’erreur 
probable  de  [on]  est 

• ^ _ 

r([////])  = r y aa  -f-  a' a'  -4-  a" a"  4- . . . = r^[aa J. 


(*)  On  voit  de  suite  à l'aide  des  équations  ( a),  (/*)  et  (0  ) que  les  de  ix 
d-rniéres  expressions  sont  milles'. 
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Déplus,  dans  [6/z,],  chaque  terme  a la  forme  (A' a -f-  b)n . 
Pour  élever  ce  terme  au  carré,  multiplions  d’abord  par  A' an, 
puis  par  bn,  nous  aurons,  pour  le  coefficient  de  n7, 

A'  ( A’  an  4-  a b)  -4-  A ' ab  -f-  bb. 

Telle  est  donc  la  forme  du  coefficient  de  chaque  r*  dans  l’ex- 
pression du  carré  de  l’erreur  probable  de  [ bn,  1 ; on  aura  par  con- 
séquent 

(r[ê«,])>  = [a'(A'[«w]  + [«A])  +A'[ai]-l-[6i]]r» 

OU 

r[bn,]  = r ^[bbt], 

comme  il  résulte  immédiatement  des  équations  (a)  et  (i). 

Enfin,  le  coefficient  de  chaque  n dans  [c/i,]  est 

A "a  -f  B' b +f. 


En  l’élevant  au  carré,  on  obtient 

A"  (A  "aa  -h  B 'ab  4-  ne)  -4-  B"  ( k"  ab  4-  B' bb  4-  bc) 
-f-  A"  ac  -4-  B'  bc  -f-  cc. 


Si  l’on  prend  maintenant  la  somme  de  tous  les  carrés  isoles,  on 
aura  pour  le  coefficient  de  r7  dans  l’expression  de  (/-[cn^])’, 

A"(A"[a«]  + B'[«A]  +[nc])  H-  B'( A"[oi]  + B’[AA]  -I-  [Ac]) 
4-  A^nc]  -t-  B'[ 6c]  4-  [cc], 

ou  simplement  [ce,),  d’après  les  équations  (y.),  (a)  et  ([*);  ainsi 


c[c/?2]  = cy/[cc,]. 

On  trouve  facilement,  dès  lors,  les  erreurs  probables  de  x,y  et  z. 
D’après  l’équation  (y  ),  on  obtient,  en  effet,  pour  le  carré  de 
l’erreur  probable  de  x, 


[r(x)p 


('•f"”])1 

M’ 


[aa\ 


A' A' 

[bb,]7 


[r[bn,],7  4- 


A"A" 

f"*]1 


(c[c/?,j  1 


A' A'  A"A"\ 

[**,]  + [<*,])' 
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et 


[ '■(/)]’  = 


B'B\ 

[«■*»]/ 


[r(*)\'  = 


Il  nous  reste  encore  à déterminer  l’erreur  probable  d’une  ob- 
servation. Si,  dans  les  équations  primitives  (i),  on  donne  à .r,/,  z 
des  valeurs  quelconques,  on  peut  écrire  la  somme  des  carrés  des 
erreurs  de  la  manière  suivante  : 


[bbt\ 


Dans  le  cas  où  l’on  remplace  x,  yt  z,  par  leurs  valeurs  les  plus 
probables  résultant  du  système  des  équations,  les  grandeurs  [«A], 
[b  A,]  et  [cA,]  sont  milles,  et  est  la  somme  des  carrés  des 

erreurs  résiduelles.  Ces  valeurs  ne  deviennent  les  valeurs  vérita- 
bles que  lorsque  le  nombre  des  observations  est  infiniment  grand. 
Supposons  maintenant  que  les  erreurs  véritables  soient  connues, 
et  qu’on  les  substitue  dans  les  équations  précédentes,  [AA]  serait 
la  somme  des  carrés  des  erreurs  véritables;  de  sorte  qu’on  aurait 


ni  s1  = 


[**]*  . ? 

[aa\  ~t*  \bbx] 


[cAa)’ 


*+■ 


où  les  grandeurs  [ a A],  [ b A,]  et  [r  A2]  ne  seraient  pas  milles,  mais 
ne  pourraient  différer  beaucoup  de  zéro.  Puisque  ces  grandeurs 
sont  élevées  au  carré,  on  voit  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs 
trouvées  au  moyen  des  valeurs  les  plus  probables  est  trop  petite, 
et,  pour  se  rapprocher  de  la  vérité,  on  peut,  dans  le  cas  du  mi- 
nimum, remplacer  les  grandeurs  [a  A],  [Z>A,],  [cA,]  par  leurs  er- 
reurs moyennes.  Mais  comme  dans  les  équations 


ax0  -4-  by0  -f-  cz0  -f-  n = A , 


aucune  des  grandeurs  du  premier  membre,  autre  que/*,  n’est  af- 
fectée d’erreur,  A est  donc  affectée  de  la  même  erreur  que  //,  et  les 
erreurs  moyennes  de  [oA],  [&A,]  et  [cA,]  sont  égales  à celles 
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qu'ori  a trouvées  pour  [an],  [ bu ,]  et  [en,].  Sulvstituons- les  ilans 
les  équations  précédentes,  nous  aurons 
mt’  — r -4-  «’  -+- 11  -+- 
ou 

Ainsi,  dans  le  cas  d’un  nombre  Uni  d'équations  avec  plusieurs 
inconnues,  on  aura  Terreur  moyenne  d’une  observation  en  divi- 
sant la  somme  des  carrés  des  erreurs  que  donne  la  condition  du 
minimum,  par  le  nombre  des  observations  diminué  du  nonlbre 
des  inconnues,  et  prenant  la  racine  du  carré  du  résultat. 

De  même,  l’erreur  probable  d’une  observation  sera 

r—  0,674489^/^73  • 

démarque  /.  — Dans  ce  qui  précède,  on  a toujours  supposé  que  toutes 
les  observations  employées  h la  détermination  de9  inconnues  sont  égale- 
ment bonnes;  si  tel  n'est  point  le  cas,  et  si  l'on  désigne  par  hr  h\  h",  la 
mesure  de  la  prévision  d’une  observation  isolée,  la  probabilité  des  erreurs 
A,  A',  A",. . . , pour  chaque  observation  isolée  sera 

r-A«A'> 

VS  VS 

La  fonction  W aura  pour  valeur 


et  les  valeurs  les  plus  probables  de  x,  r,  t seront  celles  pour  lesquelles  la 
somme 

h'  A*-+-  hn  A'1  -4-  h**  A** -4-. . . 

sera  minimum.  Tour  les  obtenir  on  devra  donc  multiplier  les  équations 
primitives  de  la  série  par  ht  h faire  les  sommes aviC  les  nouveaux  coclli- 
cients  et  conduire  le  calcul  comme  précédemment. 

démarqué  H.  — Si  Ton  a une  seule  inconnue  à déterminer,  cl  si  les  équa- 
tions primitives  données  par  les  observations  ont  la  forme 

O = n + <ir,  o = n'  -4-  «'  -r , O — a" r, 

x sera  égal  à — ^ avec  l’erreur  probable  r = - - » r étant  I erreur 

l*»*»]  yft  aa  ] 

probable  d’une  observation. 
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2w.  Exemple.  — Pour  éclaircir  ce  qui  précède,  nous  trai- 
terons l’exemple  suivant  tiré  du  7*  volume  des  Kœnigsbrrgcr 
Beobachtungen,  p.  xxtti,  où  Bessel  détermine  les  corrections  à 
faire  à la  constante  de  la  réfraction.  Des  cinquante-deux  équations 
contenues  dans  ce  Mémoire,  nous  choisirons  seulement  les  vingt 
suivantes,  que  nous  supposons  de  meme  poids,  et  dans  les- 
quelles le  terme  numérique  désigne  une  grandeur  litée  de  l'ob- 
servation des  étoiles,  / la  correction  de  la  constante  de  la  refrac- 
tion, et  x l'erreur  constante  dont  on  suppose  affectés  tous  les 
résultats  d'observation. 

La  forme  générale  des  équations  de  condition  est  dans  ce  cas 
n — x -b  b y ; 


puisque  le  coefficient  désigné  ci-dessus  par  n est  égal  à l’unité,  et 
les  équations  de  condition  déduites  de  l'ensemble  des  observations 
de  chaque  étoile  sont  : 


Erreurs 

r«»ula«lie< 

a Petite  Ourse 

t» 

o=-bo,o2-b.c-b  0,2/ 

a 

— o,o3 

p Petite  Ourse 

0 — -b  0,45 -b  .r -b  8,2/ 

4-0,43 

P Céphée 

0 = -H  o,  10  + x 4-  20,1/ 

-t-  <’,i4 

x Grande  Ourse  . . . 

0 — — 0, 14  -4-  x -1-  36,0/ 

— o,o3 

x Céphée 

o~  — 0,62 -b  •*■■+■  43,9/ 

— <>,47 

0 Céphée 

0= — o,-i5  + x+  65,t)v 

0,00 

s Céphée 

0 - — <i,o3  + ar-H  74,9/ 

-f-  0,26 

p Céphée 

0 = — 1 , a4  + .r  -t-  77,8/ 

— 0,94 

x Cassiopée 

0 = -t-  0, 5g  -t-  x -t-  75,5/ 

4“  0 , 88 

7 Grande  Ourse . . . 

0 1=  — 0,47  -r  .r  4-  79,6/ 

— 0,16 

p Dragon 

0=  0,00  -b  x -b  104 ,5/ 

-b  0,42 

7 Dragon 

0 = — o,5t  -t-x-f-  114, 3/ 

— 0,04 

r.  Grande  Ourse  . . . 

0 — — 1 ,ao  -t- x 125,6/ 

— 0,68 

x Persée 

0 — -b  0 , 1 2 ar  -b  142,1/ 

4-  0,7*2 

x Cocher 

0 = — 1 , 3 1 -f-  x 216,8/ 

— 0,37 

x Cygne 

0 = — 1,64  -f-  x 4-  234 ,8/ 

-0,53 

i Cocher 

0 = — 1 , 3g  — t—  jc  -t-  280,2/ 

— 0,16 

7 Andromède 

0 — — 1 ,24  -t-  -r  -b  393,5/ 

-b  o,5t 

r,  Cocher 

0 = — 1 ,80  -f-  x 4-  4,9>*’/ 

4-0,06 

p Persée 

0 = — 2, 16  4-  x -f-  481 ,2/ 

— 0,01 

Pour  trouver  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  les  plus  pro- 
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bablcs  de  x et  / [équations  (A),  (B)  du  n”  23],  on  doit  d'abord 
former  toutes  les  sommes  [on],  [at],  [an],  [AA]  et  [A/?].  Dans 
le  cas  actuel,  où  les  inconnues  sont  en  petit  nombre,  et  où  l’un 
des  coefficients  est  égal  à i,  ce  calcul  est  très-facile;  mais  si  l’on  a 
un  grand  nombre  d'inconcues,  dont  les  coefficients  sont,  par 
exemple,  n,  b,  c,  </,...  on  fera  bien  de  calculer  lis  sommes  algé- 
briques de  tous  les  coefficients  de  chaque  équation,  que  nous  dé- 
signerons par  s,  et  de  former  avec  elles  les  sommes  [as],  [As], ...  ; 
car  on  a ensuite  les  formules  de  vérification 

[ns ] = [an]  -+•  [ bn  ] -4-  [rn]  -t-  [ffn]  -+- . . . , 

[as]  = [an]  -4-  [né]  -t-  [ar]  -t-  [ra/]  -4-  . . . , 


Ces  sommes  une  fois  formées,  on  trouve  les  équations  qui  déter- 
minent les  valeurs  les  plus  probables  de  x et/  : 

?.o,oo:r -i-  3014,70/ — 12,72  = 0, 

3oi4,7ojt  -1-844586,25/  — 3700,55=0, 

et  leur  résolution  se  fait  d'après  le  tableau  suivant,  qu'on  peut 
facilement  étendre  à tous  les  cas  : 

[an]  = -4-  20,00 , [«A]  = 3oi4 ,70 , 

[a«]= — 12,72,  [nn]  = 20,28; 


Calcul  do  y. 


: -t-  844586,25 
: + 45442C),8o 


[AA] 

ï«aj 

[ AA,  ] = -f-  3(jo  t65,45 
l„g[AA,]  = 5,591  2483 


[bn]  = — 37<io,55 
[aA] [an] 

5 1917,35 


[«] 


[An,]=  — 1783,20 
log[ An,]  = 3,2.5i  200  1 n 
log/  = 3 , 65c) <)5 1 8 


/=  -t-  0,00457037, 


Calcul  de  x. 

log[aA]/=  1,1391759 
[aA]/  = 13,7776 
[ au]  .<■  = — 1 ,0576 

X — — o",  05288. 
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Si  l’on  formait  les  grandeurs  [ns],  on  obtiendrait  en- 

core dans  le  cas  précédent  pour  vérification  du  calcul  [i&,)  = [ijt]; 
avec  trois  inconnues,  on  aurait 

[/,*,]  -+-  [te,]  — [bs,]  et  [ce]  = 

et  de  même  pour  un  plus  grand  nombre  d’inconnues. 

Pour  déterminer  les  erreurs  probables  de  et  y,  le  calcul  se 
(ait  comme  il  suit  : 


[nu]  20 , 28 

T — \ — 8>°9 

12,19 


[««,]  — 12, 19 

J;  _ 8 ,5 

\bbA~  ' 

[«"■]  = 4>°4 


o,  674489  y/1—1  =±o", 3.969. 
r[x}=-^~  =±o",  105169, 

VL"", J 


r(y)  — -JH : = ± o",ooo  5i  1 8, 

VI**,] 

d’où  l’on  voit  que  le  calcul  de  x,  au  moyen  des  équations  précé- 
dentes, est  très-inexact,  puisque  son  erreur  probable  surpasse  la 
valeur  trouvée,  mais  aussi  que  l’erreur  probable  de  la  correc- 
tion trouvée  pour  la  constante  de  la  réfraction  est  au  plus  égale 
au  ~ de  sa  valeur.  - 

Si  l’on  substitue  les  valeurs  les  plus  probables  de  x et  y 
tlans  les  équations  précédentes,  on  obtient  les  erreurs  résiduelles 
que  nous  avons  déjà  placées  à côté  de  chaque  équation.  En  for- 
mant la  somme  des  carrés  de  ces  erreurs  résiduelles,  on  a 4,o4» 
valeur  qui  s'accorde  avec  celle  de  [n/i,],  nouvelle  preuve  de 
l’exactitude  du  calcul. 


Remarque.  — Consulter  sur  la  méthode  des  moindres  carrés  : 

Gauss.  — Theoria  motus  corporum  calestium,  p.  Cto5  et  suivantes. 

Gauss.  — Theoria  combinationis  observa lionum  erroribus  minimis  obnoxiœ. 
Encre.  — Articles  du  Jahrbucht  de  Berlin,  pour  iS3j,  1 835,  i836ct  1 853. 
Liagre.  — Calcul  des  probabilités  et  Théorie  des  erreurs.  — Bruxelles,  i85t. 
Bertrand.  — Traduction  française  des  Mémoires  de  Gauss,  sur  la  Com- 
binaison des  observations.  — Paris,  1 855. 
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V.  — Développement  en  séries  périodiqles  des  ponctions  données 
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126.  Théorèmes  concernant  1rs  séries  périodiques.  — Les  fonc- 
tions périodiques  sont  fréquemment  employées  en  Astronomie, 
quand  il  s’agit,  pur  exemple,  de  trouver  les  périodes  dans  les- 
quelles certains  phénomènes  se  reproduisent.  Puisque  res  phéno- 
mènes sont  toujours  renfermés  entre  certaines  limites  qui  ne  peu- 
vent devenir  infinies,  on  peut  les  représenter  par  des  fonctions 
des  sinus  et  cosinus  d’une  variable.  Soit  donc  X une  telle  fonc- 
tion périodique;  on  peut  lui  supposer  la  forme  suivante  : 

X = <?,  -4-  «,  COS-r  4-  «,C0S2.r  4-  fr,C0s3  Jr  4-  . . 

4-  b,  sin  x 4-  6,  sin2.r  4-  A,  sin  3x  4-  . . . . 

Le  cas  le  plus  fréquent  est  celui  où  l’on  donne,  pour  des  valeurs 
déterminées  de  se,  les  valeurs  numériques  de  X au  moyen  des- 
quelles on  doit  calculer  les  coefficients.  La  solution  de  ce  problème 
sera  surtout  facile,  si  l’on  connaît  les  valeurs  numériques  de  X 
pour  la  série  des  valeurs  de  .r 


2TT  lit  m 

o,  — i i — s 3 — *•••1 
n n n 


(fi  — l) 


correspondantes  aux  points  de  division  de  la  circonférence  en  n 
parties  égales,  et  tout  d’abord  nous  démontrerons  quelques  théo- 
rèmes dont  l'emploi  rendra  la  solution  plus  facile. 

Soit  A une  fraction  de  la  circonférence,  telle  que  n A i n, 
et  h un  nombre  entier  ; la  somme  de  la  série 


sin  A A 4-  sin  2 A A 4-  sin  3 A A 4-  ...  4-  sin « — t J h A 
est  toujours  nulle,  et  celle  de  la  série 

i 4-  cos  A A 4-  cos  2 A A 4-  cos  3 h A 4- . . . 4-  cns(/i  — i)A  A 


est  nulle,  en  e-rccptant  le  cas  où  AA  est  égal  à 2ir  ou  à un  multi- 
ple de  2 tt  ; alors  la  somme  de  la  série  est  égale  à n. 

Posons,  en  effet, 

2 ir  . . 2 tt 

cos h / sin  — — e = T, 

n n 
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où  * = y — i ; nous  aurons 


r /i  — i 


v zr  n — i 


/•  = n — i 


^ cos/<rA-+-/  ^ sin/<rAr=  ^ TrA=  ^ -, 


et  puisque 


T"A  = cos  2 h r H-  / sin  2 h r.  = 1 , 


le  numérateur  de  la  fraction  est  nul;  on  a donc  en  général 

/•  r=  n — f 

( 1 ) ^ sin  hrA  = o, 


r = o 


(?•) 


1 


cos  hr  A — o. 


Cependant,  si  le  dénominateur  est  nul,  c’est-à-dire  si  TA  = i, 

la  fraction  se  présente  sous  la  forme  mais  alors  sa  valeur  est  n, 

comme  on  le  voit,  en  se  reportant  à l’expression  proposée;  l’équa- 
tion (1)  subsiste  donc, et  le  second  membre  de  l’équation  (2)  est 
égal  à n;  cette  exception  correspond  au  cas  où  h A = 2/71-,  c’est- 
à-dire  lorsque  h est  divisible  par  n. 

Des  deux  équations  (1)  et  (2),  on  déduit  facilement  les  suivantes 
dont  nous  ferons  usage  : 


/•  = /»  — ! 


r ~ ti  ~ 1 


(3) 


s 


(4) 


r = o 
r 3 « - 1 


t V 

sin  hr\  cos  hr  A = - > sin  2///*  A =;  o; 

2 àmU 

r s:  o 


/•  ~ n — 1 


) £ crthr  K J 


, * n 

COS  2 hr  A = — en  général, 
2 


« par  exception  ; 


(5) 


/’  = //  I 


r — n — 1 


V sin’/irA  — i ^ 


r =0 


, . n 

COS  2 ///*  A = — en  général, 

2 

o par  exception. 

6 


I. 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


8a 


27.  Détermination  îles  rocffiricnts  d'une  série  périodique  h 
l 'aide  de  valeurs  numériques  données. 

Posons 

X = } ( ap  cos  px  4-  bfsxnpj-), 


où  p prend  successivement  toutes  les  valeurs  entières  à partir 
de  o,  et  soit  q un  nombre  déterminé,  nous  avons 


X cosyx=^  £ — cos  (y)  4-  q) . 


COS  (p  — q)r 


-I-  — sin  [p  -t-  q ) x 4-  — sin  ( p — q ) 

2 2 


Dans  celte  équation,  donnons  successivement  à x les  valeurs 

o,  A,  2 A, . . . , (« — i)A,  où  A=— > et  ajoutons  les  équa- 

n 

tions  obtenues;  d’après  les  formules  (i)et(2)  du  n‘’26,  le  second 
membre  sera  nul,  sauf  la  somme  des  termes  cosinus  dans  les- 
quels p + q z=z  kn  ou  p — q — kn,  somme  qui  contient  le  fac- 
teur n. 

Si  l'on  désigne  par  XrJV  la  valeur  de  X correspondante  la  va- 
leur r A de  x,  on  a 


^ Xr » cos  qrk  ^ 4-  ^ j ■ 


Le  signet  du 


second  membre  s’applique  à toutes  les  valeurs  en- 


tières de  / ; mais  dansX  il  ne  peut  y avoir  aucun  coefficient  à in- 
dice négatif,  on  doit  donc  poser  a ^ — o et  on  a 


(6) 


S* 


AcosiyrA 


— [o?  -t-  a,,—,  4-  4-  a,„_,  4-  a,„+1  -(-•..]• 


Ici  se  présentent  deux  cas  particuliers  : 
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i Si  7 — o,  ci — q — Oq  — o+qy  — q — ftn+qy ...  j donc 


/*  = n — v 


(7) 


X,  A — n [ a%  ■+*  <*»  •+■  a7n  ■+■•••]> 


« 


2°  Si  7 — -»  n étant  un  nombre  pair,  OqZ=zan_qy  r/lH.q  —a  2n_7,...; 
2 


r — n - i 


donc 

r 

m V x, 

r ao 

Puisque 


nr  A 

a cos  = 

2 


+ (l*n  ■+"•••  jj 


(t, 


X sin  <yx  — ^ | ~ sin  [p  -f-  7 ) x sin  (p  — 7 ) x 


-h  ^ cos  {p  — q)x  — ^ cosf  p 4-  7)j^1ï 


on  trouve  de  même 


/ /’  =/l  — 1 


X,a  sin7rA. 

= ~ [^7  ^n-q  *+■  bn+q 


bin-  q + 


Supposons  maintenant,  suivant  le  degré  de  convergence  de  la 
série,  «assez  grand  pour  que,  dans  le  second  membre  des  équa- 
tions (6),  (7),  (8)  et  (9),  tous  les  termes,  excepté  le  premier, 
puissent  être  négligés,  il  sera  facile  de  déduire  de  ces  équations 
les  coefficients  aq  des  cosinus  pour  toutes  les  valeurs  de  7 com- 
prises entre  o et  et  les  coefficients  bq  des  sinus  pour  toutes  les 

valeurs  de  7 comprises  entre  o et  ^ — 1;  les  valeurs  plus  grandes 

de  7 reproduisent  les  équations  déjà  obtenues,  comme  on  le  vpit, 
en  remplaçant  7 par  « — 7 dans  les  équations  précédentes.  On 
voit  aussi  que  plus  est  grande  la  valeur  de  «,  plus  sont  exactes 
les  valeurs  obtenues  pour  les  premiers  coefficients,  et  que  les  der- 
niers d’entre  eux  resteront  nécessairement  inexacts.  Par  exemple, 

6. 


f 
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pour  n = 1 2 et  7 = 4» 


1 


X cos  4 = 6 ( ✓/,  -4-  at  -h  . . . ) ; 


et  l’erreur  commise  sur  la  valeur  de  at  dépendra  déjà  de  at\  si 
nous  avions  pris  n~?.  la  première  erreur  commise  sur  ce 
coefficient  proviendrait  de  a 

De  ce  qui  précède,  on  déduit  les  équations  suivantes  : 


r — n — 1 


2 V 

a p ~ — y Xr  A cosy;/A  , 


r=o 

/•  = «—! 


= jt  V X,.Asi 


■a  sin/;r  A , 


n 


et  si  n = o ou  p = -ion  doit  remplacer  - par  -• 
r 2 n n 

Il  est  toujours  avantageux  de  prendre  pour  n un  nombre 
divisible  par  4 » car  chaque  quadrant  est  alors  divisé  en  un 
nombre  exact  de  parties,  et  les  valeurs  des  sinus  et  des  cosinus 
se  reproduisent  aux  signes  près.  Puisque  les  angles,  dont  la 
somme  est  36o°,  ont  les  mêmes  cosinus,  on  ajoutera  d’abord  les 
valeurs  de  X dont  les  indices  donnent  une  somme  égale  à 3(’>o°, 
et  on  multipliera  le  résultat  par  le  cosinus;  dans  le  cas  des  sinus, 
au  contraire,  il  faudra  retrancher  l’une  de  l’autre  celles  dont 
les  indices  donnent  une  somme  égale  à 36o°.  Désignons  par  XrA 

la  somme  des  deux  quantités  X/A  -+-  X,„_,.)A,  par  X,.A  leur  dif- 
férence XrA  — X{„_  r)A  : 

n 

r = - 
2 

ap—~  \ X,.A  cos/>/A, 
n 

r = o 
_ n 

* • ~ 2 

bp  = jt  ^ XrA  sin/^r  A. 

/*  = a Ü 

Soient  encore  XrA  et  X,.A  la  somme  et  la  différence  des  deux 
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Quantités  XrA  et  X /„  ■>  dont  les  indices  sont  supplémentaires, 

-t- 

et  par  X,.A  et  X,.*  la  somme  et  la  différence  des  deux  quantités 
X,. 4 et  X/„  \ dont  les  indices  sont  supplémentaires,  nous 

obtiendrons 

' ~ 4 

I o)  - ftp  = - \ X,  A COS/>rA,  si  p est  pair, 

n àmJ 

/•  - O 

avec  les  deux  exceptions  déjà  indiquées; 


(") 


( i?.) 


si  p est  impair; 


2 V 

- \ X,.Acos/>rA, 

/•  =o 
n 

r * - —i 
4 

bf  = - ^ X,  a sin/i'-A.  P est  pair; 


!>3) 


2 V 

— > Xj  ^SinurA,  si  P est  impair. 

n . 


Soit,  par  exemple,  «=  ia;  on  aura 


«,  = — r 

12  L 


— — f X,  + X X,i  -+- 


X„], 


a,  = - fX,  4-  Xj,  cos3o  4-  XM  cosGol s 

b _ +-  J 

n i g j^X,  -+-  X„  cosôo  — Xe.  cos6o  — X„], 


*,= 


- 6 prsi 


sin3o  + Xctsin6o  4-  X„li 


i,  — g |X,,sint>o  4-  X„  sin6o 


’]• 
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28.  Identité  des  résultats  obtenus  par  cette  méthode , et  de  ceux 
rjuq  donne  la  méthode  des  moindres  carrés.  — Si  I on  veut  avoir  le 
développement  d’une  fonction  périodique  jusqu’à  un  terme  déter- 
miné, il  faut  connaître  autant  de  valeurs  numériques  que  Pou  veut 
calculer  de  coefficients.  Quand  même  les  valeurs  données  seraient 
exactes,  on  n’obtiendrait  les  coefficients  qu’avec  l’exactitude  que 
comporte  la  théorie,  et  d’autant  moins  exactement  pour  un  coef- 
ficient, que  son  indice  serait  plus  grand  par  rapport  au  nombre 
donné  de  valeurs.  Mais  si  ces  valeurs  de  la  fonction  sont  déduites 
d’observations,  il  convient,  pour  éliminer  les  erreurs  d’observa- 
tion, d’employer  autant  d’observations  que  possible,  et,  par  suite, 
de  diviser  la  circonférence  en  un  nombre  de  parties  plus  grand 
qu’il  n’est  nécessaire  pour  la  détermination  des  coefficients.  Dans  ce 
cas,  on  traite  les  équations  par  la  méthode  des  moindres  carrés; 
cette  méthode  donne,  pour  la  détermination  des  coefficients,  les 
mêmes  équations  que  celles  du  n°  27  ; les  valeurs  obtenues  sont 
donc  les  valeurs  les  plus  probables. 

Soient,  en  effet,  X„,  XA,  XïA, . . .,  X(„_l)A  les  « valeurs  don- 
nées par  les  observations,  et  supposons  que  la  fonction  se  ré- 
duise à la  somme  a0  -f-  <7,  cos.r  -h  ù,sin  jr,  nous  aurons  les  équa- 
tions 

o — — X0  -f-  a o -4-  a \ , 
o ~ — XA  -f-  a,  -f-  a{  cos  A -f  bx  sin  A , 
o = — X,  A -h  au  -f-  a{  co§ 2 A -f-  b , sin  2A, 

* 

o — — X(„_,)A  -4-  a0  -4-  cos(  //  — i)  A -4  bx  sin  [n  — i}  A ; 

d’après  les  principes  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  les  équa- 
tions du  minimum  sont  les  suivantes,  où  [cos  A]d  ésigne  la  somme 
des  valeurs  de  cosr  A,  prise  de  r=z  o k r=z  n — i,  et  ainsi  des 
autres  : 

!na6  -h  [cos  A]  a{  H-  [sin  A J bx  — [XA]  = o, 

[cosA]tf0  -f-  [cos!A]  aK  -4-  [sin  A cosA]  bx  — [XacosA]  = o, 
[sinA]/7„  -f-  [cosA  sin  A]  c/,  -f-  [sin2A]  bt  — [XAsinA]  — o. 

é 

A l’aide  des  équations  du  n°  26,  les  précédentes  peuvent 
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s’écrire 

«.  = - [XA], 
n 

a,  — - [ XA  cos  A J , 
n 

• b{  = ^ [XAsinA], 

équations  qui  s’accordent  avec  celles  que  nous  avons  trouvées  au 
n°  27.  On  verrait  aisément  que  ce  qui  a élé  démontré  ici  pour  les 
trois  premiers  coefficients  s’applique  aux  suivants. 

On  peut  trouver  aussi  les  erreurs  probables  d’une  observation 
et  des  coefficients.  Soit  en  effet  [w]  la  somme  des  carrés  des 
erreurs  résiduelles  dans  les  équations  de  condition,  après  la  sub- 
stitution des  valeurs  les  plus  probables,  l’erreur  probable  d’une 
observation  sera 

r = 0,67449^/^5; 

celle  de  a0  sera  ....  -4=> 

r r y 2 

celle  de  a , sera .... — — _ , 

v/[cos’A]  \Jn 

celle  de  bt  sera ....  — =;  • 

^[sin2A]  sjn 

On  trouvera  un  exemple  de  ce  calcul  au  n°  C du  second  vo- 
lume. 

Remarque.  — Consulter  le  Jahrbuch,  de  Encke,  pour  1857,  pages  334  cl 
suivantes. 

M.  Le  Verrier  donne  dans  les  Annales  de  l’Observatoire  impérial , t.  1er,  une 
outre  méthode  pour  le  calcul  des  coefficients,  reproduite  sous  une  forme 
différente  par  Encke,  dans  le  Jahrbuch  de  18G0. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


DF.  LA  SPHÈRE  CÉLESTE  ET  DE  SON  MOUVEMENT  DIURNE. 


Dans  l’Astronomie  sphérique,  on  considère  les  astres  comme 
situés  à la  surface  de  la  sphère  céleste  apparente,  et  au  moyen  de 
coordonnées  sphériques  on  les  rapporte  à certains  grands  cercles 
de  cette  sphère.  L’Astronomie  sphérique  a pour  but  de  détermi- 
ner le  lieu  d’un  astre  par  rapport  à ces  grands  cercles,  et  les  po- 
sitions relatives  de  ceux-ci.  Il  faut  donc  apprendre  d’abord  à con- 
naître les  grands  cercles  dont  les  plans  servent  de  base  aux  diffé- 
rents systèmes  de  coordonnées,  et  les  méthodes  employées  pour 
rapporter  à un  nouveau  système  de  coordonnées  le  lieu  d’un  astre 
donné  par  rapport  à certains  axes. 

Quelques-uns  de  ces  systèmes  d’axes  coordonnés  sont  entraînés 
par  le  mouvement  diurne  de  la  sphère  céleste;  d’autres,  au  con- 
traire, sont  liés  à des  plans  qui  ne  participent  point  à ce  mouve- 
ment. Par  rapport  à un  de  ces  derniers  systèmes  la  position  d’une 
étoile  changera  constamment  : il  est  important  d’étudier  ces  chan- 
gements et  les  phénomènes  qui  en  résultent.  Mais  en  dehors  de  ce 
mouvement  général,  les  astres  en  possèdent  d’autres  beaucoup 
plus  lents,  en  vertu  desquels  leurs  positions  rapportées  à des  axes 
participant  au  mouvement  diurne  changeront  encore  : il  ne  suffît 
donc  pas  de  déterminer  le  lieu  d’un  astre,  il  faut  indiquer  aussi  le 
temps  auquel  ce  lieu  correspond.  Il  est  par  suite  nécessaire  de  sa- 
voir mesurer  le  temps,  ce  qui  se  fait  soit  à l’aide  du  mouvement 
diurne  seul,  soit  à l'aide  de  ce  mouvement  combiné  avec  celui 
du  Soleil. 

I.  — Des  différents  systèmes  de  plans  f.t  de  cercles 

DE  LA  SPHÈRE  CÉLESTE. 

« 

29.  Équateur  et  horizon.  — Pôles  de  l’équateur  et  de  l’ho- 
rizon. — Les  étoiles  nous  semblent  situées, à la  surface  d’une 
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sphère  dont  la  concavité  est  tournée  vers  nous;  par  suite  du  mou- 
vement de  rotation  de  la  Terre,  celte  sphère  nous  paraît  emportée 
en  sens  opposé,  c’est-à-dire  de  l'est  à l’ouest;  une  ligne  parallèle 
à l’axe  de  la  Terre  et  menée  par  un  point  de  sa  surface  décrit  dans 
le  mouvement  diurne  là  surface  d'un  cylindre  ayant  pour  base  le 
parallèle  du  point  considéré;  mais,  puisque  la  distance  des  étoiles 
est  infiniment  grande  par  rapport  au  diamètre  de  la  Terre,  cette 
ligne  coupe  toujours  la  sphère  céleste  aux  mêmes  points  que  l’axe 
de  la  Terre.  Ces  points,  vus  de  la  Terre,  paraissent  immobiles  sur 
la  sphère  céleste  et  s'appellent  pôles  de  la  sphère  céleste  ou  pôles 
du  monde;  celui  qui  correspond  au  pôle  nord  de  la  Terre  et  qui 
est  visible  dans  l'Iiemisphère  terrestre  boréal  s’appelle  pôle  nord; 
le  pôle  opposé  est  le  pôle  sud.  Une  ligne  parallèle  au  plan  de  l'é- 
quateur terrestre,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à la  première,  dé- 
crit dans  le  mouvement  diurne  un  plan  qui  coupe  la  sphère  celcste 
suivant  un  grand  cercle  dont  les  pôles  sont  les  pôles  du  monde, 
et  qu'on  appelle  équateur.  Une  droite  inclinée  sur  l’axe  de  la 
Terre  d’un  angle  différent  de  go"  décrit  la  surface  d’un  double 
cône  dont  l’intersection  avec  la  sphère  céleste  se  compose  de  deux 
petits  cercles  parallèles  à l'équateur;  leur  distance  angulaire  au 
pôle  est  égale  à l'angle  de  cette  ligne  avec  l’axe;  on  les  nomme 
parallèles. 

Le  plan  tangent  en  un  lieu  de  la  surface  de  la  Terre  coupe 
la  sphère  céleste  suivant  un  grand  cercle,  V horizon,  qui  sépare  la 
partie  visible  de  la  sphère  de  sa  partie  invisible.  L’angle  de  l’axe 
du  monde  avec  ce  plan  est  la  latitude  géographique  du  lieu;  la 
tangente  au  méridien  du  lieu  décrit  dans  le  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Terre  un  double  cône  qui  coupe  la  sphère  céleste  sui- 
vant deux  parallèles,  dont  la  distance  au  pôle  le  plus  voisin  est 
égalé  à la  latitude  du  lieu.  Le  plan  de  l’horizon  est  toujours  tan- 
gent à ce  double  cône,  et  les  deux  parallèles  déterminent  deux 
zones,  dont  la  plus  voisine  du  pôle  visible  est  constamment  au- 
dessus  de  l’horizon,  tandis  que  l’autre  est  toujours  au-dessous;  les 
étoiles  situées  dans  les  autres  régions  du  ciel  ont  un  lever  et  un 
coucher,  et  décrivent  de  l’est  à l’ouest  un  parallèle  généralement 
incliné  sur  l’horizon.  Une  ligne  perpendiculaire  à l’horizon  passe 
par  le  zénith,  point  le  plus  élevé  de  l’hémisphère  visible,  et  par  le 
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nadir , point  diamétralement  opposé.  Dans  le  mouvement  diurne, 
cette  ligne  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  petit  cercle,  dont  la 
distance  au  pôle  est  égale  au  complément  de  la  latitude  du  lieu; 
toutes  les  étoiles  situées  à cette  distance  du  pôle  passent  donc  par 
le  zénith  du  lieu;  la  verticale  et  la  parallèlê  à Taxe  du  monde  sont 
toutes  deux  situées  dans  le  plan  du  méridien  du  lieu;  par  suite, 
ce  plan  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  grand  cercle  qui  passe 
par  les  pôles  du  monde,  le  zénith  et  le  nadir.  On  désigne  indiffé- 
remment sous  le  nom  de  méridien  ce  plan  et  le  grand  cercle  qui 
lui  correspond.  Toutes  les  étoiles  traversent  deux  fois  ce  plan 
pendant  la  durée  d’une  révolution  diurne;  la  partie  du  méridien 
passant  par  le  zénith  et  allant  du  pôle  visible  au  pôle  invisible 
correspond  au  méridien  d’un  lieu  sur  la  surface  de  la  Terre; 
l’autre  partie  correspond  au  méridien  d’un  lieu  dont  la  longitude 
diffère  de  i8o°  ou  douze  heures.  Quand  une  étoile  atteint  la 
première  partie  du  méridien,  on  dit  qu’elle  est  à sa  culmination 
supérieure  ; au  contraire,  elle  est  à sa  culmination  inférieure  lors- 
qu’elle en  atteint  la  seconde  partie.  On  ne  peut  donc  voir  à leur 
culmination  supérieure  que  les  étoiles  dont  la  distance  au  pôle 
invisible  est  plus  grande  que  la  latitude  du  lieu,  et  à leur  culmi- 
nation inférieure  que  celles  dont  la  distance  au  pôle  visible  est 
moindre  que  cette  quantité. 

L’arc  du  méridien  compris  entre  le  pôle  et  l’horizon  est  la 
hauteur  du  pôle , il  est  égal  à la  latitude  du  lien;  l’arc  du  méridien 
compris  entre  l’équateur  et  l’horizon  est  la  hauteur  de  l'équateur , 
complément  de  la  hauteur  du  pôle. 

30.  Premier  système  des  coordonnées  : Azimut  et  hauteur.  — 
Pour  fixer  par  rapport  à l’horizon  la  position  d’une  étoile  sur  la 
sphère  céleste,  on  emploie  deux  coordonnées  sphériques.  L’une 
d’elles  est  l’arc  du  grand  cercle  mené  par  l’étoile  et  le  zénith, 
compris  entre  l’horizon  et  l’étoile,  et  compté  de  l’horizon  vers  le 
zénith;  cet  arc  s’appelle  hauteur  et  le  cercle  dont  il  fait  partie 
vertical  de  l’étoile;  l’autre  coordonnée  est  Va  zi  mut,  arc  de  l’ho- 
rizon compris  entre  le  vertical  et  le  méridien  du  lieu,  et  compté 
du  sud  du  méridien  de  o°  à 36ou  par  l’ouest,  le  nord,  et 
l’est.  Au  lieu  de  la  hauteur,  on  emploie  fréquemment  la  distance 
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zénithale y arc  du  vertical  compris  entre  l’étoile  et  le  zénith;  elle 
est  le  complément  de  la  hauteur.  Les  petits  cercles  parallèles  à 
l’horizon  s’appellent  cercles  horizontaux  ou  almicantarats. 

On  peut  aussi  employer  un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires, dans  lequel  l’axe  des  z est  perpendiculaire  au  plan  de 
l’horizon,  Taxe  des  x une  droite  de  ce  plan  passant  par  l’origine 
des  azimuts,  et  l’axe  des  y une  autre  droite  passant  par  l’azimut  90°, 
c’est-à-dire  par  le  point  ouest.  Si  l’on  désigne  l’azimut  par  A et  la 
hauteur  par  /1,  on  a v 

x — coshcosA,  y = cos  A sin  A,  z — s\nh. 

TXcnmrtjuc.  — Pour  observer  ces  coordonnées  sphériques,  on  se  sert  d’un 
instrument  appelé  altazimut  dont  la  construction  correspond  complètement 
à ce  système  de  coordonnées.  Il  se  compose  essentiellement  d'un  cercle  di- 
visé, porté  par  trois  vis  calantes,  et  qu’on  peut  rendre  horizontal  à l’aide 
d’un  niveau.  Ce  cercle  représente  le  plan  de  l’horizon.  Un  axe  perpendicu- 
laire dirigé  vers  le  zénith  et  passant  par  son  centre  porte  un  second  cercle, 
dont  le  plan  lui  est  parallèle  et  pur  suite  perpendiculaire  au  plan  de  l'ho- 
rizon. Autour  du  centre  de  ce  second  cercle  se  meut  une  lunette,  liée  à 
un  index  qui  donne  la  position  de  la  lunette  sur  le  cercle.  L’axe  vertical, 
mobile  avec  le  cercle  et  la  luuette,  porte  un  second  index,  au  moyen  duquel 
on  détermine  sa  position  sur  le  cercle  horizontal.  Il  suffit  dès  lors  de  con- 
naître à quel  point  de  chacun  de  ces  cercles  correspondent  le  méridien  et  le 
zénith,  pour  pouvoir,  en  visant  une  étoile  avec  la  lunette,  déterminer  son 
azimut  et  sa  distance  zénithale  ou  sa  hauteur. 

D’autres  instruments  ne  permettent  d’observer  que  les  hauteurs,  ils  s’ap- 
pellent instruments  de  hauteur;  ceux  qui  servent  seulement  à l’observation 
des  azimuts  s'appellent  théodolites. 

31.  Second  système  de  coordonnées  : Angle  horaire  et  décli- 
naison. — L’azimut  et  la  hauteur  d’un  astre  varient  constam- 
ment  à cause  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  et  diffèrent 
au  même  instant  en  chaque  lieu  de  sa  surface.  11  est  parfois  né- 
cessaire d’indiquer  les  positions  des  étoiles  à l’aide  de  coordonnées 
dont  les  valeurs  soient  indépendantes  du  lieu  d’observation  et  du 
mouvement  diurne;  on  les  rapporte  alors  à des  grands  cercles 
fixes  sur  la  sphère  céleste  : que  par  le  pôle  et  l’étoile  on  mène  un 
grand  cercle,  l’arc  de  ce  grand  cercle  compris  entre  l’équateur  et 
l’étoile  est  la  déclinaison  ; celui  qni  mesure  la  distance  de  l’étoile 
au  pôle  est  la  distance  polaire ; ce  grand  cercle  lui-inème  s’appelle 
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cercle  de  déclinaison  : la  déclinaison  est  comptée  positivement 
quand  l’étoile  est  située  dans  la  partie  du  cercle  de  déclinaison 
comprise  entre  l’équateur  et  le  pôle  nord,  négativement  quand 
l’étoile  est  située  dans  la  partie  comprise  entre  l’équateur  et  le 
pôle  sud;  la  déclinaison  et  la  distance  polaire  sont  complémen- 
taires l’une  de  l’autre  et  correspondent  à la  hauteur  et  à la  dis- 
tance zénithale  dans  le  premier  système  de  coordonnées. 

L’arc  d’équateur  compris  entre  le  cercle  de  déclinaison  de 
l’astre  et  le  méridien  ou  l’angle  au  pôle  qu’il  mesure  s’appelle 
angle  horaire  de  l’étoile,  et  peut  servir  de  deuxième  coordonnée. 
On  le  compte  de  o°  à 'Mxj0,  à partir  du  méridien,  dans  le  sens 
du  mouvement  diurne,  c’est-à-dire  de  l’est  à l’ouest  en  passant 
par  le  sud. 

Les  cercles  de  déclinaison  ou  cercles  horaires  correspondent 
aux  méridiens  sur  la  surface  de  la  Terre,  et  l’on  voit  de  suite  que 
lorsqu’une  étoile  passe  au  méridien  d’un  lieu  dont  la  longitude 
ouest  est  /,  elle  a au  même  instant  un  angle  horaire  égal  à A,  Kn 
général,  quand  une  étoile  a en  un  lieu  déterminé  l’angle  horaire  t, 
elle  a au  même  instant  un  angle  horaire  égal  à t - 4-  A en  un  lieu 
dont  la  longitude  est  h (comptée  positivement  à l’est,  négative- 
ment à l’ouest). 

Au  lieu  d’employer  ces  deux  coordonnées  sphériques,  décli- 
naison et  angle  horaire,  on  peut  encore  fixer  la  position  d’un 
astre  à l’aide  de  coordonnées  rectangulaires  : on  prend  un  sys- 
tème de  trois  axes,  dans. lequel  la  partie  positive  de  l’axe  des  z 
est  perpendiculaire  à l’équateur  et  dirigée  vers  le  pôle  nord,  tan- 
dis que  les  axes  des  x et  des  y sont  dans  le  plan  de  l’équateur,  la 
partie  positive  de  l’axe  des  x passant  par  l’origine  des  angles 
horaires,  et  la  partie  positive  de  l'axe  des  y par  le  point  dont 
l’angle  horaire  est  go°.  Soient  3 la  déclinaison,  t l’angle  horaire, 
un  a 

x'~cos£cos t,  y'  = cos<î  sinf,  s'  = sino. 

Remarqua.  — Il  existe  une  seconde  espèce  d’instruments  correspondants 
à ce  deuxième  système  de  coordonnées, déclinaison  et  angle  horaire.  On  les 
appelle  instruments  parallactiqucs  ou  équatoriaux  ; le  cercle  qui  tout  à 
l'heure  était  parallèle  à l'horizon,  est  maintenant  parallèle  à Péquatcur, 
de  telle  sorte  que  l’axe  perpendiculaire  est  dirigé  suivant  l’axe  du  monde, 
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el  qui-  tout  cercle  parallèle  à l'axe  est  un  cercle  de  déclinaison.  Si  l'on  con- 
naît les  points  de  chacun  des  cercles  qui  répondent  l'un  au  méridien,  origine 
dc'i  angles  horaires,  l'autre  au  pôle,  il  est  facile  de  trouver  l’angle  horaire 
et  la  déclinaison  ou  la  distance  polaire  d'un  a6lre. 

32.  Troisième  système  tic  coordonnées  : Ascension  droite  et  dé- 
clinaison. — Dans  le  système  précédent,  l'une  des  coordonnées,  la 
déclinaison,  est  invariable;  l'autre,  l’angle  horaire,  croît  propor- 
tionnellement an  temps,  et  diffère  au  même  instant  pour  des  lieux 
de  la  Terre  dont  la  longitude  est  différente.  Afin  d'avoir  une 
deuxième  coordonnée  constante,  on  adopte  pour  origine  un  point 
fixe  de  l’équateur.  Au  lieu  du  point  variable  où  le  méridien  vient 
le  couper,  on  choisit  l’un  des  points  d’intersection  de  l’équateur  et 
du  grand  cercle  que  le  centre  du  Soleil,  vu  du  centre  de  la  Terre, 
décrit  parmi  les  étoiles  d'occident  en  orient  dans  l’espace  d’une 
année.  Ce  grand  cercle,  appelé  écliptique,  fait  avec  l’équateur  un 
angle  d'environ  23°3o',  qu’on  nomme  obliquité  de  l'écliptir/ue ; 
les  points  d’intersection  de  l’écliptique  avec  l’équateur  s’appellent 
équinoxes  du  printemps  et  d’automne,  parce  que  pour  toute  la 
Terre  le  jour  est  égal  à la  nuit,  quand,  le  2.1  mars  et  le  2.3  septembre, 
le  Soleil  se  trouve  en  l’un  de  ces  deux  points  (*).  Les  points  de 
l’écliptique  situés  à rjo“  des  équinoxes  se  nomment  solstices.  Celle 
nouvelle  coordonnée  comptée  sur  l’équateur  à partir  de  l’équi- 
noxe du  printemps,  et  de  o°  à 36o'’  de  l’ouest  à l’est,  en  sens 
inverse  du  mouvement  diurne,  est  appelée  ascension  droite. 

Au  lieu  des  coortlonnées  sphériques,  ascension  droite  et  décli- 
naison, on  peut,  comme  plus  haut,  introduire  des  coordonnées 
rectangulaires,  en  rapportant  la  position  de  l’astre  à un  système  de 
trois  axes,  dans  lequel  la  partie  positive  de  l’axe  des  z est  per- 
pendiculaire à l’équateur  et  dirigée  vers  le  pôle  nord;  l’axe  des.r 
et  l’axe  des  y sont  situés  dans  le  plan  de  l’équateur,  la  partie  posi- 
tive de  l’axe  des  x étant  dirigée  vers  l’origine  des  acensions  droites, 
et  la  partie  positive  de  l’axe  des  y vers  le  point  dont  l’ascension 


(*)  F.n  effet,  l'équateur  et  l'horizon  so  coupent  en  deux  partie*  égale» 
puisque  ce  sont  deux  grands  cercles;  doue,  quand  le  Soleil  est  sur  l'equateur, 
il  reste  cc  jour-14  aussi  longtemps  au-dossus  du  l'horizon  qu'au-dessuus. 
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droite  est  90°.  Soit  a l'ascension  droite,  on  a 

•r'  = cosJcosa,  = cos3  »in  a,  i'  = sin<î. 

Les  deux  coordonnées  a et  S sont  constantes  pour  chaque  étoile. 
Mais  pour  en  déduire  le  lieu  d’un  astre  à un  instant  déterminé, 
il  faut  connaître  au  même  instant  la  position  de  l’équinoxe  du 
printemps  par  rapport  au  méridien,  c'est-à-dire  l’jngle  horaire 
de  ce  point,  qui  est  appelé  temps  sidéral.  On  compte  ï'\  heures 
sidérales  dans  le  jour  sidéral,  temps  d'une  révolution  complète  de 
la  sphère  céleste.  Il  est  o’’,T.  S.  en  un  lieu  quand  le  point  équi- 
noxial du  printemps  passe  au  méridien  de  ce  lieu;  ih,T.  S.,  quand 
l'angle  horaire  de  ce  point  est  i5°  ou  i\ 

Désignons  le  temps  sidéral  par  0,  on  a toujours 

0 — t = i,  d’où  1 = 6 — a. 

Supposons,  par  exemple,  l’ascension  droite  d’une  étoile  égale 
à 190°  20',  le  temps  sidéral  e — 6o° -,  alors  t = 229"  4°'  ou 
1 3o°ao'  à l’est. 

De  l’équation  précédente,  il  résulte  que  pour  f = o,  0=  a.  Le 
temps  sidéral  du  passage  d’une  étoile  au  méridien  d’un  lieu  est 
marqué  par  son  ascension  droite  exprimée  en  temps.  Si  donc  on 
connaît  l’ascension  droite  d’une  étoile  qui  passe  au  méridien  à un 
instant  déterminé,  on  a par  cela  même  le  temps  sidéral  pour  cet 
instant  (*). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  le  temps  sidéral  en  un  lieu 
est  0,  au  même  instant  le  temps  sidéral  en  un  autre  lieu  dont  la 
longitude  diffère  de  X,  est  0 -+-  X,  où  k est  positif  ou  négatif  sui- 
vant que  ce  lieu  est  à l’est  ou  à l’ouest  du  premier. 

Remarque.  — On  peut  déterminer  les  coordonnées  do  ce  troisième  sys- 
tème à l’aide  des  instruments  de  la  seconde  espèce  quand  on  connaît  le 


(*)  La  conversion  d’un  arc  en  temps  et  l’opération  inverse  se  présentent 
fréquemment. 

i°  Conversion  d’un  arc  en  temps.  — On  divise  par  i5  les  degrés,  minute* 
et  secondes  d’arc;  les  quotients  sont  des  heures,  des  minutes  cl  des  secondes 
de  temps;  on  multiplie  par  4 les  restes  des  divisions  des  degrés  et  des  nii- 
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temps  sidéral.  Dans  un  cas  particulier,  on  peut  les  observer  aussi  avec  les 
instruments  de  la  première  espèce,  c'est-i-dire  au  moment  du  passage  de 
l'étoile  au  méridien.  En  effet,  l'observation  du  passage  donne  l'ascension 
droite,  et  celle  delà  hauteur  de  l'étoile  dans  le  méridien  donne  la  déclinai- 
son, pourvu  toutefois  que  la  hauteur  de  l'équateur  ou  du  pâle  an  lieu  de 
l'observation  soit  connue.  Sources  observations  on  emploie  le  cercle  méri- 
dien. Si  cet  instrument  ne  doit  pas  servir  à observer  les  hauteurs,  mois  seule- 
ment le  temps  du  passage  de  l'étoile  au  méridien,  c'est  simplement  un  ct-rclc 
uzimutal  place  dans  le  plan  du  méridien,  qu'on  appelle  instrument  des  pas- 
sages. En  observant,  à l'aido  d'une  pendule  sidérale  bien  réglée,  les  temps 
des  passages  des  étoiles  au  méridien,  on  a leurs  différences  en  ascension 
droite;  il  est  plus  difficile  de  connaître  les  ascensions  droites  absolues, 
car  le  point  origine  des  ascensions  droites  n'est  pas  immédiatement  ob- 
servable. 

33.  Quatrième  sy  stème  de  coordonnées  : Longitude  et  latitude . 
— On  emploie  enfin  un  système  de  coordonnées  qui  a pour  base 
l’écliptique;  les  grands  cercles  qui  passent  par  le  pôle  de  l’éclip- 
tique, et  par  conséquent  lui  sont  perpendiculaires,  s’appellent 
cercles  de  latitude , et  Tare  d’un  tel  cercle  compris  entre  l’éclip- 
tique et  l’astre  s’appelle  latitude  de  l’étoile;  la  latitude  est  positive 
quand  l’astre  est  dans  l’hémisphcre  situé  au  nord  de  l’écliptique, 


nu  tes  d'arc,  les  produits  sont  des  minutes  cl  des  6ecoudcs  de  temps  qu'il 
Tant  ajouter  aux  précédents. 

Soit  par  exemple  à convertir  en  temps  239°  i8'46",73. 

239"  = «5h-+-  14  X 4m 

= >ra  4-3x4* 

46*, 75  =*  3», 117 

*39°  18' 4G" j — i5h  57"*  i5*,t  17. 

a°  Conversion  d’un  temps  en  arc.  — On  multiplie  les  heures  par  1 5 , on 
obtient  des  degrés;  on  divise  par  4 les  minutes  et  les  secondes  de  temps,  les 
quotientssont  des  degrés  et  des  minutes  d'arc;  on  multiplie  par  i5  les  restes 
de  ces  divisions,  ce  qui  donne  des  minutes  et  des  secondes  d'arc,  et  on  ajoute 
toutes  ces  quantités. 

Soit  par  exemple  à convertir  en  arc  i5h57m  i5*,t  17. 

i5h  = m5° 

57 m = i4°h-ixi5' 

■ 5*,  117  = 3'h-3,i»7X  t"»* 

,5b  5^111 1 5* , , , 7 = 239°  i8'46">75. 


Digitized  by  Google 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


9e 

négative  quand  il  est  dans  l'hémisphère  sud  ; l’autre  coordonnée, 
la  longitude , est  comptée  sur  l’écliptique  : c’est  l’arc  compris  entre 
le  cercle  de  latitude  de  l’étoile  et  l’équinoxe  du  printemps.  Elle 
est  comptée  de  o°  à 3Go°  à partir  de  l’équinoxe,  dans  le  même  sens 
que  l’ascension  droite,  sens  opposé  à celui  du  mouvement 
diurne  (*).  Le  cercle  de  latitude  dont  la  longitude  est  nulle  est  le 
colurc  de  l’équinoxe  ; celui  dont  la  latitude  est  t)o"  est  le  colurc  du 
solstice.  L’arc  de  ce  dernier  colure  compris  entre  l’équateur  et  l’é- 
cliptique, ou  l’arc  égal  compris  entre  le  pôle  de  l’équateur  et  le 
pôle  de  l’écliptique,  est  Y obliquité  de  l’écliptique. 

• Nous  désignerons  toujours  la  longitude  par  la  latitude  par  j3, 
et  l’obliquité  de  l'écliptique  par  c. 

On  exprime  aussi  les  coordonnées  sphériques  (Set),  à l’aide  d'un 
système  de  coordonnées  rectangulaires  dans  lequel  la  partie  posi- 
tive de  l’axe  des  y est  perpendiculaire  au  plan  de  l’écliptique  et 
dirigée  vers  le  pôle  nord  ; l’axe  des  x.  et  l’axe  des  y sont  situés 
dans  l’écliptique,  la  partie  positive  de  l’axe  des  x passant  par  le 
point  origine,  celle  de  l’axe  des  y par  le  point  de  longitude  t)o°. 
On  a alors 

xm  = cos  p cos  À,  y'"  — cos  {3  sin  a,  z”  — sin  . 

Ces  coordonnées,  longitude  et  latitude,  ne  sont  pas  données 
par  l’observation  directe,  mais  on  les  déduit  à l’aide  du  calcul  des 
coordonnées  d’un  autre  système.  * 

J 

Remarque.  — Puisque  le  mouvement  du  Soleÿ  n'est  qu'apparent,  et  que 
la  Terre  tourne  réellement  en  un  an  autour  du  Soleil,  il  est  bon  de  se  fami- 
liariser avec  la  signification  qu'ont  dans  ce  cas  les  cercles  dont  nous  venons 
de  parler.  Le  centre  de  la  Terre  se  meut  autour  du  Soleil  dans  un  plan,  qui 
passe  par  lo  centre  du  Soleil  et  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  grand 
cercle,  Yécliptique.  La  longitude  do  la  Terre  vue  du  Soleil  diffère  donc  tou- 
jours de  i8o°  de  la  longitude  du  Soleil  vue  de  la  Terre  : l'axe  de  la  Terre  fait 
avec  ce  plan,  un  angle  de  GG°  3o',  et  reste  toujours  parallèle  à lui-môme, 
pendant  son  mouvement  autour  du  Soleil  ; il  décrit  donc  dans  l'espace  d’une 
année  la  surlace  d'un  cylindre  dont  la  base  est  l’orbite  terrestre.  En  raison 


(*)  Les  longitudes  des  étoiles  sont  souvent  aussi  données  au  moyen  des 
signes  du  Zodiaque,  dont  chacun  comprend  3o°.  Ainsi  G signes  i5°  = i()f»0  de 
longitude. 
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(le  la  grande  distance  des  étoiles,  cet  aie,  dans  toutes  ses  ^ô>ilions,  pa- 
rait percer  la  sphère  au  même  point,  le  pèle  du  monde,  dont  la  dis- 
tance au  pète  do  l'écliptique  e.t  de  'j3°3u';  de  même  dans  ce  mouvement 
de  rotation  l'équateur  terrestre  reste  toujours  parallèle  à lui-même,  il  te 
déplace  pourtant  dans  le  cours  d'une  année  de  tout  le  diamètre  de  l'orbite 
terrestre.  Mois,  à cause  de  la  distance  infinie  des  étoiles,  les  intersections 
do  la  sphère  celeste  et  de  tous  les  plans  avec  lesquels  l'équateur  terrestre 
coïncide  successivement  se  confondront  toujours  avec  le  grand  cercle  dont 
les  pèles  sont  les  pèles  du  monde;  et  les  lignes  suivant  lesquelles  ces 
plans  se  coupent  seront  toujours  dirigées  vers  les  points  d'intersection  de 
l'équateur  et  de  l'écliptique. 


II.  — Transformation  de  ces  différents  systèmes  de  coordonnées. 

34.  Transformation  rte  l 'azimut  et  rtc  la  hauteur  en  angle  ho- 
raire et  déclinaison.  — Supposons  le  lien  d’un  astre  donné  par 
son  azimut  et  sa  hauteur,  et  cherchons  & déterminer  son  angle 
horaire  et  sa  déclinaison.  Pour  cela  nous  ferons  tourner  l'axe 
des  z du  premier  système  de  coordonnées  dans  le  plan  des  x z,  de 
l’axe  des  x positifs  vers  l’axe  des  z positifs,  d’un  angle  égal  à 
go°  — y (y  étant  la  hauteur  du  pôle),  car  les  axes  des  jr  coïnci- 
dent dans  les  deux  systèmes;  les  formules  (1  «)  de  la  transforma- 
tion des  coordonnées  ou  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique appliquées  au  triangle  formé  par  le  zénith,  le  pôle  et  l’étoile 
donneront  (*) 

sin 3 - siny  sin  A — cosycos h cosA, 
cosô  sinf  = cos  A sin  A, 
costTcosf  ==  sin  h cos  y -t-  cash  sin  y cos  A. 

Afin  de  transformer  ces  formules  en  d’autres  plus  commodes 
pour  le  calcul  logarithmique,  on  pose 

sin  A = ni  cosM, 
cosA  cosA  = m sinM, 


(*  ) Le»  troi»  vêlé*  Je  ce  triangle  «oui  respectivement 
• go°  — h,  90"  — S.  yo”  — y, 
et  le»  angles  opposé» 

/,  1800— A et  l’angle  à l'étoile. 
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el  on  obtient 


sinj  = m sin  (»  — M), 
coso  sin  / = cos  h sin  A, 
cos  5 cos/  =;  m cos  (y  — M). 


Ces  formules  donnent  sans  ambiguïté  les  grandeurs  cherchées, 
car  chaque  élément  est  donné  par  son  sinus  et  son  cosinus;  leurs 
signes  déterminent  donc  le  quadrant  dans  lequel  sc  trouve  l'extré- 
mité de  l’arc  qui  le  mesure. 

Les  quantités  auxiliaires  m et  M ont  une  signification  géomé- 
trique facile  à trouver.  A ce  point  de  vue  leur  introduction  revient 
à l’emploi  des  deux  triangles  rectangles  déterminés  par  le  grand 
cercle  abaissé  de  l’étoile  perpendiculairement  sur  le  côté  90"  — y 
ou  sur  son  prolongement,  et  dont  la  somme  ou  la  différence  forme 
le  triangle  sphérique  obliquangle.  En  effet,  M est  donné  par  la 
relation 

tang//  =1  cosAcotM, 

et  il  résulte  de  la  troisième  des  formules  (16)  du  n"  8,  que  M est 
l’arc  compris  entre  le  zénith  et  le  pied  de  la  hauteur  du  triangle. 
D’un  autre  côté  la  première  des  formules  (10)  montre  que  la  hau- 
teur P du  triangle  se  déduit  de  l’égalité 


sin  h cos  P cosM  ; 


et  en  comparant  cette  formule  avec  l’une  des  précédentes 
sin/i  z=  /;/  cosM, 


on  voit  que  m est  égal  au  cosinus  de  cette  hauteur. 
Exemple.  — Soient 


tf  = 5a03o't6",o 
h — 16.  11.44  >° 

A — 202.  4 ■ >5  ,5 
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Le  calcul  sera  le  suivant  : 


cos  A i ,9669481  //  w’sinM...  1,9493620// 

cos//  . . . . . . 1,9824139  ///cosM  . . . . 1,4454744 

sin  A 1,5749045//  M = — 7 20  35' 54",  6 1 

* sinM....  1,979654^// 

<?  — M = 1 25°  6'  1 o" , 6 1 


sin  <p  — M)  . . . 

//.• 

cos  ( o — M ) . . . . 

cos#  sin/...  i,557  3i84// 

cos#  cos  /...  1 ,7294  1 i4" 

/ = 2 1 3°  56'  2",  22 
cos  / ...  1,9189115// 


1,9128171 
1^,  9(597078 
1 ,7597036// 

sin  <5...  1,882.5249 

cos#.  . . 1,8104999 

# = -f  49-43' 46^,00 


35.  Transformation  de  l'angle  horaire  et  de  la  déclinaison  en 
azimut  et  hauteur.  — Dans  la  suite,  on  aura  plus  fréquemment 
à résoudre  le  problème  inverse  : Un  lieu  étant  donné  par  son 
angle  horaire  et  sa  déclinaison , on  veut  trouver  son  azimut  et  sa 
hauteur.  Les  formules  du  n°  3 relatives  à la  transformation  des 
coordonnées  donnent  les  équations  suivantes  : 


sin  h = sin  y sin#  -+-  cosij-  cos#eos/, 
cos//  sin  A — cosô  sin/, 
cos//  cos  A — — cos«j>sin#  -f-  sin  <p  cos#  cos/, 


formules  auxquelles  on  donnera  une  forme  plus  commode  par 
l’introduction  d’un  anyle  auxiliaire.  Posons,  en  effet, 


il  en  résulte 


cos#  cos  t = ///  cos  M, 
sin  # — m sin  M ; 

sin  //  — ///  cos  — M } , 
cos  h sin  A — cos#  sin/, 
cos//  cos  A --  ///  sin  (<p  — M ), 


/ • 


♦ 


IOO 
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ou  aussi 


tang  A 
tang/i 


cosM  tangr 
sia  [y  — M) 
cos  A 


tang  (?  — AI  ) 


i*)- 


Dans  le  cas  où  l'on  cherche'la  distance  zénithale  seule,  les  for- 
mules suivantes  sont  commodes.  De  la  première  des  égalités  pré- 
cédentes on  déduit  poursin/i  ou  cosz 

eosz  = cos  (?  — 3)  — 2 cos?  cosiî  sin1  - 


.3  , © — O * . t 

sinJ  - = sm!  — — — -l-  coso  coso  sin’  -• 
2 2 2 


Posons  maintenant 


n — si  n - - , /«  — y'cos  ? cos  3 , 


il  vient 


sin’  — = m 
i 


/ >»'  . t\ 

V ■*"«»  Sln  â)’ 


■ If  * 1 «T 

ou,  si  I on  pose  — sin  - — tang N, 
« 2 • 


. z n z m . t 

sin  — = n et  sin  - = - — — sin  -■ 

2 cos  N 2 sin  N 2 


Lorsque  sin  N est  plus  grand  que  cosN,  il  est  préférable  d’em- 
ployer la  seconde  formule. 

En  outre,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  il  faut,  dans  la 
formule  qui  sert  au  calcul  de  n,  employer  ? — à pour  les  étoiles 
qui  passent  dans  le  méridien  au  sud  «lu  zénith,  et  5 — ? pour 
celles  dont  la  culmination  se  fait  au  nord  du  zénith. 

Appliquons  les  formules  de  Delainbreau  triangle  formé  par  le  * 


(*)  Puisque  l'azimut  est  toujours  du  môme  rûté  du  méridien  que  l'angle 
horaire,  il  n'y  aura  jamais  d'ambiguîtô  pour  le  choix  du  quadrant. 
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zénith,  le  pôle  et  l’étoile;  nous  obtiendrons,  en  désignant  par  p 
l’angle  qui  a son  sommet  à l'étoile, 


z .À  — p . t . o -h  S 

cos  — sia ~ sin  - sin  - y 

12  22 

z A — p / 9 — S 

cos  — cos = cos  — COS 5 

2 2 12 

, Z . À ~4“  p . / y -f-  ^ 

sin  - sin = in  - cos  * 

12  12 


. z A -A-  P t . 9 — iï 

sin  - cos — os  - sin  J • 

2 1 2 2 

Comptons  l’azimut  à partir  du  point  nord,  comme  on  le  fait 
dans  le  cas  de  l’étoile  polaire;  en  d'autres  termes,  remplaçons  A 
par  i8o° — A dans  ces  formules,  nous  obtenons 


z . /»  4-  A t o — 9 

cos  - sin — cos  - cos  — * 

2 2 2 1 

z //  4-  A . t . Æ 4-  ? 

cos  - cos = sin  - sin  y 

2 1 2 2 

. z . p — A t . $ — 9 

sin  - sin = cos  - sin y 

s 2 1 2 2 

. z p — A . t S 4-  9 

sin  - cos = sin  - cos • 

2 2 2 2 


Il  arrive  souvent  que  pour  une  même  latitude,  on  a à faire  un 
grand  nombre  de  ces  transformations  (*).  Dans  ce  cas  on  abrège 
beaucoup  le  calcul  en  réduisant  en  tables  certaines  des  quantités 
ù déterminer.  La  transformation  suivante  est  surtout,  commode. 
On  avait 

(a)  sin//  — sin  y sin 3 4-  cos?  cos«î  cos/, 

(b)  cos//  sin  A = cos  S sin/, 

(c)  cos//  cos  A = — cosç  sintî  4-  sin  y cos  o cos/. 


( * ) Si,  par  exemple,  on  veut  observer  des  étoiles  données  par  tours  ascen- 
sions droites  et  leurs  déclinaisons,  à l'aide  d'un  instrument  sur  lequel  on 
ne  peut  lire  que  les  hauteurs  et  les  azimuts,  il  faut  d'abord  calculer  l'angle 
horaire  & l'aide  de  l'ascension  droite  et  du  temps  sidéral. 


Digitized  by  Google 


102 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


Désignons  par  A,  et  3,  les  valeurs  de  A et  a qui  correspondent 
à 4 = o dans  les  équations  précédentes,  et  qui,  par  suite,  sont 
données  par  les  équations 

(<•/)  o = sina  sin 3,  -f-  cosij»  cos 3, cos/, 

( e ) sin  A,  = cos5,  sin/, 

(/)  cos  A,  = — cosy  sind,  -+-  sin  ^ cos  3,  cos/. 


Multiplions  l’équation  (/")  par  cosy,  l'équation  (il)  par  sin  y,  et 
retranchons  la  seconde  de  la  première.  Multiplions  l'équation  (/) 
par  siny,  et  l’équation  (il)  par  cosÿ,  et  retranchons  la  seconde 
«le  la  première,  nous  obtenons 

cosA.coSf  — — sin«î«,  . 
cos  A,  sin  f — cos  a,  cos/, 
sinA»  = cos  <î,  sin/. 

Posons  ensuite 

sin  f sinycosB, 
cos^cos/=  sin  y sin  B, 
cosy  sin  / “ cos  y ; 
l'équation  {//)  donne 


otl 

et  l'équation  (a) 


o — sin  y sin(i,  ■+■  B 

3.  - - B, 


sin//  - : sin  y sin  ^«î  -+-  B). 

De  plus,  retranchons  le  produit  des  équations  (c)  et  (e  du 
produit  des  équations  (A)  et  [/),  nous  avons 


cos  A sin  (A  — A,)  cos  » sin  / sin  ( 3 — 3,)  = eosy  sin  [3  -+■  B ); 

de  même  au  produit  des  équations  (c)  et  (/)  ajoutons  le  produit 
des  équations  (A)  et  (c)  et  celui  des  équations  e)  et  (il),  nous 
obtenons 


cos  A cos  (A  — A,)  = cosiî  cos  o,  sin2/  -+-  sin  3 sin  3,  -+-  cos  J cos  3,  cos2/ 
= cos(3  — J,)  — cos(£  H-  B). 
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Le  système  entier  de  formules  est  ainsi  : 

^ siny  = sin*/  cos  B , 

(1)  • cosy  cos/  = siny  sinB, 

\ cosy  sin/  = cosy  j 

f sin  B — cosA,  cosy, 

(2)  •:  cosB  cos/  = cosA,  siny, 

( cosB  sin/  ” sin  A,; 

f sin  A = siny  sin(  S -+-  B), 

(3)  • cos/i  cos(  A — A,)  = cosf'î  -+-  B) , 

f cos  h sin  (A  — A„)  = COS7  sin  [3  + B). 

Posons 

Dr=siny,  C = cos  7,  A — A,  = «; 

ces  formules  donnent 

tangB  = coty  cos/, 
langA,  = siny  tang/, 
sin  h = D sin  (B  -+-  3 j, 
tango  = C tang;B  -+-  S), 

A — A,  + w. 

D et  C sont  les  sinus  et  cosinus  d'un  angle  7 donné  par  l’équation 

coty  = sin  B tang/  = coty  sin  A,  (*). 

Os  formules  ont  clé  données  par  Gauss  dans  les  Tables  auxi- 
liaires de  Schumacher , nouvellement  éditées  par  WarnslorfT, 
p.  1 35,  etc.  O11  réduit  ces  grandeurs  D,  C,  B et  A,  en  Tables 
dont  l’argument  est  /;  le  calcul  de  la  hauteur  et  de  l'azimut,  au 
moyen  de  l’angle  horaire  et  de  la  déclinaison,  se  trouve  alors  ra- 

(■)  On  a en  effet  d'aprc»  le»  formule»  (a) 

col  f sin  A,  = sin  B long  /. 
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mené  à celui  des  formules 

sin  h — D sin  ( B -h  3 } . 
tangtt  =r  C tang(  B -+-  3 ), 

A - — ■ A#  -+-  //  • 

Dans  les  Tables  auxiliaires  de  Warnstorff  on  trouve  une  Table 
de  re  genre,  calculée  pour  la  latitude  de  l’Observatoire  d’Altona. 

Il  suffit  d'ailleurs  de  calculer  ces  Tables  de  t = o à t =6h.  Car 
l’équation  tangA„  = sin^  tang/  montre  que  A#  et  t sont  toujours 
compris  dans  le  même  quadrant,  et  qu’ainsi  à un  angle  horaire 
égal  à i2h  — t correspond  un  azimut  égal  à i8o° — A.  Il  résulte 
de  plus  de  l’équation  relative  à B que  cet  angle  est  négatif  si 
t 6h  ou  >90°,  et  qu’avec  un  angle  horaire  121'  — f,  on  doit 
employer  la  valeur  — B4.  Au  contraire,  les  grandeurs 

C = cosçsin/  et  D = ^sin^  -h  cos*?  cos*7 

9 

ne  changent  pas  si  l’on  remplace  t par  1800 — t.  Dans  le  cas  où  t 
serait  compris  entre  i2h  et  24'',  on  ferait  le  calcul  avec  le  com- 
plément de  t à 24''  et,  au  lieu  de  la  valeur  trouvée  pour  A,  on 
prendrait  son  complément  à 36o°. 

Ici  encore  il  est  facile  de  trouver  la  signification  géométrique 
des  angles  auxiliaires.  <î0  et  A0  sont  les  valeurs  de  3 et  A corres- 
pondant à une  valeur  nulle  de  h dans  la  première  des  équations 
primitives;  3„  et  A#  sont  donc  l’un  la  déclinaison,  l’autre  l’azi- 
mut du  point  où  le  cercle  horaire  mené  par  l’étoile  coupe  l’ho- 
rizon. De  plus,  comme  B = — 30,  B 4-  3 est  l’arc  SF  [fig.  1)  du 
cercle  horaire  prolongé  jusqu’à  l’horizon  (*).  Considérons  le 
triangle  FOK,  rectangle  en  K,  formé  par  l’horizon,  l’équateur 
et  le  côté  FK  = B,  et  dans  lequel  l’angle  en  O est  égal  à 90° — <j»  ; 
on  aura,  en  lui  appliquant  la  sixième  des  formules  (10)  du  n°  8,  . 

sin «p  = cosB  sin  OFK. 

Mais  on  a aussi 

. sin<p  — DcosB; 


(*  ) Dans  cette  figure  P est  le  pôle,  Z le  zénith,  OH  l'horizon,  OA  l'équa- 
teur et  S l'étoile. 
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donc  I)  est  le  sinus  et  par  conséquent  C le  cosinus  de  l'angle  OFS. 
Enfin , comme  on  le  voit  facilement , l'arc  FH  = A,  et  l’arc 
FG  — u. 

Fig.  1. 

P 


/ j 


/ 

' ! 

L ». 

j 1 

G » 


JA 

I 


On  trouve  aussi  les  formules  données  précédemment  par  la  ron- 
sidéralion  des  trois  triangles  PFH,  OFK,  SFG  rectangles  en  H,  K, 
G.  Le  premier  triangle  donne 

tang  A,  — tang/  siny, 

le  second 

tang  R = cotf  cosr, 
coty  = sin  B tang/  = cot  y sin  A,; 

et  le  troisième 


sin//  = siny  sin  (B  -4-  S), 
tanga  = cosy  tang  ( B -t-  S). 

On  peut  se  servir  de  grandeurs  auxiliaires  analogues  pour  la 
résolution  du  problème  inverse  traité  au  n"  34,  c’est-à-dire  pour 
le  calcul  de  l’angle  horaire  et  de  la  déclinaison  d’une  étoile  à l’aide 
de  sa  hauteur  et  de  son  azimut.  On  a,  en  effet,  dans  le  triangle  SLK 
rectangle  en  K,  en  désignant  LG  par  B',  LK  par  n',  AL  par  A',, 
le  cosinus  de  l’angle  SLK  par  C',  son  sinus  par  IV, 

C'  tang  (A  — B')  = tanga', 

D'  sin  (A  — B')  = siniî, 
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et 

t = A'#  - u\ 
où 

tangB'  = cot?cosA, 
tangA',  sin?  rang  A ; 

et  D'  et  C'  sont  les  sinus  et  cosinus  d’un  angle  y ' donné  par  l’é- 
quation 

col*/'  sinB'  tang  A. 

Ainsi  pour  le  calcul  des  grandeurs  auxiliaires  on  a les  mêmes 
formules  que  plus  haut,  avec  cette  seule  différence  que  l’azimut  A 
remplace  partout  l’angle  horaire  t.  On  peut  donc  se  servir  des 
Tables  auxiliaires  précédentes,  à la  condition  de  prendre  pour  ar- 
gument l’azimut  exprimé  en  temps. 


36.  single  parallactique.  — Formules  différentielles  relatives 
aux  deux  transformations  précédentes.  — La  cotangcnte  de 
l’angle  y,  que  Gauss  désigne  par  F.,  peut  servir  à calculer  l’angle 
ayant  pour  sommet  l’étoile,  dans  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le 
zénith  et  l’étoile.  Cet  angle  compris  entre  le  cercle  vertical  et  le 
cercle  de  déclinaison  s’appelle  angle  parallactique  ; il  est  fré- 
quemment employé.  Si  l’on  possède  les  Tables  auxiliaires,  indiquées 
ci-dessus,  Tables  dans  lesquelles  on  a introduit  aussi  la  quantité  E, 
on  calcule  aisément  cet  angle,  que  nous  désignerons  par  p , à l’aide 
de  la  formule 


•ang  p = 


E 

cos  ( B -f  o ) * 


obtenue  en  appliquant  au  triangle  rectangle  SGF  de  la  Jig.  i la 
cinquième  des  formules  (io)  du  n°  8.  Si  au  contraire,  on  n’a  pas 
ces  Tables  à sa  disposition,  on  sé  servira  des  formules 

cos//  sin/?  ~ cos?  sinf, 

cos//  cos/>  cos  S sin?  — sîna  cos?  cos/, 

que  donne  le  triangle  SPZ;  et  en  prenant 

cos?  cos  t = n sinN, 
sin?  = rtcosN, 
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on  obtiendra 

cos  A sin/>  — cos  «p  sin/, 
cos  A cos  p — n cos  (J  + N), 

formules  commodes  pour  le  calcul  logarithmique. 

On  emploie  l’angle  parallactique , par  exemple,  dans  le  cas  où 
l’on  veut  calculer  l’influence  d’une  petite  variation  dans  l'azimut 
et  la  hauteur  sur  l’angle  horaire  et  la  déclinaison.  On  a,  en  effet, 
en  appliquant  au  triangle  déterminé  parle  pôle,  le  zénith  et  l’étoile, 
la  première  et  la  troisième  des  formules  (1 1)  du  n°  9, 


d3  = cos  p dh  -h  cos  / dv  -+•  cos  h sin  j>  d A, 
cosd  dt  — — sin/>  <lh  sin/  sino  d*  -+-  cosA  cos  p d A, 
et  pareillement 

dh  cos  p d3  — cos  A dtf  — cos  3 sin/?  dt , 

cos  A d A — sin/?  <13  — sin  A sin  A dy  -4-  cos<î  cos  p dt. 

• 

37.  Transformation  de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
en  longitude  et  en  latitude  — Pour  passer  de  l’ascension  droite 
et  de  la  déclinaison  à la  longitude  et  h la  latitude,  il  suffira  de 
faire  tourner  l’axe  des  z"  (n°  32)  dans  le  plan  des  y"  z",  de 
l’axe  des  j"  positifs  vers  l’axe  des  z"  positifs,  d’un  angle  s égal  à 
l’obliquité  de  l’écliptique.  Les  axes  des  x"  et  des  xm  coïncident 
dans  les  deux  systèmes  : on  déduit  des  formules  (1  a)  du  n°  1 


cospcosX  = cos<î  cos  a, 
cos  [3  sin).  = cosÆ sin»  cost  -h  sintf  sine, 
sin  (3  = — cosd  sin  a sine  4-  sin^  cosr. 


On  aurait  encore  pu  obtenir  ces  formules  par  la  considération 
du  triangle  sphérique  déterminé  par  l’étoile,  le  pôle  de  l’équa- 
teur et  celui  de  l’écliptique.  Les  trois  côtés  ont  pour  valeurs 
90° — 3,  go° — (3,  s ; les  angles  opposés,  go° — ).,  90°  -h  a et 
l’angle  à l’étoile. 

Pour  rendre  les  formules  précédentes  calculables  par  loga- 
rithmes, on  emploie  les  grandeurs  auxiliaires 


RI  sinN  — sinÆ, 

RI  cos  N — cos  3 sin  a, 


l 
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et  les  trois  équations  deviennent 


cos  Q cosa  = cos  $ cos  a , 
cos  {3  sin  X — M cos  (N  — e ) , 
sin  p — M sin ( N — e) , 

Cette  méthode  offre  de  pl tts  l’avantage  qu’on  peut  déterminer 
toutes  ces  auxiliaires  par  leurs  tangentes;  il  suffit  de  remplacer  M 
, cos^sina 

par  sa  valeur — — » et  1 on  a 

cos  N 


tangN 


langX  -- 


tangrî 
■-  « 

sin  a 
cos(  N 


0 


tang£“ 


M tanga, 
coslN 

- tang[N  — s)  sin).. 


Les  formules  primitives  donnent  a et  ^ sans  aucune  ambiguïté; 
mais  si  l’on  fait  le  calcul  à l’aide  des  formules  (b),  le  quadrant 
dans  lequel  se  trouve  X ne  paraît  pas  tout  d’abord  bien  déterminé. 
La  formule  de  vérification 


cos (5  cosX  = cos <5 cosa 


permet  de  lever  la  difficulté,  et  montre  qu’il  faut  prendre  X dans 
un  quadrant  déterminé  par  le  signe  de  tang).  et  par  la  condition 
que  cosa  et  cos).  aient  le  même  signe. 

Comme  vérification  du  calcul  on  peut  encore  employer  l’éga- 
lité, 

. cos  (N  — e)  cos  p sin  X 

( C ) '■  . — ■■■  # — ■- 

cos  N cos  S sin  a 


obtenue  par  la  division  des  équations 


cos  p sin  X — M cos(  N — c ) , 
cos  S sin  a — M cos  N . 


L’interprétalion  géométrique  des  grandeurs  auxiliaires  est  fa- 
cile : N est  l’angle  que  lare  de  grand  cercle  mené  par  l’étoile  et 
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l’équinoxe  du  printemps  fait  avec  l’équateur,  et  M le  sinus  de  cet 
arc. 


Exemple.  — Soient 


a — 6°  33 ' 29",  3o , 

3 = — 16.22.35  ,45, 
« = 23.27.31  , 72 . 

L’emploi  des  formules  (b)  et  (e)  donne 


costf. . . 1,9820131 

tangÆ. . . 1,4681562/1 

sin  a...  1,0577093 

fl  = - 68»  45 '4 1",  88 
1 = -h  23  27.31  ,72 

N — « — : — g2.i3.i3  ,60 
cos(N — t)...  2,5882086/1 

cos  N . . . 1 , 55goo6g 


1 , o6o56o4 

1 , 02920 1 7 « 

X = 35g"  1 7 ' 4 3 ",  9 « 
tang'N  — t)...  1, 4ii4653 

sinX...  2,0897293/1 


P — - 17“  35' 37",  53 
cosp...  1,9791948 

Vérification. 


tanga. . . 
ros(N  — t) 
cosfl 


cospsinÀ...  2,0689241/1 
cosJsina...  1,039722} 
1,0292017/1 


Si  l’on  applique  les  formules  de  Delambre  au  triangle  formé  par 
l’étoile,  le  pâle  de  l’équateur  et  celui  de  l’écliptique,  on  obtient, 
en  désignant  par  90°  — E l’angle  à l’étoile  qu’on  appelle  angle 
rie  position  ( Gauss,  Thcoria  motus , p.  6.4}, 


sin 


sin 


ros 


cos 


^45®  — ^ j sin -j  (E  — X)  = cos ^}50  -t-  ^ sin  ^45®  — — - 
(46“—  cosjfE—  X)  — sin  ^45®+  cos  ^45“  — » 

^S®  — ^ J sin ;(E  -t-  X)  =: sin ^46°  -I-  sin  — * — - j , 

(45®  — ^cos;(E-4-X;  = cos^45®  + ^ cos ^45”  — 
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formules  particulièrement  commodes,  si  l'on  veut  déterminer  à 
la  fois  X,  jî,  ainsi  que  l'angle  go"  — E. 

Remarque.  — EncLe  a donné  dans  1*'  Jnhrbuch  de  i fit i des  Tubles  qui 
facilitent  beaucoup  le  calcul  approché  de  la  longitude  et  de  la  latitude  au 
moyen  de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison.  On  1rs  obtient  par  une 
transformation  des  trois  équations  fond. normales  du  n°  9,  tout  à fait  ana- 
logue à celle  qui  a fourni  les  t ables  du  n°  3â.  On  trouve  des  Table»  plus 
complètes  dans  le  Jakrbuch  de  i856. 


38.  Transformation  de  In  longitude  et  de  In  latitude,  en  as- 
rension  droite  et  en  déclinaison.  — Pour  ce  cas  inverse,  on  ob- 
tient des  formules  entièrement  semblables.  Les  formules  (i)  rela- 
tives à la  transformation  des  coordonnées  ou  le  ttiangle  sphérique 
déjà  considéré  donnent 


cos  S eos  jl  eos  t!  cos  X , 

cos  a sin  a cos  jî  sinX  eost  — sin  p sint , 

sin<î  cos  p sin  > sin  s -t-  sin  j3  cos  i. 

• 

Ces  équations  s'obtiennent  encore  en  remplaçant  dans  les  trois 
équations  primitives  du  n°  37,  B par  S et  X par  — a.  De  cette  ma- 
nière, on  déduit  aussi  des  formules  [b),  en  changeant  encore 
N en  — N, 


langN 


sinX 


coslN  -h  t) 

un«a  “ coTS— tan«*’ 


tangd—  lang{N  -t-  e)  sinz. 


et  de  (e),  la  formule  de  vérification 

cos  ( N -h  s ) cos  i sin  a 
cos  N eos  fl  sin  X 


où  N désigne  l’angle  que  fait  avec  l'écliptique  l'arc  de  grand 
cercle  mené  par  l’étoile  et  l'équinoxe  de  ptinlemps. 

Enfin,  dans  ce  ras  les  formules  de  Delambre  conduisent  aux 
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équations  : 
sin  ^45 

sin  ^45° 

^45°  — ) s‘n  2 ( K ~ * ï 

cos  ^45** 


cos  1 45° 


— ^ sin  y E + 5î)r:  sin  ^45°  +-  ^ ) sin  ^45" 

: cos  ^45°  -4-  ^ j cos  ^45" 
. cos  1 45"  -4-  sin  ^4^p 

(4; 


£+ 

—y 


- )cos!  ,E4  «).- 

s\ 


-)cos{(fc-a 
^ / 


- sin  (45°  -4-  - 1 cos  ( 45° 


, .)' 

2 — P \ 
~) 

S + P \ 

2 ' 


IL  n’est  pas  nécessaire  de  . donner  un  exemple  de  ce  calcul, 
puisque  ces  formules  s’emploient  absolument  comme  celles  du 
numéro  précédent. 

« 

Remarqua.  — Pour  le  Soleil,  qui  se  meui  dans  le  plan  de  l’écliptique,  les 
formules  se  simplifient.  En  effet,  soient  L la  longitude  du  Soleil,  A et  O son 
ascension  droite  et  sa  déclinaison,  on  a 


et  aussi 


tang  A = tang  L cos  », 
sin  D — sin  L sin  ». 

tang  D =•  lange  sin  A. 


39.  single  compris  entre  les  cercles  de  déclinaison  et  de  latitude. 
— Formules  différentielles  relatives  aux  deux  transformations 
précédentes.  — Les  formules  de  Delambrc  permettent  d’exprimer 
immédiatement  en  fonction  de  X et  (3  ou  a et  0,  l’angle  à l’étoile 
dans  le  triangle  déterminé  par  l’étoile,  les  pôles  de  l’équateur 
et  de  l’ccliptique,  c’est-à-dire  l’angle  compris  entre  le  cercle  de 
déclinaison  et  le  cercle  de  latitude  de  l’étoile.  En  effet,  cet  angle  r, 
est  égal  à 90° — E.  Mais  on  peut  le  déterminer  sans  recourir  aux 
formules  de  Delambrc,  à l’aide  des  équations 

cos  (3  sin  r,  = cos  a sin  s , 
cos (3  coS7j  = cose  coso  -4-  sin  1 sin£  sin  x , 
ou 

cos<î  sinr,  ^ cos),  sin  s , 

cos  0 cos  r,  — cos  s cos  (3  — si  ns  sin  Ô sin)., 
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ou,  si  on  pose  clans  le  premier  cas 

cos«  = m eosM, 
sine  sin  a = m sinM, 

et  clans  le  second 

cos  s n cos  N, 
sine  sinX  = n sin  N, 


on  obtiendra 


et 


cosjî  sin  ^ =r  cos  % sine, 
cos(8  cosr,  — ni  cos(  M — S 

cos<î  sin»j  = cos),  sin  s, 
cosocos»)  = n cos  (N  -+-  8). 


L’emploi  de  l’angle»)  est  surtout  utile  quand  on  cherche  l’ef- 
fet d’une  petite  variation  de  X,  j3  et  e sur  a et  o,  et  réciproque- 
ment. On  obtient,  en  effet,  en  appliquant  au  triangle  considéré 
la  première  et  la  troisième  des  formules  {i  i)  du  n°  0, 

r/(8  = cos»j»/(î  — cos<î  sinïjc/a  — sinXr/e, 
cosBc/X  = sin  y;  y/<î  -+-  cos  <?  cos  n d a -h  cos).  sinBr/e, 


et  réciproquement, 


<l$—  cos»jr/^ -(- cosfi  sin»jy/X -h  sin  ar/s, 
cos oclx~  — sinr,y/jî  -f-  cosocos»; d\  — cosa  sinor/e. 

Remarque.  — Nous  avons  dit,  dans  la  Remarque  précédente, que  le  centre 
du  Soleil  parcourt  l'écliptique;  mais  cela  n'est  pas  rigoureusement  exact, 
car  les  perturbations  des  planètes  donnent  au  Soleil  une  pititc  latitude 
boréale  ou  australe  qui  ne  peut  jamais  dépasser  une  seconde  d'arc.  On  doit 
donc,  après  avoir  calculé  l'ascension  droite  et  la  déclinaison,  au  moyen  des 
formules  Jonnécs  dans  la  Rt-maïquc  du  n°  38,  le*  corriger  do  l'influence  de 
la  latitude.  Si  on  la  désigne  par  8,  on  a les  formules  différentielles 


d A = — 


6«n  r] 


cos  O 
dL)  = cos >7  dB, 


d B, 


et,  en  remplaçant  sin  >7  elcos>7  parleurs  valeurs  tirées  des  formules  qui 
donnent  cos  sin»;  et  cosc'cu»»},  où  l’on  a fait  tout  d'abord  ^3  = 0, 

cos  D d A = — cos  A sin  £ d H, 
cos  D dD  = cos  î dB. 
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40.  — Transformation  de.  T azimut  et  de  la  hauteur  en  lon- 
gitude et  latitude.  — Pour  ne  rien  omettre,  nous  donnerons 
encercles  formules  à l’aide  desquelles  on  peut  transformer  l'azi- 
mut et  la  hauteur  en  longitude  et  latitude,  quoique  ces  formules 
ne  soient  jamais  employées. 

On  a d’abord,  par  rapport  à l’horizon, 

x — cos  A cos//, 
r — sin  A cos  h , 

. * • z = sin//. 

Si  l’on  fait  tourner  l’axe  des  x dans  le  plan  des  xz  d’un  angle 
go°  — <j>  vers  l’axe  «les  z positifs,  les  valeurs  des  nouvelles  coor- 
données se  déduisent  des  équations 

x'  = x sin <p  -h  z cos<p , 

f — J, 

z'  — z sin  ff  — x cosç . 

Faisons  de  même  tourner  dans  le  plan  des  x' y't  plan  de  l'é- 
quateur, l’axe  des  x'  d’un  angle  ©,  de  telle  sorte  que  l’axe  des  x " 
passe  par  l’équinoxe  du  printemps,  l’axe  des  y"  par  le  point 
d’ascension  droite  r)o°;  nous  aurons,  en  comptant  l’angle  ho- 
raire et  l’ascension  droite  en  sens  opposés, 

x"  — ad  cos©  -h y'  sin© , 

— y " —y'  cos©  — x'  sin©, 

z"  = z'. 

Enfin  si  l’on  fait  tourner  l’axe  des  y"  dans  le  plan  des  y" z 
d’un  angle  s vers  l’axe  des  z"  positifs,  on  obtient 

.r"  = .r"  y 

y"  — y"  cos « -h  z"  sin*, 
z’"  — z*  cos  * — y"  sin*, 

et  comme  nous  savons  que 

xm  = cos  fl  cos  \ , ym  = cosfi  sinX,  zw  = sin^, 

I.  8 
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après  élimination  <le  x' , ) ',  i' , x" , y",  z , ces  formules  exprime- 
ront et  p en  fonction  de  A,  h,  q,  0 et  i. 


111.  — Du  MOUVEMENT  DIURNE  COMME  MESURE  DU  TEMPS. 

il.  Temps  sidéral.  — Jour  sidéral.  — La  révolution  diurne 
de  la  sphère  céleste,  ou  en  réalité  la  rotation  de  la  Terre  autour 
dc  son  axe  est  uniforme;  elle  peut  donc  servir  comme  mesure 
du  temps.  La  durée  d’une  révolution  de  la  Terre  autour  de  son 
axe,  c'est-à-dire  le  temps  qui  s’écoule  entre  deux  culminations 
successives  d’une  même  étoile,  s’appelle  jour  sidéral.  Le  jour  si- 
déral commence,  en  d’autres  termes  il  est  o1'  temps  sidéral,  à 
l’instant  où  le  point  équinoxial  du  printemps  passe  au  méridien; 
on  dit  qu’il  est  t a1',  3h, . . .,  temps  sidéral,  quand  l'angle  ho- 
raire de  ce  point  est  i **,  ah,  311,.  . .,  c’est-à-dire  à l’instant  où 
passe  au  méridien  le  point  de  l'équateur  dont  l’ascension  droite 
est  ih,  ah,  3*1,. . . ou  i5°,  3o”,  45°, . . . . 

On  verra  dans  la  suite  que  les  points  équinoxiaux  ne  sont  pas 
fixes,  mais  qu’ils  se  déplacent  lentement  sur  l’écliptique.  Ce  mou- 
vement est  composé  de  deux  autres  : l'un  est  proportionne)  au 
temps,  et  se  combine  avec  le  mouvement  diurne  «le  la  sphère 
céleste;  l’autre  est  périodique.  Par  suite  de  ce  dernier,  l’angle  ho- 
raire de  l’équinoxe  du  printemps  11e  varie  pas  d’une  manière 
uniforme,  et  le  temps  sidéral,  pris  rigoureusement,  n’est  pas  une 
mesure  invariable.  Mais  celte  irrégularité  est  très-petite,  et  dans 
une  période  de  ig  ans  reste  comprise  entre  -t-  i*  et  — 1*. 

42.  Temps  solaire  vrai.  — Jour  solaire  vrai.  — Mouvement 
de  ta  Terre  dans  son  orbite.  — Équation  du  centre.  — Réduction 
à l'écliptique.  — Si  le  ai  mars  le  Soleil  est  à l’équinoxe  du 
printemps,  il  passe  ce  jour-là  au  méridien  vers  o'1- ,id-.  Mais  le 
Soleil  se  meut  sur  l’écliptique  d’un  mouvement  rétrograde,  et, 
puisque  le  a3  septembre  il  se  trouve  à l’équinoxe  d'automne  et 
possède  une  ascension  droite  de  iah,  il  passe  ce  jour-là  au  méri- 
dien vers  ia*,-,,d\  Le  passage  du  Soleil  au  méridien  a donc  lieu 
dans  un  an  successivement  à toutes  les  heures  du  jour  sidéral. 
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L’emploi  du  temps  sidéral  présenterait  pour  la  vie  civile  de 
grands  inconvénients,  aussi  fait-on  servir  le  Soleil  lui- me  me  à 
la  mesure  du  temps.  L’angle  lioraire  du  Soleil  à un  instant  quel- 
conque s’appelle  temps  solaire  vrai , et  le  temps  qui  sépare  deux 
culminations  successives  jour  solaire  vrai.  Il  est  midi  vrai  en  un 
lieu,  quand  le  centre  du  Soleil  est  au  méridien;  mais  l'ascen- 
sion droite  du  Soleil  ne  variant  pas  uniformément,  le  temps  vrai 
présente  aussi  l’inconvénient  de  n’étre  pas  uniforme.  Deux  causes 
produisent  cette  irrégularité  du  mouvement  du  Soleil  en  ascen- 
sion droite  : l’inclinaison  de  l’écliptique  sur  l’équateur  et  la  non- 
uniformité  du  mouvement  du  Soleil  sur  l’écliptique.  Ce  mouve- 
ment annuel  du  Soleil  n’est  qu’une  apparence  et  provient  du 
mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil.  D’après  les  lois  de  Ké- 
pler,  la  Terre  se  meut  dans  une  ellipse  dont  le  Soleil  occupe  l'un 
des  foyers,  de  telle  sorte  que  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  la 
Terre  et  du  Soleil  (le  rayon  vecteur  de  la  Terre)  décrit  des  aires 
égales  dans  des  temps  égaux.  Mais  l’aire  de  L’ellipse  est  is  «’y^i  — e‘  \ 
en  désignant  par’  x la  durée  de  l'année  sidérale,  c’est-à-dire  le 
temps  que  met  la  Terre  pour  accomplir  une  révolution  complète 

jr  u1  d l — 

autour  du  Soleil,  la  vitesse  aréolaire  F de  la  Terre  sera 

T 

Si  l'on  prend  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse  comme  unité,  et  si 
au  lieu  de  l'excentricité,  on  emploie  l'angle  y donné  par  l’équa- 
tion e — siny,  on  aura 

y COS  y 


Soit  maintenant  T l’époque  où  la  Terre  est  le  plus  près  du  So- 
leil ou  l’époque  du  périhélie;  au  temps  t le  secteur  décrit  par  le 
rayon  vecteur  depuis  le  passage  au  périhélie  est  F(/ — T).  Ce 

secteur  peut  aussi  s’exprimer  par  l’intégrale  définie  j / r-’rfv, 

J o 

où  r est  le  rayon  vecteur  et  v l’angle  qu'il  fait  au  temps  /,  avec  le 
grand  axe  cl  qu’on  appelle  anomalie  vraie  de  la  Terre.  On  a donc 
l’équation 


2F 


(*-T)=  / r> 
J o 


ds. 
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Comme,  dans  l’ellipse, 


a ( i — é1)  n cos:ç> 
i -+-  e cos  v I -h  C’COSV 

l’intégrale  précédente  ne  serait  pas  simple;  on  remplace  alors  v 
par  une  autre  variable.  Au  périhélie  le  rayon  vecteur  a pour  va- 
leur ( a — ne),  à l’aphélie  (a  -+-  ac) ; on  peut  donc  poser 

r =r=  n ( i — c cos  E , 

où  E est  un  angle  qui  s’annule  avec  v ; on  en  déduit 


_ COSV  -I-  c 

cos  L — 

i -4-  v cosv 

Ainsi  E a une  valeur  toujours  possible,  car  la  valeur  du  second 
membre  est  toujours  comprise  entre  -+-  i et  — i ; par  une  trans- 
formation facile,  on  obtient  encore 

cosE  — r cososinE 

— — cosv  et  — — smv, 

i — e cos  E i — e cos  E 


et,  par  la  différentiation  des  deux  expressions  de  r. 


(ht  ncosv 

dt  = /•  * 


En  introduisant  la  variable  E dans  l’intégrale  définie  qui  pré- 
cède, on  a 

?.F(r  — T}  — rt2cos<p  Ç (i  — ecosE}rfE=:Vi*coSÿ(E  — csinE; 

J O 


et  par  conséquent,  en  prenant  encore  le  demi  grand  axe  pour 
unité  et  remplaçant  F par  la  valeur  trouvée  ci-dessus, 

. rr  r>  • »•  . 

— ( t — 1 i = E — e sinr., 

X 

TT 

où  — est  le  moyen  mouvement  sidéral  de  la  Terre  en  un  jour, 
c'est-à-dire  le  mouvement  diurne  qu’aurait  eu  la  Terre  si,  pendant 
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le  temps  t,  elle  avait  accompli  nn  tour  entier  autour  du  Soleil 
avec  une  vitesse  uniforme.  Le  premier  membre  de  la  dernière 
équation  exprime  en  conséquence  l’angle  que  cette  Terre  fictive 
aurait  décrit  autour  du  Soleil  dans  le  temps  (/  — T)  d’un  mou- 
vement uniforme.  On  appelle  cet  angle  anomalie  moyenne  ; si  on 
le  désigne  par  M,  l'équation  précédente  devient 

M = E — e sin  E, 

et,  l’angle  auxiliaire  E une  fois  déterminé,  on  trouvera  l’anomalie 
vraie  par  l’equation 

cos  y sinE 


Dans  le  cas  d'une  petite  excentricité,  il  est  plus  commode  de 
développer  en  série  la  différence  de  l'anomalie  vraie  et  de  l’ano- 
malie moyenne.  On  a indiqué  diverses  méthodes  fort  élégantes 
dont  l'exposition  nous  entraînerait  trop  loin.  Si  l'on  a seulement 
besoin  de  quelques  termes,  ce  qui  suffit  dans  le  cas  présent,  on 
peut  y arriver  facilement  de  la  manière  suivante.  Puisque  pour 
e — o,  v = M,  on  a 


v = M -+-  t,  e -t-  î v*  c1  •+■  J *"  e* -t- . . . , 

où  v’,,  y”  . . . sont  les  dérivées  successives  de  v par  rapport  à e, 
dans  l’expression  desquelles  on  fait  ensuite  c = o. 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l’équation 


sinv 


cos  y sin  E 
i — e cos  E 


et  différenlions,  nous  obtenons 


ou 


cosv 

— — tlj 
sin  v 


U E cos  E — e 
sin  Et  — e cos  E 


J if  cos  E — e 
cos  y i — e eosE 


/ S,nv  JC 

ih  = - — - rfE 
sin  K 


cos  y 


^</E 


sin  v 

« 9 . 

COSip 


Différencions  aussi  Terjuation  relative  à M,  en  y considérant  seu- 
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leinent  K et  c comme  variables,  nous  aurons 

d E — sinv  r/f , 

du  sinv  , dt 

— ( 2 -4-  e COSv  I et  — : 

df  cos^  de 

et,  en  faisant  e — a,  nous  aurons  v',  = 2 sinM. 

n , ....  h . _ sinv 

Pour  trouver  les  denvees  cl  ordre  supérieur,  on  pose  P — — 

et  Q—  2 -f-  c cosv.  On  obtient  facilement,  en  désignant  par  P’,, 
Q', les  valeurs  des  dérivées  de  P et  Q pour  e — o, 

P'e  cos M . v',  = sin  2 M , 

Q'„  - cosM, 

v"  — sin  M . Q’4  -4-  2 P',  = -}  sin  2 M , 

P'  — ; cos.M  .v*  — sin  M .v',’  H-  2 sin  M — ’ sin  3 M -t-  7 sinM , 
Q't  — 2 sin  M . v',  — - — 4 s'n?  M , 
v^  — sin  M . Q'  -+-  a Q'„  P',  -I-  2 P",  - Y sin3M  — J siti  M . 


sinv 

( 2 -t - C COSv  , 

cos’® 


On  aura  donc 

v ==  M -+-  2c  sin  M + } é‘  sin  2 M -+-  rs(±i  sin  3 M — J sin  M)  -f  ... 
= M -h  ^2c  — ^ j sinM  -t-  J c-  sin2M  -+-  -J  j c’sin3M  -4-  • . . . 

Pour  l’orbite  de  la  Terre  en  i85o,  e = 0,01677  1 2.  Si  l’on 
substitue  cette  valeur  et  si  l’on  divise  par  sin  \ " pour  tout  convertir 
en  secondes,  on  trouve 

v = M -f-  6ç)i8",  3;  sin  M -I-  72",  5 i sin  2 M -+-  t ",o5  sin  3 M, 

où  la  partie  périodique,  qu’il  faut  ajouter  à l’anomalie  moyenne 
pour  avoir  l’anomalie  vraie,  s’appelle  équation  du  centre. 

Puisque  le  mouvement  angulaire  apparent  du  Soleil  est  égal 
au  mouvement  angulaire  de  la  Terre  autour  du  Soleil,  on  obtient 
la  longitude  vraie  du  Soleil,  en  ajoutant  à v la  longitude  o du 
Soleil  lorsque  la  Terre  est  au  périhélie.  M -t-  ex  sera  la  longitude 
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d'un  Soleil  fictif  se  déplaçant  uniformément  sur  l'écliptique,  ou 
la  longitude  moyenne.  Soit  X la  première,  L la  seconde,  on  a pour 
la  longitude  vraie  du  Soleil  l'expression  suivante 


> = I. -t- 6t)t8",37  sinM -t- 72",5a  sinaM  -+-  i*,o5sin3M  (*J. 

Il  nous  sera  nécessaire,  plus  tard,  de  connaître  l’expression  de* 
en  fonction  de  L;  substituons  donc  L à M,  et  comme  M — L — o 
et  a = a8o"at'4t",o,  nous  aurons 

1 L + ia44"i3i  sinL  -+-  68o5",56cosL 

— t>7  ,8asinaL-t-  25  ,66cosaL 

— o ,54sin3I. — o ,90  cos 3 L. 

L'ascension  droite  'du  Soleil  et  sa  longitude  sont  liées  par  la 
relation 

tangA  = tangX  cosi; 
d’où  l'on  déduit  (formule  17,  n"  11) 

A = 1 — tang'  - sinaX  -+-  J-  lang*  - sin4X  — . . . , 


et,  en  remplaçant  c par  sa  valeur  23°  27' 3i  “,o  et  divisant  en- 
core par  sin  1", 

A = X — 8891", 58  sin 2*  -+-  191', 65  sin4>-  — 5",5t  sinGX 
-+-  o",  18  sin8X  -h  . . . , 

où  la  partie  périodique  prise  en  signe  contraire  s'appelle  rt:duc- 
tion  à l'écli/Jtir/ne. 

Substituons  dans  la  dernière  formule,  au  lieu  de  X,  la  série 
trouvée  plus  haut,  et  développons  les  sinus  de  la  Somme  de  plu  - 
sieurs  arcs;  nous  trouvons,  toutes  réductions  faites,  après  avoir 


(*)  A celte  espression  il  faudrait  pour  plus  de  rigueur  ajouter  encore 
l’ult',1  des  perturbations  provenant  des  autres  planètes,  ot  celui  des  petits 
mouvements  des  points  cquinoiiauv. 
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divisé  par  i5  pour  tout  réduire  en  temps  : 


A = L -t-  86,53  sinL  -+-  434  » i5  cosL 

— 596,64  sin 2 L -+-  1,69  cos 2L 

— 3,77sin3L — 18,77  cos3L 
H-  ■ 3,  a3  sin  4L — o,igcos4L 
•+•  o,i6sin5L-(-  o,82cos5L 

— o,36sin6L-f-  o,o2cos6L 

— o,oisin7L — o,o4cos7L. 


43.  Temps  solaire  moyen.  — Équation  du  temps.  — Puisque 
l’ascension  droite  du  Soleil  ne  varie  pas  uniformément,  le  temps 
solaire  vrai,  toujours  égal  à l’angle  horaire  du  Soleil,  ne  jieut 
servir  de  mesure  du  temps.  On  a donc  adopté  un  autre  temps 
uniforme,  le  temps  solaire  moyen  : il  est  donné  par  le  mouvement 
d’un  second  Soleil  fictif,  le  Soleil  moyen,  qui  se  meut  sur  l’équa- 
teur avec  une  vitesse  uniforme,  comme  le  premier  Soleil  fictif  sur 
l’écliptique.  L’ascension  droite  de  ce  Soleil  moyen  est  donc  égale 
à la  longitude  L du  premier  Soleil  fictif.  Il  est  midi  moyen  en  un 
lien  quand  le  Soleil  moyen  est  au  méridien,  c’est-à-dire  quand 
le  temps  sidéral  est  égal  à la  longitude  moyenne  du  Soleil,  et  le 
temps  moyen  est  à chaque  instant  égal  à l'angle  horaire  de  ce 
Soleil  moyen;  suivant  les  usages  astronomiques  on  le  compte 
de  oh  à 24b  dans  l’intervalle  d’un  midi  à l’autre.  Le  jour  civil 
commence  12  heures  avant  le  jour  ast/onomique  de  même  date. 

D’après  Hansen,  le  temps  sidéral  h midi  moyen  de  r85o,  jan- 
vier o,  est  pour  Paris  i8b  3j)™9*, 261,  et  la  longueur  de  l'année 
tropique,  c'est-à-dire  le  tèmps  employé  par  le  Soleil  pour  reve- 
nir au  même  équinoxe,  est  365,242  2008  jours  solaires  moyens 
(voir  la  fin  du  n°  60);  le  mouvement  tropique  moyen  du  Soleil 
en  un  jour  est  donc 


36o° 


365,2.42  2008 


5 — 59’8",33 


3'n56‘,555,  en  temps  sid. 


Le  temps  sidéral  à midi  moyen  augmente  ainsi  chaque  jour 
de  3“ 56’, 555  ; cette  quantité  est  appelée  accélération  des  fixes 
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(par  rapportai!  Soleil);  il  est  facile  d’en  déduire  le  temps  sidéral 
à une  époque  quelconque. 

Pour  calculer  le  temps  sidéral  au  midi  d’un  autre  méridien, 
on  a pour  temps  sidéral  à midi  moyen  de  i85o,  janvier  o, 

i8b  3gm  9*,  261  h — ^ 3m56*,555, 

où  X désigne  en  heures  la  différence  de  longitude  avec  Paris,  prise 
positivement  à l'ouest,  négativement  à l’est  j*). 

La  relation  entre  le  temps  moyen  et  le  temps  vrai  s'obtient  h 
l’aide  de  l’équation  précédente  relative  à A.  Le  Soleil  moyen  tantôt 
précédera  le  Soleil  vrai,  tantôt  le  suivra,  comme  cela  résulte  du 
signe  de  la  partie  périodique  contenue  dans  A. 

Si,  pour  le  midi  moyen  d’un  lieu,  on  calcule  L,  c’est-à-dire  le 
temps  sidéral  à midi  moyen,  la  valeur  de  L — A donnée  par  la 
formule  précédente  sera  l’angle  horaire  du  Soleil  à midi  moyen  (**), 
On  appelle  équation  du  temps  la  quantité  qu'il  faut  ajouter  au 
temps  vrai  pour  avoir  le  temps  moyen.  Rien  n'est  plus  simple 
que  d'obtenir  avec  l'expression  précédente  de  L — A,  l'équation 
du  temps  .r  pour  l'instant  du  midi  vrai;  on  transformera  l’angle 
horaire  L — A en  temps  moyen  et  on  le  prendra  avec  le  signe 
contraire.  Soit  d'ailleurs  n le  moyen  mouvement  diurne  du  Soleil 
en  temps,  et  n 4-  tv  le  mouvement  diurne  vrai  du  Soleil  pour  le 
jour  déterminé;  24b  de  temps  moyen  seront  égales  à 24'' — «v  de 
temps  vrai  ; on  a donc 

.r  24b 

A — L 24b  — «v  ’ 


(*)  Un  devrait  encore  ajouter  le  petit  mouvement  périodique  dos  points 
équinoxiaux. 

("*)  L'expression  précédente  ne  donne  qu'une  valeur  approchée  de  L — A. 
La  valeur  exacte  doit  étro  calculée  à l’aide  des  Tables  du  Soleil  ; elle  est  égale 
a la  différence  entre  la  longitude  moyenne  du  Soleil  et  sou  ascension  droite 
vraie. 

Les  Tables  du  Soleil  les  plus  récentes  sont  celles  de  liansen  cl  Olufscn 
( Copenhague  i853),  et  celle*  de  Le  Verrier  [Annales  de  l 'Obscrvaluirc  impé- 
rial, t.  iv;. 
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x=(A-L) 


a4h 

— »■ 


L'équation  qui  donne  A permet  de  trouver  facilement  la  marche 
de  l’équation  du  temps  dans  le  cours  d'une  année.  Posons 
A — L = o et  prenons  seulement  les  trois  termes  les  plus  im- 
portants, nous  aurons  l’équation 


o = 86, 5 sin  L — 596,6  sin  2L  -t-  434» 1 cosl., 

qui  donne  les  valeurs  de  L pour  lesquelles  l’équation  du  temps 
est  nulle;  ce  sont:  L =:  a3"  16',  L = 830  a6',  L=i6o°t5', 
L = 273”3',  valeurs  qui  correspondent  aux  1 5 avril,  14  juin, 
3i  août  et  »4  décembre.  Les  époques  correspondantes  au  maxi- 
mum de  l’équation  du  temps  seront  données  par  l'équation  obte- 
nue par  la  différentiation,  et  on  trouvera  les  quatre  maxima 


•4-  i4m3t*  — -4-  6m  1 2*  — i6m  18’ 

pour  Févr.  la  Mai  14  Jtiill.  ifi  Mot.  18 

Le  jour  vrai  est  le  plus  long  quand  la  variation  de  l’équation  du 
temps  en  un  jour  est  positive  et  maxima.  Cela  a lieu  le  23  dé- 
cembre; alors  celte  variation  est  de3o'et  par  conséquent  la  durée 
du  jour  vrai  est  24'' o’n3o*.  Au  contraire,  le  jour  vrai  est  le  plus 
court  quand  la  variation  de  l’équation  du  temps  est  encore  un 
maximum,  mais  négative,  et  cela  a lieu  le  t5  septembre;  alors  la 
variation  de  l'équation  du  temps  est  — 21*,  et  par  conséquent  la 
durée  du  jour  vrai  est  de  23**  5g"  3g*. 

_ Les  notions  qui  précèdent  permettraient  de  résoudre  tous  les 
problèmes  relatifs  à la  transformation  des  différents  temps  les  uns 
dans  les  autres;  mais  il  a paru  utile  d’en  réunir  les  règles. 


W.  Transformation  tltt  temps  moy  en  en  temps  sidéral  et  inverse- 
ment. — i°  Par  suite  de  son  mouvement  apparent  de  l’est  à l’ouest, 
le  Soleil,  dans  l'intervalle  d’un  équinoxe  du  printemps  au  suivant, 
se  trouve  en  retard  sur  les  étoiles  d’une  révolution  diurne  tout 
entière;  le  nombre  de  jours  sidéraux  contenus  dans  l’année  tro- 
pique est  donc  plus  grand  d’une  unité  que  le  nombre  des  jours 


Digitized  by  Google 


MESURE  DU  TEMPS. 


12  3 


moyens.  Par  conséquent 

IT  . ...  , 365,2422m  . 

In  jour  sidéral  = ^r'-— jour  moyen 


360,242201 
= un  jour  moyen 


• 3”'55*,gog  de  temps  moyen. 


,T  ■ 366,242201  , ...  , 

Un  jour  moyen  = Jour  sidéral, 


365 , 242  20 1 
= un  jour  sidéral 


■ 3" 56*, 555  de  temps  sidéral. 


Si  donc  e désigne  le  temps  sidéral,  M le  temps  moyen,  0,  le 
temps  sidéral  à midi  moyen,  on  a 


M =:  (0  — 0.1 


M 


a4h — 3m  55',  909 
~ Ï4'- 
3™  56*,  556 
24 


241'- 


On  peut  calculer  le  temps  sidéral  à midi  moyen  comme  on  l’a 
fait  précédemment;  on  le  trouve  aussi  dans  les  éphémérides,  où 
il  est  donné  pour  chaque  midi  moyen. 

On  facilite  le  calcul  précédent  en  construisant  des  Tables  qui 
donnent  pour  toutes  les  valeurs  de  t les  quantités 


24**  — 3”55‘,909 


241. 


24'-  - 
et  — — 


3™  56’,  555 


241' 


Ces  Tables  se  trouvent  d’ailleurs  dans  les  Annuaires  el  dans  les 
Recueils  de  Tables  astronomiques. 

Exemple.  — On  donne  le  temps  sidéral,  1849  juin  9, 
1 4**  l6"‘  36*,  35  : transformer  ce  temps  en  temps  moyen  de  Ber- 
lin. 

Le  Jahrbuch  de  Berlin  donne  pour  valeur  du  temps  sidéral 
au  midi  moyen  du  jour  indiqué  5h  i o1"  48%  3o  ; il  s’est  donc 
écoulé  depuis  le  midi  moyen  jusqu'au  temps  donné  ç)’1  5n,48’,o5 
de  temps  sidéral;  les  Tables  auxiliaires  ou  la  multiplication  di- 


recte par 


, . 24»' — S^SS’.qoq 

le  facteur  — T. LÎUZ 

a4h 


montrent  que  cet  intervalle 


est  égal  18', 64  de  temps  moyen. 

2°  Si  le  temps  moyen  était  donné,  on  le  transformerait  en  temps 
sidéral  à l’aide  des  Tables  et  on  ajouterait  le  temps  sidéral  à midi 
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moyen  ; le  résultat  donnerait  le  temps  sidéral  correspondant  au 
temps  moyen  donné. 


45.  Transformation  du  temps  vrai  en  temps  moyen  et  inver- 
sement. — i°  Pour  transformer  le  temps  vrai  en  temps  moyen,  il 
suffit  de  prendre  dans  les  éphémérides  l’équation  du  temps  cor- 
respondante au  temps  vrai  donné,  et  de  l’ajouter  algébriquement 
au  temps  donné. 

Exemple.  — Le  Jahrbuch  de  Berlin  donne  les  valeurs  suivantes 
de  l’équation  du  temps  à midi  vrai  : 


18(9  Juin  8 

9 

10 


— tm20*,73 

— »•  9,^7 

— 0.57,74 


DifiT.  I.  Diff.  11. 
11%  36 

-+■  o*,  27 

-h  il , 63 


Ainsi  pour  le  temps  vrai  : juin  9,  t)1'  5“  23*, 60,  l’équation  du 
temps  est  — im  5\o4  et  par  suite  le  temps  moyen  correspondant 
est  <)h  4,n  18*, 56. 

20  Dans  la  transformation  du  temps  moyen  en  temps  vrai,  on 
se  sert  de  l’équation  du  temps;  mais  puisque,  dans  les  éphémé- 
rides, elle  est  donnée  pour  le  temps  vrai,  il  faudrait  en  réalité 
connaître  déjà  le  temps  vrai  afin  d’interpoler  l’équation  du  temps. 
Mais  en  raison  de  la  petitesse  de  la  variation  diurne  de  cette 
équation,  il  suffit  d’ajouter  au  temps  donné  une  équation  qui  ne 
lui  corresponde  qu’approximativement.  On  interpole  ensuite  l’é- 
quation du  temps  avec  cette  valeur  approchée  du  temps  vrai. 

Exemple.  — Soit  donné  le  temps  moyen  9h  4m  18*, 56.  Nous 
prendrons  — i,n  pour  équation  du  temps;  avec  le  temps  vrai 
91'  5l"  18*,  56,  nous  trouverons  — i,n5*,o4  pour  équation  du. 
temps  et  par  suite  le  temps  vrai  911 5m  23*,6o. 

Le  Nautical  Almanac  contient  avec  l’équation  du  temps  pour 
chaque  midi  vrai,  la  quantité  L — A pour  chaque  midi  moyen 
qu’il  faut  ajouter  au  temps  moyen  pour  avoir  le  temps  vrai.  Dès 
lors  la  règle  à suivre  est  la  même  dans  les  deux  cas,  en  employant 
cette  seconde  Table  pou r la  transformation  du  temps  moyen  en 
temps  vrai. 
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46.  Transformation  du  temps  vrai  en  temps  sidéral  et  inverse- 
ment. — i°  Puisque  le  temps  vrai  est  égal  à l’angle  horaire  du  So- 
leil, il  suffira  de  lui  ajouter  l’asceDsion  droite  du  Soleil  pour 
obtenir  le  temps  sidéral. 

Exemple.  — D’après  I e Jahrburh  de  F.ncke,  on  a à Berlin  les 
ascensions  droites  suivantes  du  Soleil  à midi  vrai  : 

184!)  Juin  8 5"  5“3o\79 

9 5.  9. 38, ;5 

10  5.13.46.98 

Veut-on  maintenant  transformer  en  temps  sidéral  9'*  S”  23',  60 
de  temps  vrai  pour  le  g juin?  A cette  époque  l’ascension  droite 
du  Soleil  est  égale  à 51'  1 im  12',  75,  et  par  suite  le  temps  sidéral 
est  égal  à *4ta  35. 

2°  Dans  la  transformation  du  temps  sidéral  en  temps  vrai,  on  a 
besoin  d’une  valeur  approchée  du  temps  vrai,  pour  l'interpola- 
r tion  de  l’ascension  droite  du  Soleil.  Mais  si  du  temps  sidéral 
donné  on  retranche  l’ascension  droite  du  Soleil  correspondante 
au  commencement  du  jour,  on  obtient  le  nombre  d’heures  sidé- 
rales écoulées  depuis  cette  époque.  Il  faudrait  transformer  ces 
heures  sidérales  en  temps  vrai;  mais  il  suffit  de  les  transformer 
en  temps  moyen  et  d'interpoler  l’ascension  droite  du  Soleil  pour 
cette  époque;  en  la  retranchant  ensuite  du  temps  sidéra!  donné, 
on  obtient  le  temps  vrai. 

Exemple.  — Le  9 juin,  l’ascension  droite  du  Soleil  à midi 
vrai  est  51’ 9”  38',  75  ; par  conséquent,  depuis  le  temps  sidéral 
i4h  1 G1"  36’, 35,  il  s’est  écoulé  g1' 6'“  57', 60  de  temps  sidéral,  ou 
9h5m28\oo  de  temps  moyen;  interpolons  pour  ce  temps  l’as- 
cension droite  du  Soleil,  nous  obtiendrons  511  nm  12’,  75;  le  temps 
vrai  cherché  est  donc  g1'  5'"  23’, 60. 

On  peut  aussi  faire  cette  conversion  en  transformant  le  temps 
sidéral  en  temps  moyen,  et  celui-ci  en  temps  vrai,  A l'aide  de  l’é- 
quation du  temps. 


DUT.  t.  t)itr.  II. 


■+■  4“/,  96 

-t-  o’,27 

+ 4*8, 23 
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Remarque.  — Si  l'on  veul  effectuer  cos  transformations  pour  le  temps  t 
d’an  méridien  dont  la  différence  de  longitude  avec  le  méridien  delYplicinr- 
ridc  esl  A ( prise  positivement  à l'ouest,  négativement  à l'est),  il  faut  in- 
terpoler, pour  le  temps  t -t- A,  le  temps  sidéral  & midi  mojeu,  l'équation 
du  temps  et  l'ascension  droite  du  Soleil  tirés  des  Ppbéméridci. 


IV.  — Problèmes  relatifs  au  mouvement  nu  une. 

V7.  Epoque  de  culmination . — Par  suite  du  mouvement  diurne, 
un  astre  passe  deux  fois  par  jour  au  méridien  d’un  lieu,  à sa 
culmination  supérieure  quand  le  temps  sidéral  est  égal  à son 
ascension  droite,  à sa  culmination  inférieure  quand  le  temps  si- 
déral la  dépasse  de  12  heures.  L’époque  de  la  culmination  des 
étoiles  fixes  s’obtient  donc  immédiatement.  Mais  si  l’astre  a un 
mouvement  propre,  il  faudrait  en  réalité  connaître  l’époque  de  la 
culmination,  afin  de  calculer  ensuite  l’ascension  droite  corres- 
pondante. 

Pour  le  Soleil  l’équation  du  temps  à midi  vrai,  déduite  des 
épliémérides,  donne  le  temps  moyen  du  passage  au  méridien  pour 
lequel  les  éphémérides  ont  été  construites;  et  celte  équation, 
interpolée  pour  le  temps  vrai  k,  donne  le  temps  moyen  de  la  cul- 
mination, pour  un  méridien  dont  la  différence  de  longitude  à 
l’ouest  est  A. 

Les  lieux  de  la  Lune  et  des  planètes  sont  donnés  dans  les  éphé- 
mérides pour  les  midis  moyens  d’un  méridien  déterminé.  Dési- 
gnons par  /{a)  l’ascension  droite  exprimée  en  temps  de  l’astre  à 
midi,  par  t le  temps  de  la  culmination;  l’ascension  droite  de 
l’astre  pour  l’époque  de  sa  culmination  sera  d’après  la  formule 
d’interpolation  de  Newton,  si  l’on  s’arrête  aux  différences  troi- 
sièmes, 

’ 9 

/(a)  + f /'(«•+  i)  4-  l>/"(«), 

ou  encore  plus  exactement 

Cette  grandeur  doit  être  égale  au  temps  sidéral  a l’instant  dont 
nous  parlons;  e,  étant  le  temps  sidéral  à midi  moyen  et  24  heures 
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l'intervalle  des  arguments  de  f [a  ),  on  aura  donc  l’équation 

®.+ t(% 4>'  3m  5G’,  56)  =/(«)  -+-  tf  (a  + ; ) + ‘'/"(n  + -J', 

d’où 

/== /(«)_—  ©«  __ 

?4>.  3"1 56%  56  -/'(«  + i)  - + j) 


f se  trouve  encore  dans  le  second  membre,  mais  puisque  les  dif- 
férences secondes  sont  toujours  petites,  on  peut,  en  calculant 
cette  formule,  remplacer  dans  le  second  membre  t par  la  valeur 

•p,, rocl.ce  w^lal-y,{a  + ^ (*).  ■ 

La  grandeur  0O  — f{o)  est  l’angle  horaire  de  l’astre  pour  le 
midi  du  méridien  pour  lequel  les  éphémérides  ont  été  construites; 
si  k est  la  longitude  d’un  autre  lieu,  prise  positivement  à l’ouest, 
l’angle  horaire  à l’est  serait  pour  ce  lieu  /(a)  — ©„-}-/,  et  h* 
temps  de  la  culmination  pour  ce  lieu  en  temps  du  premier  méri- 
dien 

f ia)  — ©o  ■+■  k 


t'  = 


• ?4h  3m  56%  56  — f ( a -4-  ’ ) — 

et,  en  temps  du  lieu, 


/'(«-+-  t) 


Exemple. 


t — t'  — k. 

Soient  données  les  ascensions  droites  de  la  Lune 


en  temps  moyen  de 

Berlin  : 

/(«). 

Diff.  1. 

Diff.  II. 

4861  Juill.  i4,5 

h m s 

i3  7 5,3 

m « 

-h  27  17,6 

9 

i5,o 

1 3 . 34  • '>.2 . 9 

4-  41,2 

1 5 , 5 

l4.  2.21,7 

4-  27.58,8 

-h  43,5 

16,0 

1 4 • 3 1 . 4,0 

-h  28.42,3 

(*)  Si  la  différence  des  arguments  de/(a)  était  12  heures  au  lieu  de  24» 
le  premier  terme  du  dénominateur  de  la  formule  précédente  serait 
i 58*,  28,  et  si  l’on  partait  d’une  valeur  <\cf  (a)  dont  l’argument  serait 
minuit,  il  faudrait  employer  0,  -+-  12**  im  58*, 28  au  lieu  de  0,. 
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et  en  même  temps  le  temps  sidéral  à midi  moyen,  juillet  i5, 
0„—  7h  33,d7*,0  : calculer  le  temps  de  culmination  de  la  Lune 
pour  Greenwich. 

La  différence  des  longitudes  de  Greenwich  et  de  Berlin  est 
X — -4-  53'" 34*> f)»  le  numérateur  de  t'  sera  donc  6l,54m49*»y» 
les  premiers  termes  du  dénominateur  donnent  1 1 h 33m  59*,  5 , et 
la  valeur  approchée  de  t'  sera  égale  à 0,597  75;  la  correction  du 
dénominateur  sera  donc  -h  8% 5 et  la  valeur  corrigée  de  t'  égale 
à 0,597  62  011  7h  1(,m  ‘7%°»  ct  en  temps  du  lieu  l’époque  de  la 
culmination  sera  61'  i6m42%1* 

Pour  la  culmination  inférieure,  en  désignant  par  a la  valeur 
de  l’argument  la  plus  voisine  de  cette  culmination,  on  aura  l’é- 
quation 

0o-t-  t (24,l3'n  56*,  56) 

1 . 2 

et,  en  général  pour  un  lieu  de  longitude  X, 

1 2h  -h  /(  a ) — 0„  -4-  X 

a4h  3™  56%  56  -/'  (a  + i)  - /“{<■  + {) 

2» 

ou,  si  l’intervalle  de  l’argument  est  1 1 heures, 

r2h-f-/(«|— 0O  + ^ 

i2h  i,n58*,  28  — /'  {a  -t-  M-  -f-i) 

2 

Exemple.  — Soit  à calculer,  juillet  i5,  à Greenwich,  l’époque 
delà  culmination  de  la  Lune;  on  partira  de  juillet  i5,5,  et  le 
numérateur  sera  7,,20re5o*, 4î  les  premiers  termes  du  dénominateur 
donneront  1 ih33m  16*,  o;  par  conséquent  la  valeur  approchée  de  tf 
sera  égale  à 0,6359  et  la  valeur  corrigée  °>63577  ou  7h37‘n45*,i. 
La  culmination  inférieure  aura  donc  lieu  à 19*'  37”' 45%  1 , temps 
de  Berlin,  ou  à 1 81' 44m  10*,  2,  temps  de  Greenwich. 

48.  Époque  du  lever  et  du  coucher.  — Dans  le  n°  35  on  a 
trouvé  l’équation 

sin/i  = sin©sin£  4-  cos<p  costf  cosr. 
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Lorsque  l'astre  est  à l'horizon  h = o,  et  l'on  a 

o — sin  y sin  J -+-  cosy  c.os<î  cos t,, 
ou 

(o)  cos/,  = — tangy  rang  S. 

Au  moyen  de  cette  formule  on  trouve  pour  une  lalitude  dé- 
terminée y,  l'angle  horaire  correspondant  au  lever  ou  au  coucher 
d'un  astre  dont  la  déclinaison  tst  S.  La  valeur  absolue  de  cet 
angle  s'appelle  le  demi-arc  diurne  de  l’astre.  Si  l’on  connaît  le 
temps  sidéral  du  passage  de  l'étoile  au  méridien,  c'est-à-dire  son 
ascension  droite,  on  aura  le  temps  sidéral  du  lever  ou  du  coucher 
en  diminuant  ou  en  augmentant  l’ascension  droite  de  la  valeur 
absolue  de  t „. 

Les  règles  que  nous  avons  données  permettent  ensuite  de  trans- 
former en  temps  moyen  le  temps  sidéral  obtenu. 

Kxf.uple.  — Calculer  l’époque  du  lever  et  du  coucher  d’Arc- 
turus  à Berlin  pour  1861,  janviir  o.  — On  a pour  Arcturus 

a = 1 4b *5"*  >9*.  3,  J = -+-  19" 54' 29', 

de  plus 

? = 5a°3o'  16”. 

Avec  ces  valeurs  on  obtient  pour  le  demi-arc  diurne 
t,  = 1 180  10'  1 ",  3 = 71*  5a"  4o\ 

Arcturus  se  lève  donc  à fiu  16“  39*  et  se  couche  à ?.ah  tm59*  de 
temps  sidéral. 

Pour  trouver  l’heure  du  lever  et  du  coucher  d’un  astre  errant, 
il  faut  connaître  la  déclinaison  pour  cette  époque;  on  résoudra 
donc  la  question  en  faisant  le  calcul  deux  fois,  par  la  méthode  des 
approximations  successives.  Pour  le  Soleil  le  calcul  est  simple.  On 
prend  d’abord  une  valeur  approchée  de  la  déclinaison,  avec  la- 
quelle on  obtient  une  valeur  approchée  de  l’angle  horaire  du  Soleil 
ou  du  temps  vrai  au  moment  de  son  lever  ou  de  son  coucher.  Or 
dans  les  éphéméridcs  les  déclinaisons  du  Soleil  sont  données  pour 
midi  vrai;  on  peut  donc  par  interpolation  trouver  la  déclinaison  à 
l’époque  du  lever  ou  du  coucher,  et  avec  elle  recommencer  le 
calcul. 
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Pour  la  Lune,  le  calcul  est  plus  long.  Après  avoir  cherché  les 
temps  moyens  des  deux  culminations  inférieure  et  supérieure 
consécutives,  on  en  peut  déduire  le  temps  moyen  correspondant 
à chaque  angle  horaire  intermédiaire;  dès  lors  si  avec  une  dé- 
clinaison approchée  de  la  Lune  on  .trouve  un  angle  horaire  ap- 
proche du  lever  et  du  coucher,  on  aura  la  valeur  correspondante 
du  temps  moyen;  on  trouvera  ensuite  par  intei polation  une  va- 
leur plus  approchée  delà  déclinaison,  avec  laquelle  on  recom- 
mencera le  calcul.  On  verra  un  exemple  de  ce  calcul  au  n°  78. 


Remarque.  — LVquation  (a)  relative  à l'angle  horaire  du  lever  et  du  cou- 
cher peut  se  mettre  sous  une  autre  turme,  parfois  commode,  et  obtenue  par 
une  transformation  connue  : 


tang*  — 


co  s (9  — 0'  j 
cos  ( 9 0 ) 


49.  Lever  et  coucher  des  astres  aux  diverses  latitudes.  — La 
formule  («)  du  n°  48  donne  la  raison  de  toutes  les  apparences 
que  présentent  le  lever  et  le  coucher  des  astres  pour  les  différents 
points  de  la  surface  de  la  Terre. 

Si  8 est  positif,  l’étoile  est  au  nord  de  l'équateur,  et  cos/„  sera 
négatif  pour  un  lieu  de  l’hémisphère  boréal  ; t0  sera  donc  plus  grand 
que  go",  et  l’étoile  restera  plus  longtemps  au-dessus  de  l’horizon 
qu’au -dessous.  Au  contraire,  pour  une  étoile  de  déclinaison  aus- 
trale, t0  sera  plus  petit  que  go°,  et,  en  un  lieu  de  l’hémisphère 
boréal  de  la  Terre,  l’étoile  restera  moins  longtemps  au-dessus  de 
l’horizon  qu’au-dessous.  Pour  l’hémisphère  austral,  <p  est  négatif, 
et  tout  se  passe  en  sens  inverse,  car  dans  ce  cas  l’arc  diurne  d’une 
étoile  australe  est  plus  grand  que  12  heures.  Si  <p  = o,  r0  = goo 
pour  toute  valeur  de  <î  ; à l’équateur  les  étoiles  restent  donc  aussi 
longtemps  au-dessus  de  l'horizon  qu’au-dessous.  Si  8 ==.  o on  aura 
aussi,  pour  toute  valeur  de  <p,  r0=:goo;  on  voit  donc  qu’en  un 
lieu  quelconque  de  la  Terre  les  étoiles  équatoriales  restent  le  même 
temps  au-dessus  et  au-dessous  de  l’horizon. 

Ainsi,  quand  le  Soleil  est  au  nord  de  l’équateur,  le  jour  est, 
pour  un  lieu  de  l’hémisphère  boréal,  plus  long  que  la  nuit;  l’in- 
verse a lieu  quand  le  Soleil  est  au  sud.  Mais  si  le  Soleil  est  sur 


s 
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l'équateur,  pour  tout  lieu  de  la  Terre  le  jour  est  égal  à la  nuit. 
Pour  les  habitants  de  IVquateur,  il  en  est  toujours  ainsi. 

La  valeur  de  t,  ne  sera  du  reste  possible  que  si  lange  tangJ  < i . 
Dès  lors,  pour  un  lieu  de  latitude  <p,  un  astre  ne  se  couchera  pas  si 
tangiî  <colangy  ou  S — y;  si  o° — y,  r,=  i8o°, 

l’astre  n'atteint  l’horizon  qu'à  sa  culmination  inferieure;  quand 
t > 90"  — y,  il  ne  se  couche  jamais.  Au  contraire,  la  déclinaison 
australe  est-elle  plus  grande  que  90° — y,  l’astre  ne  s'élève  jamais 
au-dessus  de  l’horizon. 

Puisque  la  déclinaison  du  Soleil  est  toujours  comprise  entre  — t 
et  -I-  c,  il  y a certains  lieux  de  la  Terre  pour  lesquels  le  Soleil,  aux 
jours  des  solstices,  ne  se  lève  ou  ne  se  couche  point;  ce  sont  ceux 
qui  ont  pour  latitude  boréale  ou  australe,  90°  — t ou  66°  3o'.  Ces 
lieux  sont  situés  sur  les  deux  cercles  polaires.  Pour  un  lieu  situé 
dans  l’intérieur  de  l’un  des  cercles  polaires,  le  Soleil  reste  en  été 
d’autant  plus  longtemps  au-dessus  de  l'horizon,  en  hiver  d’autant 
plus  longtemps  au-dessous,  que  l’on  se  rapproche  davantage  des 
pôles. 

Remarque.  — Un  point  A de  l'cquateur  se  lève  quand  son  angle  horaire 
est  égal  à (i**.  Soit  a l'ascension  droite  de  ce  point;  on  obtient  les  étoiles 
qui  se  lèvent  en  môme  temps,  en  faisant  passer  un  grand  cercle  par  le 
point  A et  par  les  points  île  la  sphère  céleste  définis  par  les  ascensions 
droites  * — 6h  et  a -+-6**,  et  les  déclinaisons  — (go°  — ç>)et  -+-90°  — p. 

On  obtient  aussi  les  étoiles  qui  se  couchent  en  môme  temps  que  le  point  A 
en  faisant  passer  un  grand  cercle  par  le  point  A et  les  points  dont  les  ascen- 
sions droites  sont  « -♦*  6^  et  * — 6^  et  dont  les  déclinaisons  sont  respective- 
ment — (90°  — p)  et  -+-900  — p.  Ainsi  le  point  qui,  à l'époque  du  lever  du 
poiut'A,  était  A sa  culmination  inferieure  et  à l'horizon,  sera  à l'époque  de 
sa  culmination  supérieure  élevé  d'un  arr  p au-dessus  du  pôle,  ou  d'un  arc  1 y 
au-dessus  du  l'horizon  nord.  Sous  une  latitude  du  4^°  les  constellations 
tournent,  en  heures  sidérales,  de  90°  par  rapport  à l'horizon,  car  le  grand 
cercle  qui  se  lève  en  môme  temps  qu’un  point  de  l'équateur  est  perpendi- 
culaire à l'horizon  au  moment  du  coucher  de  ce  point.  A l'éq uai eu r,  toutes 
les  étoiles  qui  se  lèvent  en  môme  temps  se  couchent  en  môme  temps. 

50.  Amplitude  ortive  et  amplitude  occase.  — Pour  Irouver  le 
point  de  l'horizon  où  une  étoile  se  lève  et  se  couche,  il  suffit  de 
poser  h = o dans  l'équation 

sin$  — sin?sin/<  — cosy  cos/i  cos  A, 

9- 
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trouvée  au  n°  34  On  a ainsi 


(*) 


cos  A,  = — 


sin  J 
cos  -f 


La  valeur  négative  de  A,  est  l'azimut  de  l’étoile  à son  lever,  la 
valeur  positive  est  l’azimut  à son  coucher.  La  distance  de  l’étoile 
au  moment  de  son  lever  ou  de  son  coucher  aux  vrais  points  est  et 
ouest  s’appelle  amplitude  ortivc  on  amplitude  occasc.  Désignons-la 
par  A,,  nous  aurons 

A,  = 90°  ■+•  A, 

et,  par  suite, 

, . . sin  J 

( c)  sinA,  = ? 

' ' CO  S f 

où  A,  est  positif,  si  l’étoile  se  lève  ou  se  couche  en  un  point  situé 
au  nord  de  la  ligne  est-ouest,  négatif  si  ce  point  est  au  sud. 

La  formule  (c)  relative  à l’amplitude  ortive  ou  occase  peut  se 
mettre  sous  une  autre  forme;  en  effet 


1 — sin  A,  sin  1(1  — sin  J 

sin| 


où  = go°- 


1 sinA, 

9;  on  en  conclut 


tang’ 


(45-  = 


tang 


sind 
$ — S 


tang- 


Tour  Arrturus,  on  obtiendrait,  avec  les  valeurs  de  3 et  y don- 
nées plus  haut, 

A,  = 34°  o',  9. 

51.  Distance  zénithale  d'une  étoile  à l’époque  de  sa  culmi- 
nation. — Dans  l'équation 

sinA  = siny  sind  -t-  cosç  cosi  cosf, 
remplaçons  cost  par  1 — 2 sin1  - , nous  obtiendrons 


sinA  = cos(f  — J)  — 2 cosç  cos  J sin2  - 
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Ainsi  à des  valeurs  égales  de  t de  part  et  d’autre  du  méridien 
correspondent  des  hauteurs  égales;  de  plus,  comme  le  second 
terme  est  toujours  négatif,  h sera  maximum  pour  t — o,  et  ce 
maximum  lui-méme,  ou  plutôt  la  distance  zénithale  de  l’étoile  à 
sa  culmination  supérieure,  se  tire  de  l’équation 

((/)  COSZ=rCOS(©  — <?), 

d’où 

Z — ± (ÿ  — S). 

Nous  prendrons  en  général  z = S — çp;  en  d’autres  termes, 
nous  considérerons  comme  négatives  les  distances  zénithales  aus- 
trales, car  pour  les  étoiles  qui  passent  au  méridien  au  sud  du 
zénith,  on  a S <C<?* 

Au  contraire,  pour  la  culmination  inférieure,  c’est-à-dire 
pour  c=  i8o°,  h sera  minimum,  comme  on  le  voit  aisément  en 
remplaçant  t par  i8o°-f-  t t'  étant  compté  depuis  la  partie  du 
méridien  qui  est  au-dessous  du  pôle.  On  a en  effet  dans  ce  cas 

sin/i  = sin<p  sin<?  — cosj»  cosS cos/' 
ou,  en  remplaçant  encore  cosf'  par  1 — 2 sin2  — « 

t' 

sin//  = cos[i8o°  qp  (<p  01]  -+-  2cos<pcos£  sin2  -• 

Puisque  le  dernier  terme  du  second  membre  est  toujours  po- 
sitif, h sera  minimum  pour  t’  = o,  c’est-à-dire  à la  culmination 
inférieure,  et  alors 

* 

cos  s = cos[i8o°  zp  (<p  -f-  5)]. 

Mais  comme  z est  toujours  plus  petit  que  90°,  si  l’étoile  est  vi- 
sible à sa  culmination  inférieure,  il  faut  prendre  le  signe  supérieur 
pour  un  lieu  de  l’hémisphère  boréal,  le  signe  inférieur  pour  un 
lieu  de  l’hémisphère  austral;  d’après  ce  qui  précède,  on  a donc 
dans  le  premier  cas 

Z = l8o° — (®  -h  5), 

et  dans  le  second 

1 = — ( 1 8o°  -t-  f -f  i). 
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Exemple.  — La  déclinaison  de  Véga  (a  Lyre)  est  38°  3g'; 
donc  pour  la  latitude  de  Berlin  S — ? = — i3°5i'.  L’étoile  Vega 
passe  donc  à sa  culmination  supérieure  à Berlin  au  sud  du  zé- 
nith, et  à une  distance  de  t3°5t',  comptée  sur  le  méridien.  De 
plus  1800 — <p  — S,  ou  la  distance  zénithale  à sa  culmination  in- 
férieure, est  égale  à 88°  5 1'. 

52.  Époque  de  la  plus  grande  hauteur  d'un  astre  dont  la  dé- 
clinaison est  variable.  — IJn  astre  dont  lu  déclinaison  ne  change 
pas  pendant  son  séjour  au-dessus  de  l’horizon  est  à sa  plus  grande 
hauteur  au  moment  où  il  passe  au  méridien;  mais  si  sa  déclinaison 
varie,  il  atteint  sa  plus  grande  hauteur  hors  du  méridien.  Diffé- 
rentions  la  formule 

cos  z — sin«j>  sin£  -4-  cos<p  cos<î  cos/ 
en  y considérant  z,  § et  t comme  variables,  nous  aurons 
— sin  zdz  = (sinÿCosÆ  — cosu  sin  0 cos/)  do  — cos<p  cos<?  sin  t dt. 

Si  1 est  minimum,  dz  — o,  d’où 


dt  . , 

sin  / — - itangÿ  — tango  cos/). 


Cette  équation  donne  l’angle  horaire  de  l'astre  à l’époque  de  sa 

d S 

plus  grande  hauteur;  — est  le  rapport  de  la  variation  de  la  dé- 
clinaison à la  variation  de  l’angle  horaire,  de  telle  sorte  que  si, 
par  exemple,  dt  représente  une  seconde  d’arc,  — est  la  variation 

delà  déclinaison  en  de  seconde  de  temps.  Puisque  pour  tous 
les  astres  ce  rapport  est  petit,  nous  pouvons  confondre  sin / avec 
Tare  et  remplacer  cos / par  l’unité;  nous  obtenons  ainsi  pour 
l’angle  horaire  de  la  plus  grande  hauteur 


U') 


dt  . ?,o62()5 

--  (lang,  - tango)  — jj—  > 


dt 


où  — est  la  variation  de  la  déclinaison  en  une  seconde  de  temps, 
dt  1 

et  où  / est  donné  en  secondes  de  temps.  Il  faut  toujours  ajouter 
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algébriquement  cet  angle  horaire  / , au  temps  de  la  culmination, 
pour  obtenir  l’époque  de  la  plus  grande  hauteur 

Si  l'astre  passe  au  méridien  au  sud  du  zénith  et,  dans  sa 

<i  S 

marche,  s’approche  du  pôle  nord,  auquel  cas  --  est  positif,  si 

en  outre  <j>  est  positif,  la  plus  grande  hauteur  a lieu  après  la  cul- 
mination; au  contraire,  quand  la  déclinaison  diminue,  l’époque  de 
la  plus  grande  hauteur  précède  celle  de  la  culmination.  L’inverse 
aurait  lieu  si  l’astre  passait  au  méridien  entre  le  pôle  et  le  zénith. 


53.  Formules  différentielles  rein  tires  h V azimut  et  a la  bou- 
teur pour  une  variation  de  l’angle  horaire»  — La  différentiation 
des  formules 


donne 


cos  h sin  A = cosÆ  sin/, 

cos  b cos  A = — cos  © sinÆ  -4-  sin©  cos  S cos/, 

fih 

sin//  — = cos^ (sin  © sin  / cos A — cos  t sin  A), 
dt  v T 

dk 

cos  h — = cosÆ{sinf  sin/  sin  A +•  cos/ cos  A -, 


ou,  d’après  le  n°  36, 
dh 

\ 

w 


| ~ - zzz  — coso  sin//  = — cos-j»  sin  A, 
-f-  cos  a cos/>. 


I / dX 

I COS  b — 

r dt 


On  emploie  souvent  encore  les  dérivé/  s du  second  ordre.  On  a 


(0 


d‘b 


d A 


. — — cos©  cos  A 

dt-  r dt 


CO  S © COS  '1  cos  A cos  // 
cos  b 


et,  par  suite, 


(*) 


' dz 

1 di 


— — cos<î  sin//  = cos^  sin  A, 


i dH 
’ 'dr 


cos<p  cos<?  cos  A cos// 
CO  S b 
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De  plus,  de  la  seconde  îles  formules  (A)  on  déduit 


-/  d'JL  , , . dp 

cos-n  — — ==  — cos  A coso  stny»  -f- 
<*’  r dt 


, . . r//i 

cos o coso  sin//  —, 
dt 


et  de  la  formule 


sin?  =;  sin  A sin  ô 4-  cos//  coso  cos//. 


on  obtient  par  différentiation 


cos//  coso  sin // 


En 


conséquence,  on  a 

cost/i  -jp  = (cos//  sin  ^ — a coso  sin//  cos// ) cos<î  sin//. 


et,  à l'aide  de  la  relation 

cos  rf  cos  A — — sino  cos  A 4-  sin//  coso  cos//, 


que  donne  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  l’étoile,  ei 
dans  laquelle  on  a introduit  A au  lieu  de  //,  on  obtient 


cos1  A 


d' A 
~dF 


— — coso  sin  A ( cos  A si n o’  4-  a costpcosA  ). 


54.  Passage  des  étoiles  dans  le  premier  vertical.  — Puisque 
l’on  a 


dh  . 

— ——  cos?  sin  A, 


— est  égal  à o et  par  suite  A maximum  ou  minimum  quand 
dt 

sin  A — - o,  c'est-à-dire  quand  l’astre  est  au  méridien. 

De  plus  — est  maximum  quand  sin  A =±  1,  c’est-à-dire 
1 dt 

lorsque  A = 90°  ou  = 370". 

La  variation  de  bailleur  d’une  étoile  atteint  donc  son  maximum 
au  moment  où  celle-ci  passe  par  le  vertical  dont  l'azimut  est 
90“  ou  '/.'jo0.  Ce  cercle  vertical  s’appelle  le  premier  vertical. 
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Pour  trouver  l’époque  du  passage  d’une  étoile  au  premier  ver- 
tical et  sa  hauteur  à cet  instant,  il  suffit  de  faire  A =90°  dans 
les  formules  du  np  34-,  ou  de  considérer  le  triangle  formé  par  l'é- 
toile, le  zénith  et  le  pôle,  rectangle  dans  ce  cas;  on  obtient  ainsi 


(O 

et  enfin 


tang#  . , sin# 

cos  t — — • sin/i  — - — y 

tango  sin<p 


sin  p = 


COSip 
■ -*  • 

cos  «J 


Si  <î  la  valeur  de  cosr  est  impossible,  et  l’étoile  ne  passera 
jamais  par  le  premier  vertical,  mais  elle  passera  au  méridien  entré 
le  zénith  et  le  pôle;  o est-il  négatif,  cosf  est  aussi  négatif;  mais, 
puisque  pour  des  latitudes  boréales  les  angles  horaires  des  étoiles 
australes  sont  toujours  plus  petits  que  90°  pendant  leur  séjour 
au-dessus  de  l’horizon,  ces  étoiles  n’atteindront  pas  non  plus  la 
partie  visible  du  premier  vertical. 

Exemple.  — Pour  Arcturus  et  la  latitude  de  Berlin,  on  obtient 

t~  1 — 4h55"'  ?.8\  //  = ?.5u24/,9. 


Arcturus  passe  donc  à P>erlin  au  premier  vertical  ç)h  1 3,n  5 1 * avant 
sa  culmination  et  1 c)1*  4 m 4 7*  après. 

Si  l’angle  horaire  est  voisin  de  o,  cos / et  sin//  ne  déterminent 
pas  exactement  les  grandeurs  t et  h.  Mais  en  procédant  comme 
plus  haut,  on  obtient 

t sinf©  — S) 

tang2  - = — — 

D 2 sin(  î.  -h  ô ) 


et,  dans  ce  cas,  on  adoptera,  pour  le  calcul  de  la  hauteur,  la  for- 
mule 

cot  //  — tang  t cos  f. 


55.  Plus  grande  digression  des  circumpolaires.  — La  relation 

d A cos  <5  co  s p 

dt  cos  h 


montre  que  cette  dérivée  s’annule,  et  que  par  suite  la  hauteur  de 


1 
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l’étoile  change  seule,  lorsque  cosp  — o,  c’est-à-dire  quand  le 
vertical  de  l’étoile  est  perpendiculaire  au  cercle  de  déclinaison. 
Or 

sin<p  — sin  h sin  <î 
cos  //  cos  3 


cos  p 


d\ 

pour  que  la  dérivée  - soit  nulle,  il  faut  donc  que 


• / s,n? 
sin//  =r  — — 1 

sin<î 


Ainsi  ce  fait  ne  se  présente  que  pour  les  circompolaircs  dont  la  » 

déclinaison  est  plus  grande  que  la  latitude  du  lieu,  et  au  point  cù 
le  vertical  est  tangent  au  parallèle.  L’étoile  est  alors  à sa  plus 
grande  digression;  l’azimut  et  l’angle  horaire  correspondants 
sont  donnés  par  les  équations 


cos  a 

sin  A = et 

• . COSÿ 


cos  / = 


tang© 

— — ■ • 

tango 


Exemple.  — Pour  la  Polaire  dont  la  déclinaison  en  i86*  était 
88n34'6",  et  pour  la  latitude  de  Berlin,  on  trouve  : 

r=zzh  88°  8'  o'' = 5b  52”' 3*% 

A = 2°2I,g",  compté  du  point  nord, 

h— 5 203!',7. 


56.  Duree  du  passage  du  Soleil  et  de  la  Lune  h travers  un 
grand  cercle  donné . — Il  nous  reste  maintenant  à déterminer  le 
temps  que  met  le  disque  du  Soleil  ou  de  la  Lune  à traverser  un 
grand  cercle  donné. 

Pendant  les  petits  intervalles  de  temps  que  nous  considérons 
ici,  nous  pouvons  regarder  les  mouvements  du  Soleil  et  de  la 
Lune  comme  uniformes,  en  sorte  que  si  Aa  est,  en  secondes  de 
temps,  l’augmentation  de  l’ascension  droite  d’un  de  ces  astres 
entre  deux  culminations  consécutives,  le  temps  sidéral  x,  pendant 
lequel  il  se  mouvra  d’un  angle  horaire  déterminé  /,  est  donné  par 


I 


PROBLÈMES  RELATIFS  AU  MOUVEMENT  DIURNE. 


1 3») 


la  proportion 


ou 


x 864oo  -+-  Aa 

/ 86400  ’ 


I 1 

Aa  I — X 

86400  4-  Aa 


en  représentant  par  X,  le  second  terme  du  dénominateur,  c’est-à- 
dire  l’accroissement  de  l’ascension  droite  de  l’astreen  une  seconde 
de  temps  sidéral.  Appliquons  cette  règle  à quelques  cas  particu- 
liers, 

i°  Durée  du  passage  au  méridien.  — Nous  supposerons  que 
le  bord  occidental  de  l’astre  est  dans  le  méridien,  c’est-à-dire  que 
l’angle  horaire  de  son  centre  est  oriental.  Cet  angle  horaire  t et  le 
demi-diamètre  R sont  liés  par  la  relation 


cos  R — sin*#  -t-  cos 2o  cosr 


ou 

R ^ . t 
sin  — = cosd  sin  - • 
2 2 


* R et  t étant  toujours  petits,  on  peut  prendre,  pour  valeur  de  t ex- 
primée en  temps,  ( 

R 

t—  -• 

i5  coso 


La  durée  de  la  culmination  de  l’astre,  exprimée  en  temps  sidéral, 
est  donc 

2 R t 

7 V ~ 75 \ * 

i5  coso  1 — X 

» •> 


2°  Durée  du  lever  ou  du  coucher.  — Imaginons  que  le  bord 
supérieur  de  l’astre  soit  à l’horizon,  la  dépression  du  bord  infé- 
rieur est  égale  à 2 R;  et  comme 


dz 
d 1 


— cos  à sin p y 


la  différence  des  angles  horaires  de  ces  deux  bords,  exprimée  en 


i4o  • 

temps  sera 
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?,R 


. i5  cosd  sin// 

En  temps  sidéral,  la  durée  du  lever  ou  du  couclfer  sera  donc 

9.R  i 

i5  coso  sin//  i — À* 

p étant  donné  par  Péquaiion 


cos//  ~ 


sin<p 

■ — » 

cos  S 


3°  Duree  du  passage  à travers  un  vertical  quelconque . — Les 
deux  cercles  verticaux,  l'un  passant  par  le  centre  de  l’astre, 
l’autre  tangent  à l’un  des  bords,  ont  des  azimuts  qui  diffèrent, 
entre  eux  d’une  quantité  a donnée  par  l’équation 

.R  , . o 
sin  — = cos  h sin  - j 
2 2 


ou,  a et  R étant  petits, 
Mais 

dt 


R — « cos/f. 


co  s h 

cos<?  cos  // 


d A, 


la  durée  du  passage  de  l’astre  à travers  un  vertical  donné  a donc 
pour  valeur,  en  temps  sidéral, 


2 R i 


1 5 COsÆ  cos/y  i — 

expression  dans  laquelle  on  a * 

cos<î  sin  © — sin  <î  cos©  cos  £ 
cos p •=.- 


cos// 
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CHAPITRE  II. 

VARIATIONS  DES  PLANS  FONDAMENTAUX  AUXQUELS  ON 
RAPPORTE  LES  POSITIONS  DES  ÉTOILES. 


Les  pôles  de  la  Terre  conservent  à sa  surface  une  position  inva- 
riable; par  conséquent,  en  un  lieu,  l'angle  que  fait  l'horizon  avec 
l’axe  de  la  Terre  ou  avec  son  équateur  est  un  angle  constant;  les 
pôles  et  l’équateur  de  la  sphère  céleste  conservent  donc  aussi,  par 
rapport  au  grand  cercle  de  l’horizon,  une  situation  invariable. 
Mais,  dans  l’espace,  la  position  de  l’axe  du  monde  varie  conti- 
nuellement par  suite  des  attractions  combinées  du  Soleil  et  de  la 
Lune  : le  grand  cercle  idéal  de  l’équateur  et  son  pôle  idéal  doivent 
donc  rencontrer  successivement  des  étoiles  différentes  ; en  d’autres 
termes,  la  position  d’une  étoile  par  rapport  à l’équateur  change 
constamment.  De  plus,  les  attractions  des  planètes  font  varier  la 
position  du  plan  de  l’orbite  terrestre  dans  l’espace;  l’orbite  que 
le  centre  du  Soleil  semble  décrire  dans  le  cours  d’une  année,  ren- 
contre donc  aussi  successivement  des  étoiles  différentes.  De  l’en- 
semble de  ces  mouvements,  il  résulte  une  variation  continue  de 
l’angle  de  l’équateur  et  de  l’écliptique,  et  un  déplacement  continu 
des  points  d’intersection  de  ces  deux  grands  cercles.  Les  longi  - 
tildes  et  les  latitudes  des  étoiles,  ainsi  que  leurs  ascensions  droites 
et  leurs  déclinaisons,  varient  donc  constamment,  et  il  est  de  la  plus 
haute  importance  d’apprendre  à connaître  les  variations  auxquelles 
elles  sont  soumises. 

Pour  se  faire  une  idée  nette  des  mouvements  réciproques  de 
l’équateur  et  de  l'écliptique,  il  est  utile  de  les  rapporter  à un  plan 
lixe.  Avec  Laplace,  nous  prendrons  celui  du  grand  cercle  qui 
coïncidait  avec  le  plan  de  l’écliptique  au  commencement  de  l’an- 
née i ^50.  La  Mécanique  céleste  nous  apprend  que  les  actions  com- 
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binées  «lu  Soleil  el  de  la  Luue  sur  le  rendement  écpiatorial  du 
sphéroïde  terrestre  produisent  un  mouvement  de  l’axe  et  de  l’é- 
quateur de  la  Terre  par  rapport  à l’écliptique  fixe;  par  suite  de 
celte  action,  les  points  d'intersection  de  l’equaleur  et  du  plan  fixe 
ont,  sur  ce  dernier,  un  double  mouvement,  le  premier  lent  et  ré- 
trograde, l’autre  périodique,  et  qui  dépend  des  positions  du  Soleil, 
de  la  Lune  et  des  nœuds  de  celle-ci.  Le  premier  mouvement  est  la 
précession  tuniso/airc,  le  second  est  la  nutation  lunisolaire  en  lon- 
gitude. Ces  attractions  produisent  aussi  une  variation  périodique, 
fonction  des  mêmes  éléments,  de  l’inclinaison  de  l’équateur  sur  le 
plan  fixe,  et  qu’on  appelle  nutation  lunisolaire  de  l'obliquité. 

En  outre,  les  attractions  réciproques  des  planètes  font  varier 
les  inclinaisons  des  orbites  planétaires  sur  l'ecliptique  fixe,  et  les 
positions  de  leurs  lignes  d’intersection  avec  le  même  plan  ; le  plan 
de  l’orbite  terrestre  varie  donc  par  rapport  à celui  de  l’écliptique 
fixe,  avec  lequel  il  coïncidait  au  commencement  de  i'5o.  Il  en 
résulte  une  variation  dans  l’inclinaison  de  l’écliptique  vraie  sur  l’é- 
quateur,  la  variation  séculaire  de  l'obliquité,  et  de  plus  le  mouve- 
ment sur  l’écliptique  vraie  des  points  d’interseclion  de  l’équateur 
et  de  l’écliptique  vraie,  ou  précession  générale,  diffcie  de  celui  de 
l’équateur  par  rapport  à l’écliptique  fixe,  que  nous  avons  appelé 
précession  lunisolaire  (*). 

Cette  variation  du  plan  de  l’orbite  terrestre  a encore  un  autre 
résultat.  En  effet,  par  suite  de  ce  phénomène,  les  positions  des 
orbites  du  Soleil  et  de  la  Lune  changent,  quoique  très-lentement, 
par  rapport  à l’équateur  terrestre;  il  en  résulte  donc  un  mouve- 
ment de  l’équateur  analogue  à la  nutation,  mais  à très-longue  pé- 
riode, qui  fait  varier  l’inclinaison  de  l’équateur  sur  l’écliptique  et 
la  position  de  leurs  points  d’intersection.  A cause  de  la  longueur 
de  la  période,  ces  variations  ont  été  réunies  à la  précession  et  à 
la  variation  séculaiie  de  l'obliquité.  Le  mouvement  de  l’equateur 
causé  par  des  perturbations  des  planètes  change  donc  un  peu  la 
précision  lunisolaire  et  la  précession  générale,  tout  aussi  bien 


(*)  Les  termes  périodiques,  la  nutation,  restent  les  mêmes  pour  l’éclip- 
tique flxe  el  l'écliptique  mobile. 
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que  les  angles  de  l’équateur  avec  l’écliptique  fixe  et  l’écliptique  # 
mobile  ( * ). 


I.  — De  la  précession. 

57.  Mouvement  annuel  de  l'équateur  sur  l'écliptique  et  de 
l 'écliptique  sur  l'équateur , ou  précession  lunisolaire  annuelle  et 
précession  planétaire . — Variation  séculaire  de  l'obliquité  de 
l'écliptique.  — La  place  donne,  au  § 44  ^vre  VI  de  la  Mé- 
canique céleste , les  expressions  des  déplacements  lents  de  l’équa- 
teur et  de  l'écliptique,  dans  lesquelles  le  développement  des  per- 
turbations séculaires  de  l’orbite  terrestre  a été  poussé  assez  loin 
pour  qu’elles  puissent  servir  dans  un  intervalle  de  1200  ans  avant 
et  après  i*j5o.  Bessel  a développé  ces  inégalités  suivant  les  puis- 
sances du  fèmps  écoulé  depuis  1 ^5o , dans  la  préface  de  ses  Tabulas 
Regiomontanœ ; il  a poussé  le  développement  jusqu’à  la  seconde 
puissance,  et  les  expressions  qu’il  donne  s’étendent  à plusieurs 
siècles  avant  et  après  1750;  les  voici. 

La  précession  lunisolaire  annuelle  pour  l’époque  1760  -4-  / est 

• ^ ==  5o",375  72  — o",ooo  2.43589./, 

et  la  variation  même  dans  l’espace  de  temps  écoulé  de  1760  à 
1750  -f- 1, 

/,  = 5o",375  72./  — o", 000  121  794  5./% 

est  l’arc  de  l’écliptique  fixe  compris  entre  les  points  d’intersec- 
tion de  ce  grand  cercle  avec  l’équateur  au  commencement  de 
l’année  1750  et  l’équateur  au  commencement  de  1750  -f-  t, 

La  précession  générale  annuelle  a pour  expression 

f~  — 5o",  2 1 1 29  ■+■  o",  000  244  296 6. /, 

t 


(*)  Dans  lus  expressions  dcvoloppées  en  séries,  ces  variations  n’nltèrcnl 
que  les  termes  dépendant  de  t*.  * 
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et  la  variation  même  dans  l’espace  de  temps  écoulé  de  i^5o  à 
in5o  -4- 1 , 

l — 5o*,  21 1 29. r -4-  o*,ooo  122  148  3.  /*, 

est  Parc  de  l’écliptique  vraie  compris  entre  les  points  d’intersec- 
tion  de  ce  grand  cercle  avec  l’équateur  au  commencement  des  an- 
nées 1750  et  1750-t-r. 

Pour  17^0  4-  t , l’angle  compris  entre  l’équateur  et  l’écliptique 
fixe  a pour  valeur 

t0  = a3°  28'  1 8",  o -4-  o",  000  009  842  3./1, 

et  Y obliquité  moyenne  de  l'écliptique,  angle  compris  entre  l’équa- 
teur et  l’écliptique  vraie  (en  négligeant  la  nutation),  est 

t = 23°  28'  i8",o  — o",  483  68./  — o",ooo  002  722 9$. /*(*). 


(■)  Ressel  a un  peu  modifie  les  videurs  numériques  des  expressions  don- 
nées dans  la  Mécanique  céleste.  Pour  le  calcul  des  perturbations  séculaires 
de  la  Terre,  il  a fait  usage  d'une  valeur  corrigée  de  la  masse  de  Vénus  et 
s'est  servi  des  observations  les  plus  récentes  pour  déterminer  le  coefficient 
de  t dans  la  précession  lunisolaire  La  valeur  de  la  variation  annuelle  de 
l'obliquité  de  Pécliplique  donnée  par  les  dernières  déterminations  diffère 
un  peu  de  celle  que  nous  avons  adoptée  dans  le  texte;  elle  est  dç  o%4^4^* 
Mais  dans  la  suite  il  faudra,  comme  l'a  fait  Bessel.  employer  la  vjleor  du 
texte  pour  le  calcul  des  grandeurs  n et  H,  qui  fixent  la  position  de  Péclip- 
tique  vraie  par  rapport  à l'écliptique  fixe;  et  le  calcul  en  sera  plus  exact, 
puisque,  pour  la  détermination  de  t et  II,  on  devra  combiner  celte  valeur 
dl 

avec  celle  de  — déduite  des  mêmes  masses.  I.cs  coefficients  de  <*  qui  dépen- 
dent des  perturbations  causées  par  1rs  planètes  ont  été  calculés  avec  les 
masses  employées  par  Laplace,  et  auraient  besoin  d'une  détermination  plus 
exacte. 

Dans  son  ouvrage  ?iumerus  constant  nutntionis,  en  employant  pour  les 
masses  des  planètes  les  nombres  déduits  des  déterminations  nouvelles,  et  en 
adoptant,  pour  la  précesslon  lunisolaire,  la  constante  de  Bessel,  Peters  a 
donné  les  valeurs  suivantes  pour  l'année  17S0  : 

/,  = 5o",  375  72  . < — o",ooo  108  \ .t *, 

l = 5o",2t {84.1 -t- o*,ooo 1 134 •<*, 

r,  = a30'i8'  17",  9 -t-  o', 000007 3S.<  *,  „ 

« = a3°'i8'  17", 9 — o*, 4/38.1  — o", 000001  4.  <*. 

Mais  les  valeurs  de  Ressel  étant  presque  partout  employées,  nous  les 
avons  conservées  dans  le  texte. 
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On  a donc 

^ = -+  o",ooo  oig68466.f, 

— = — o'\  483  68-o',  ooo  oo5445  <)  /. 

tlt 

Soit  maintenant  (fig.i)  AA,  l’équateur,  EE,  l’écliptique  de 
l’année  1750,  A' À"  et  EE'  l’équateur  et  l’écliptique  de  Panure 

Fig.  ». 


/ 

/ 

/ 


B 

1^50  +t\  l’arc  BD  dont  a rétrogradé  le  point  d’intersection  de 
l’équateur  et  de  l’écliptique  fixe  est  la  précession  lunisolaire  /,  ep 
1 années.  De  plus,  A'BE  et  A' CE  sont  les  inclinaisons  1,  et  i de 
l’écliptique  fixe  et  de  l’écliptique  vraie  sur  l’équateur  de  1750  -ht. 
Soit  S une  étoile  quelconque  ; menons  les  arcs  SL,  SL'  perpendi- 
culaires sur  l’écliptique  fixe  et  l’écliptique  vraie,  DL  est  la  longi- 
tude de  l’étoile  en  1750,  CL'  sa  longitude  en  1750  -h  t ; désignons 
par  D'  le  point  de  l’écliptique  mobile  qui,  sur  l’écliptique  fixe, 
était  désigné  par  D;  l’arc  CD',  c’est-à-dire  l’arc  d’écliptique  vraie 
compris  entre  l’équinoxe  de  1750  et  celui  de  1750 -t - l,  est  la 
précession  générale;  celte  partie  de  la  précession  en  longitude  est 
la  même  pour  toutes  les  étoiles.  Pour  obtenir  la  valeur  complète 
de  la  précession  en  longitude  d’une  étoile,  il  faut  ajouter  IVrc 
I.  10 
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D'L'  — DL  à la  précession  générale.  Celle  dernière  partie  est 
d'ailleurs  beaucoup  plus  petite  que  la  première,  en  raison  de  la 
lenteur  avec  laquelle  varie  l’obliquité.  Pour  la  calculer,  on  a be- 
soin de  la  position  de  l'écliptique  vraie  par  rapport  à l'écliptique 
fixe,  position  qui  est  donnée  par  les  inégalités  séculaires  de  la  Terre, 
et  que  l’on  peut  déduire  aussi  des  expressions  précédentes.  Appe- 
lons n la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l’écliptique  vraie  sur 
l'écliptique  fixe  (c’est-à-dire  relui  des  points  d’intersection  des 
deux  grands  cercles  à partir  duquel  l’écliptique  vraie  a une  lati- 
tude boréale  par  rapport  à l'écliptique  fixe),  et  prenons  pour  ori- 
gine l’équinoxe  fixe  de  l’année  t ^50,  les  longitudes  étant  comptées 
de  B vers  D,  et  d’ailleurs  E étant  le  nœud  descendant  de  l’éclip- 
tique vraie  sur  l'écliptique  fixe;  nous  aurons 

DE—1800  — n,  BE  = 1 80°  — n — /,  et  CE=  180"— n — 

Soit  7!  l’inclinaison  de  l’écliptique  vraie  sur  l’écliptjquc  fixe,  c’est- 
à-dire  l’angle  BEC,  les  analogies  de  Néper  appliquées  au  trian- 
gle BEC  donnent 

, 77  . / / —t—  . ,\  . I,  — I t -+-  e, 

tanê  - sin  I n H | sin  — — tang , 

2 \ 2 / 2 1 

77  i l -t-  /,  \ l,  — / ( — t. 

tang  - cos  I n -t I — cos tang 

Or  B est  le  point  de  l’équateur  qui,  en  r;5o,  coïncidait  avec  le 
point  D;  pendant  le  temps  t le  point  d’intersection  de  l’écliptique 
et  de  l’équateur  a donc  rétrogradé  sur  ce  dernier  de  l'arc  BC. 
Cet  arc  est  la  précession  planétaire  pendant  le  temps  f,  désignons- 
le  par  a ; avec  ce  même  triangle  BEC,  nous  obtiendrons  la  for- 
mule 

a i -4-  e,  /,  — I i — t, 

tang  - cos  tang cos 

î 2 2 2 

Ces  trois  équations  vont  nous  permettre  de  développer  «,  »r 
et  II  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  du  temps  t. 

, * -d-  *a  I — i . , 

Nous  remplacerons  par  c,  — , les  sinus  et  les 

tangentes  des  petits  angles  ) (/,  — /),  \a  et  )(i  — «,)  par  les  arcs 
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eux-mêmes;  dès  lors  la  dernière  équation  deviendra 

. /,  — l 

n = 1 — sin  r„  — , 

COS«,  2 COS’l,  20t>  2o5 

où  les  expressions  de  / et  t — sont  de  la  forme 

^|/"+-X,/3,  X/-4-X3/3,  r,t  4-  r/t1  ; 

leur  substitution  donne 

X,  — X 


~ À t — V i X,  — X n sin  «„\ 

> «o  \ COS  «„  2 206  205  COS3  I,  ) ’ 


et  enfin,  en  introduisant  les  valeurs  numériques 

a = o",  17926.»  — o",ooo  2660393./', 
da  „ 

■^  = 0,17926  — o", 0005320786./ 


Pour  n et  7Tj  le  calcul  se  fait  de  la  même  manière;  on  a 

% 

. t "+“  Sa 

/ /i  -4-  /\  n 2 

tang  I n H ) = rang  - — 

V 2 / 2 . £ — f, 

sin 

2 
et 

tang3  ^ = ^tang’  tang3  - + lang3  Cos3  l' 

d’où,  en  procédant  comme  plus  haut, 

/ „ /,  + /\  a sin  /. 

t-6  ("  + --)  = _■ 

«3  = rt'sin'i,  -+-(«_  ,.)>  + — 

V 1 206265 

Remplaçant  encore  t — t,  et  o par  leurs  expressions  >j / -t- 

to. 


— I 


2 x 20626s’ 


»'/3 
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et  a/  -+•  a'f’,  il  vient 


: arc  tang 


a.  sm  t. 


fcos’fl  | ?o6 265  — j— — sin«,  -+-  * cos«,  ) 1 


**)’ 

r--.  , a’asinisros«,\ 

jr  = t v ot’Sin’t»  + r,’  H I ax  Sin-I,  -+-  r,r,  -+-  • — ] i 

k \ 2 X 20b  2b5  / 

et,  en  introduisant  les  valeurs  numériques, 


n = 171-36' 10'  — 5', 21. r, 
tc  =o",48892,f — o",ooooo3o7t  5 .f1, 

^ =0",  488  02  — o",  OOO  006  1 43 o t. 
dt 


58.  Variations  annuelles  de  la  longitude  et  de  la  latitude  des  étoi les . 
— Lorsqu'on  connaît  les  variations  relatives  des  plans  auxquels 
sont  rapportées  les  positions  des  étoiles,  il  est  facile  de  déterminer 
les  variations  qui  en  résultent  pour  ces  positions  elles-mêmes.  Dé- 
signons par  \ et  p la  longitude  et  la  latitude  d’une  étoile  rappor-, 
téesù  l'écliptique  vraie  de  1750-t-f,  et  prenons  un  système  d’axes 
rectangulaires  dans  lequel  le  plan  des  xy  soit  l’écliptique  vraie 
de  1760  -4 - 1,  et  où  l’axe  des  x passe  par  le  nœud  ascendant  de 
l’écliptique  vraie  sur  l’écliptique  lixe;  les  coordonnées  de  l’étoile 
seront 

ros(îcos(X — n — /),  cos|5sin(X  — n — l),  sinp. 

Désignons  de  même  par  L et  B la  longitude  et  la  latitude  de 
l’étoile  rapportée  à l’écliptique  fixe  de  1750,  et  prenons  un  se- 
cond système  d’axes  rectangidaires  qui  ait  pour  plan  des  xy  l’é- 
cliptique fixe  et  même  axe  des*  que  le  premier;  les  coordonnées 
de  l’étuile  seront 

rosBcos(L  — n),  cosBsin(L  — n),  sinB. 

Mais  puisque  les  «leu x plans  fondamentaux  des  deux  systèmes 
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il’axes  font  entre  eux  l’angle  it,  on  a,  d'après  les  formules  (10) 
du  n°  1, 

IcosiX  — ri  — /)cos|3=  cosB  cos(L  — n), 
sin  (X  — ri  — /)  cos ^ = cosB  sin(  L — n)cosr  -H  sinB  sinir, 
• — sin  p = cosB  sin(  L — n)  sinir  — sin  B coan. 

Ces  formules  s’obtiendraient  encore  en  appliquant  au  triangle 
sphérique  formé  par  l’étoile,  le  pôle  de  l’ccliptique  de  i^5o  et 
celui  de  l’écliptique  de  1750  + /,  les  formules  du  n”  3,  dans 
lesquelles  on  ferait 

a = 90°  — p,  b — go°  — B,  c = n, 

A = 90°-+- L — n,  B = 90° — (X  — n — /). 

Au  lieu  de  res  formules  rigoureuses,  il  est  farde  de  trouver 
des  formules  approchées,  suffisantes  dans  la  plupart  des  ras;  ap- 
pliquons au  triangle  considéré  la  troisième  et  la  première  des  for- 
mules (il)  du  n“  9,  en  y remplaçant  d'abord 

sinôcosC  par  cosrsina — sine  cos  a cos  B, 
sin  A sinC  par  sin r sin  B; 

de  plus  rappelons- nous  que  L et  B sont  des  constantes,  et  re- 
marquons que  jr  est  un  petit  angle,  nous  aurons  les  équations 

r/(X  — n — /)=  — rfn  + ir  tangjj  sin(X  — n — /)  du 
-t-  tangfi  ros(X  — n — /)  </ir, 
ri  P — -h  n cos(X  — n — l)d  fl  — sin(X  — n — /)  dn. 

Divisons  par  dt,  et  dans  le  coefficient  de  dn  remplaçons  r. 

dit  ... 

par  / — - > nous  aurons  pour  les  variations  annuelles  de  la  longi- 
tude et  de  la  latitude  de  l’étoile,  les  formules  suivantes 
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i5o 


ou.  puisque 


r/n 


si  l’on  pose 


n 4-  t = 17 1°  36'  f o" — 10", 4 2.', 

dt  * 


d n 


M = / + I1  + / — j — 1 7 1°  36'  1 o"  4-  3g",  79./, 


on  aura 


(B) 


d\ 

dt 


dl  diz 

— 4-  tangp  cos  (a  — M— - > 

dt  or  \ ' (it 


r 

\ 

\ “ = — sin(>  — M) 


dr. 

Ht 


les  valeurs  numériques  de  et  ^ ont  été  données  dans  le  nu 

1 dt  dt 

méro  précédent. 


Variations  annuelles  de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
des  étoiles.  — Représentons  encore  par  L et  B la  longitude  et  la 
latitude  d’une  étoile  rapportées  à l'écliptique  fixe  et  à l’équinoxe 
de  1750;  la  longitude  de  l’étoile  comptée  du  point  d’intersection 
de  l’équateur  de  1760  4-  t avec  l’écliptique  fixe  de  1750  sera 
égale  à L4-/,,  où  /,  est  la  valeur  de  la  précession  lunisolaire 
pendant  le  temps  écoulé  entre  1750  et  1760  4-  t.  Les  coordonnées 
de  l’étoile  par  rapport  à un  système  d’axes  rectangulaires  dans 
lequel  le  plan  des xy  est  l’écliptique  fixe  de  1750  et  où  l’axe  des  x 
passe  par  le  point  pris  pour  origine  des  longitudes,  auront  pour 
expressions 


cosB  cos(L  4-  M,  cos  B sin  (L  4-  /,),  sinB. 

Soient  a et  0 l’ascension  droite  et  la  déclinaison  d’une  étoile  rap- 
portées à’  l’équateur  et  à l’équinoxe  vrai  de  1750  4-  t\  comptée  à 
partir  de  l’origine  adoptée  précédemment,  cette  ascension  droite 
a pour  valeur  a 4 -a,  et  les  coordonnées  de  l’étoile  rapportées  à 
un  second  système  d’axes,  dans  lequel  le  plan  dos.rj  est  le  plan 
de  l’équateur  vrai,  et  où  l’axe  des  x coïncide  avec  le  premier,  ont 
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pour  expressions 

• cos  £ cos  (a  -h  «),  cos5  sin  (a  h- </),  sino. 

Les  deux  plans  coordonnes  font  entre  eux  l’angle  on  u donc 
d’après  les  formules  (i)  du  n°  1 

| cos  (a  4-  «)  cosÆ  — cos  R cos  (L  +-  /,), 

(C)  \ siu  (a  -4-  a)  cosS  = cosB  sin(L  + /,)  cos«w — sinBsineUf 
' sin  â = cos  B sin  ( L + /,  ) sins»  -f-  sin  B cos*0 . 

Ces  formules  s’obtiendraient  encore  en  appliquant  au  triangle 
sphérique  formé  par  l’étoile,  le  pôle  de  l’écliptique  et  celui  de 
l’équateur,  les  formules  du  n°  3,  dans  lesquelles  on  donnerait  aux 
éléments  les  valeurs  suivantes  : 

0 = 90° — 0,  b = 90° — B,  c — s„, 

\ 

A = 90°  ;L+/|),  B = 90°  +«+(/. 

Au  lieu  de  ces  formules  rigoureuses,  il  est  facile  de  trouver  des 
formules  approchées;  il  suffit  de  différentier  les  équations  précé- 
dentes, ou  d’appliquer  les  formules  (11)  du  n°  9 ; L et  B étant 
des  constantes,  on  obtient  ainsi 

d (a  -4-  //)  — [cosi„-+-  sine0  tango  sin  a -J-  «)]  dlx 
— tango  cos  (a  -t-  a \ d s#) 
dd  — cos(a  -+-  a ) sins0  dtx  -+-  sin  a -+*  a ) 

et  les  formules  qui  expriment  les  variations  annuelles  de  l’ascen- 
sion droite  et  de  la  déclinaison  de  l’étoile  sont 


/ . dlx  r/ê„ 

+ Usm*.--- 


-f-  ( a sine 


do 

dt 


dt 


a sin£„  — 
dt 


sin  y. 
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ou,  en  négligeant  dans  chaque  équation  le  dernier  terme  qui  est 
très- petit,  comme  le  montrent  les  valeurs  précédentes  (*), 


d a da  . . . , <//, 

~r  — r -+■  cos«0  4-  $in(u  tango  sina  — , 

dtdt  ° r// 


r/<?  . r//, 

— = cos  a sm  c0  — • 
dt  dt 


Posons 


dlf  dn 

COSSo  — 

dt  fit 


— ///. 


dl  i 

sini„  — - //, 

dt 


les  formules  deviennent 


(D) 


r/a 

^/7 


= /?/  4-  //  tang£  sina. 


d S 

1 — n cos  a, 

l r/r 


et  en  introduisant  dans  les  expressions  de  m et  n les  valeurs 

. . . dly  da  . 

numériques  de  — et  — -<>  on  obtient 

1 dt  dt 

m — 46",  028  2.4  4-  o",  000  3o8  645o . t , 

« = 20",  064  42-  o",  000  097  0204 . t. 

Variations  séculaires.  — Pour  obtenir  la  valeur  de  la  préces- 
sion, soit  en  longitude  et  latitude,  soit  en  ascension  droite  et 
déclinaison  dans  le  temps  écoulé  depuis  1 750-+-/ jusqu’à  17504-/', 
il  faudrait  intégrer  les  équations  (B)  ou  (D)  entre  les  limites  t 
et  t '.  Cependant  pour  obtenir  cette  valeur  jusqu’aux  termes  du 


(•)  La  valeur  numérique  du  coefficient  osin  *•  ^7-  — ^7^  esl — 0,0000022^71  .< 


d’après  les  valeurs  données  dans  le  leste.  Théoriquement,  «•<  tte  valeur 
doit  être  nulle.  Ce  désaccord  provient  de  ce  que  dans  le  calcul  des  termes 
du  premier  cl  du  second  ordre,  on  a employé  des  valeurs  différentes  pour 
les  masses. 
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second  ordre  inclusivement,  il  suffit  de  connaître  la  valeur  de  la 

dérivée  première  correspondante  à l’époque  — Soient  en 

effet  y(f)  et  f(t')  deux  valeurs  d’une  fonction  dont  on  cherche 
la  différence  f[t')  — /(*)  ; dans  le  cas  actuel,  cette  différence  est 
la  précession  pour  t'  — /;  en  posant 

•'  (*'  ■+■  *)  — «** 

Ax} 

ori  a 


/(t)  = /(.r  — Ax)  ~f[x)  — A.r/'[x)  + \ •**’/"(  r), 
A*')  =fi*  + A*)  — /»  4-  Ax/'(x)  -h  ; 

°ù  f{x)  vl/'(x)  représentent  les  deux  premières  dérivées  de 
y(.r).  On  en  conclut 

/(*')  ~/(t)  - »**/»  =11'-  ■ 

Ainsi  pour  obtenir  la  précession  pendant  un  intervalle  de 
temps  t' — tt  il  suffit  de  calculer  la  valeur  de  la  dérivée  corres- 
pondante à la  moyenne  arithmétique  des  époques  extrêmes,  et 
de  la  multiplier  par  1 intervalle  qui  les  sépare.  De  cette  façon  on 
tient  compte  des  termes  du  second  ordre. 

Exemple.  — Cherchons  la  précession  en  longitude  et  en  latitude 
de  i^5o  à i85o  pour  une  étoile  dont  le  lieu  était  en  iç5o 

À = '2io°o',  (3  = -f-  34°  o'. 

On  a d’abord  pour  l’année  1800  (n°  ol ) 

(U  » 

-=50", 2235o,  --  =o", 48861,  M = 172" 9' 20". 

Puis  en  calculant  approximativement  la  précession  de  1750 
à 1800,  on  obtient  pour  1800 

X = 2io°42/,i,  fJ  = H-  33° 59', 8, 
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et  par  suite,  d'après  les  formules  (B),  on  a pour  1800 

^=  + 50", 481  22,  ^ =—  o",  30447; 

en  conséquence,  la  valeur  de  la  précession  de  i^5o  à i85o  est 

En  longitude  -4-  i°  24'  8",ia, 

En  latitude — 3o  ,4-5. 

Cherchons  également  la  valeur  de  la  précession  en  ascension 
droite  et  en  déclinaisou  de  r;5o  à i85o  pour  une  étoile  dont 
l'ascension  droite  et  la  déclinaison  en  i^5o  étaient 

a = 220°  1 ' 24",  0 = ■+-  20°  21'  i5'j 

on  a pour  1800 

m — 46*, 04387,  n — 20*,  06957, 

et,  pour  une  première  approximation  de  la  position  de  l’étoile  à 
celle  époque, 

a = 220°  35', 8,  J = +2o°8',6; 

on  obtient  donc  à l'aide  des  formules  (D) 

tang  0 . . . i,564  44 

sinz.  . . ] , 8 i i /, o n 

tang  usina...  1,37784/» 

n . . 1 , 3o2  32 

cosa...  1,880  4*« 

la  précession  dans  l’intervalle  de  1750  à i85o  est  donc 

En  ascension  droite + 1“  8' 45", 56, 

En  déclinaison — 25.23  , 1 4 ■ 

Dans  les  catalogues,  on  indique  habituellement  à côté  de  chaque 
étoile  la  précession  annuelle  en  ascension  droite  et  en  déclinaison 
( variatio  annua ) pour  l’époque  du  catalogue,  et  en  outre  sa  va- 


n tang  lésina  — 4 » 7^8  oG 
m = 4-  46,  o43  67 


^=  + 4, ,2556. 


rlS 

Yt 


— : — l5,  23 1 4 
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rialion  en  un  siècle  ( variatio  stccularis).  Dis  lors  si  t,  csl  l'époque 
du  catalogue,  la  précession  de  l’étoile  pendant  l'intervalle  t — t, 
est,  d’après  ce  qui  précède, 

(variatio  annua  -+-  variatio  sœcularis)!t — t,  ) . 

200  / 

Si  l'on  différentie  les  formules 


rn  ■+■  n tangd  sin*, 


di 

-j-  — n cos  si , 


en  y considérant  toutes  les  grandeurs  comme  variables,  et  en  dé- 
signant par  m'  et  n'  les  variations  annuelles  de  m et  de  a,  on 
obtient 


n 1 sin  t"  sin  2a  ( J 4-  tang’iî) 

-4-  ma  sin  i"  tangJ cosa  -I-  m' -t-  n'  tangÆ sin*, 

— n-  sin  i " sin’ a tango  — ran  sin  i"  sin  a H-  ti  cos*; 

ces  expressions  multipliées  par  too  donneront  la  variation  sécu- 
laire en  ascension  droite  et  en  déclinaison.  On  trouve  ainsi  pour 
l’exemple  précédent  les  variations  séculaires 

En  ascension  droite 4-  o",  028(1, 

En  déclinaison 4-  o",  2654 . 

59.  Formules  rigoureuses  pour  le  calcul  de  la  précession  eu 
longitude  et  latitude.  — Les  formules  différentielles  que  nous 
venons  de  donner  ne  peuvent  être  employées  dans  le  cas  où  l'on 
veut  calculer  la  précession  des  étoiles  voisines  du  pôle.  Il  faut 
alors  avoir  recours  aux  formules  rigoureuses. 

Soient  1 et  p la  longitude  et  la  latitude  d’une  étoile  rapportées 
à l'écliptique  et  à l'équinoxe  de  1750  4-  t\  on  obtiendra  la  lon- 
gitude L et  la  latitude  B rapportées  à l'écliptique  fixe  de  1 750  au 


a 'a 

FF 

d'S 

dF 
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moven  des  formules  suivantes,  qui  se  déduisent  immédiatement 
des  formules  (A)  données  au  n°  58, 

cos(L  — II)  cosB  = ros p cos  (a  — n — /), 
sin(L  — n)  cos  B - oosfi  sin(i  — n — /)  costr  — sin  8 sin* , 
sinB  = cosp  sin(>  — n — I)  sin  b-  -I-  sinp  cos*. 

Quant  à la  longitude  V et  à la  latitude  p'  rapportées  à l’éclip- 
tique et  à l’équinoxe  de  t^5o  -t-  r ',  on  les  déduira  de  L et  B par 
les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  n',  *'  et  /'  représentent 
les  valeurs  de  n,  * et  / à l’époque  t^5o  ■+■  t', 

cos(V — n1  — /')  cos p'  = cosBcos(L  — n'), 
sin{X'  — n'  — /'  )cosp'  = cos  B sin(L  — II')  eus*'  -t-  sin  B sin  b', 
— sin  p'  = cosBsin  (L  — n')  sin*'  — sinB  cosw'. 

L’élimination  de  L et  B donnera  V et  p'  en  fonction  de  À et  p 
et  des  valeurs  que  prennent  n,  ir  et  / aux  époques  i^5o  4- / et 
fj5o  -t- 

Formules  rigoureuses  pour  le  calcul  tic  la  précession  tu  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison.  — Ces  formules  sont  entièrement 
semblables  aux  précédentes.  Si  a et  3 désignent  l’ascension  droite 
et  la  déclinaison  d’une  étoile  à l’époque  1^50  -h  t,  on  trouve 
à l’aide  des  équations  (C)  du  n°  58,  pour  la  longitude  L et  la 
latitude  B rapportées  à l’écliptique  fixe  de  1750, 

cos(L  -t-  /,)  cosB  — : cosiî  cos(a  4-  a), 

sin  (L  4-  /,)  cosB  = cosJ  sin(a  -f  a cosi,  -t-  sin5  sins,, 

— sinB  cosJ  sin(a  -t-  a)  sin  c,  — sin  1?  cost,. 

Si  l’on  Cherche  ensuite  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  de 
l’étoile  il  l’époque  1750  -t-  t',  on  les  déduit  de  L et  B au  moyen 
des  formules  suivantes,  dans  lesquelles  l\ , n' et  i't  représentent 
les  valeurs  de  /„  a et  t,  à cette  époque  : 

cos(  x -t-  a'  ) cos  J1  = cos  B cos  L + f,  ), 

sin  (a'  -t-  a ) cos 5'  = cosB  sin  (L  4-  ) cos  s',  — sin  B siné,, 

sin  3'  = cosB  sin  ( L -t-  /’,  ) sin  4-  sin  B cos  . 
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On  pourrait,  par  l'élimination  de  L et  B entre  les  deux  sys- 
tèmes d’équations,  trouver  des  formules  qu’il  serait  aisé  de 
rendre  ensuite  calculables  par  logarithmes;  mais  il  est  plus 
simple  de  les  obtenir  immédiatement  par  les  considérations  sui- 
vantes (*).  Soient  (Jîg.  3)  : 


Fig.  3. 


EF/  l’écliptique  fixe  de  1750, 

AN  l’équateur  moyen  de  1760  4- 
A' N l'équateur  moyen  de  1750  H- 

N le  nœud  ascendant  du  second  équateur  sur  le  premier. 

L’arc  EE'  est  la  précession  lunisolaire  /',  — /„  pendant  l’inter- 
valle de  1750  -)•  / a 1750  -h  t' , de  sorte  que  nous  avons  dans  le 
triangle  NEE' 

EE  ' = — /„  NEE'  = 1800—  s,,  NE'E--»',, 


et  si  nous  posons 


NE  = 90°  — s,  NE'  ==  t)0°  H-  z\ 


ENE'  = «, 


(*)  On  a remplacé  ta  démonstration  analytique  de  l'Auteur  par  une  dé- 
monstration géométrique  plus  courte. 
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nous  trouvons,  d’après  les  formules  de  Delambrc  : 


cos 

0 

sin 

•j 

4-  z 

= sin 

— 

/, 

cos 

f 

4-  t# 

2 

2 

2 

2 

cos 

0 

cos 

4* 

4-  Z 

rnc 

f, 

— 

/, 

cos 

I 

«0 

— «0 

2 

2 



2 

2 

sin 

0 

sin 

z' 

— Z 

= cos 

— 

/, 

sin 

f 

e« 

— e. 

2 

2 

2 

2 

sin 

0 

cos 

z' 

— Z 

= sin 

— 

sin 

t 

4-  £0 

2 2 2 2 


Ces  formules  déterminent  rigoureusement  les  grandeurs  auxi- 
liaires z,  z'  et  0 qui  vont  bientôt  nous  servir;  mais  puisque 
|(i'0  — «„)  et  \(z' — z)  sont  de  petits  angles,  nous  trouverons 
aisément,  pour  le  calcul  de  ces  trois  grandeurs,  les  formules  sui- 
vantes, qui  sont  suffisamment  approchées  : 


z 4-  z 

tang — = cos 


«,  4-  «• 


tang 


2 2 

I 


(A) 


2 


2 — /,  . «'  -h  £, 

tang sm 


- » 


0 


tang  - = tang  ^ 


sin 


Cela  posé,  soient  V,  V'  les  équinoxes  moyens  de  i-;5o  4-  t et 
de  17504-*',  EV  est  la  précession  planétaire  a de  1750  à 
1750  4-  *,  E' V'  la  précession  planétaire  a'  de  1760  à 1750  4-  t 
de  sorte  que 

NV  = 900—  z — (7,  NV'  = 90°  4-  z'  — a', 

et  par  suite,  si  SL  et  SL'  sont  les  cercles  de  déclinaison  do  l’étoile 
aux  deux  époques,  on  a 

NL  — a 4-  a 4-  z — 90°,  NL'  = a'  4 - n'  — z'  — 90°. 
Soient  de  plus  P et  P'  les  pôles  de  l’équateur  aux  deux  époques, 
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N sera  le  pôle  de  PP',  et  par  suite  PP'  = AA'  = 0;  on  a donc, 
dans  le  triangle  PP' S, 

PS  = 90°  — <î,  P'  S = 90°  — PP'  = e, 

SPP'  = AL  = a + a + 1, 

SP'  P = 90°  — A'  L'  = i8o°  — («'+«'—  *'), 

et  les  équations  fondamentales  de  la  Trigonométrie  donnent 

l sin(a'-t-«' — z')  cos<î'=r  cos 0 sin  (a 4- fl -+-2), 

(n)  < cos(a'-f-<7' — z)  cos<î'  = cos<î cos(a-t-«-+-z)cos0 — sin  Æ sin  0, 
f sin<?'  :=cos£cos{a4-fl-f-z)sin04-sin£cos0. 

Ces  formules  permettent  de  trouver  a'  et  S'  en  fonction  de  a et  ô 
et  des  grandeurs  auxiliaires  z,  z'  et  0,  déterminées  par  les  équa- 
tions (A)  ou  par  celles  qui  les  précèdent. 

En  introduisant  dans  les  formules  (a)  un  angle  auxiliaire,  on 
les  rendra  facilement  calculables  par  logarithmes;  il  est  néan- 
moins commode  d'arriver  à ce  résultat  par  les  formules  de  De- 
lambre.  En  effet,  désignons  par  c le  troisième  angle  du  triangle 
PSS',  et  posons,  pour  abréger, 

a -f-  « -4-  z = A,  a'  a'  — z'  = A', 

nous  aurons  immédiatement 

qo°  H-  <?'  A'  -4-  c qo°  +tf'  + 9 A 

COS  — — COS — cos  — COS  — î 

2 2 2 2 

qo°  -h  S'  . A'+r  qo"  -h  S — 0 . A 

cos  - — sin = cos  - sin  - ? 

22  22 

. qo°  H-  31  A'  — c . qo°  -4-  d -4-  0 A 

sm  — cos = sin  cos  —1 

2 2 * 2 2 

. qo°  -4-  S'  . A'  — c . qo°  -h  0 — 0 . A 

sin  sm  = sm  - sm  - • 

22  22 

On  obtient  un  plus  grand  degré  d’exactitude  en  cherchant  les 
différences  A'  — A et  S'  — 5.  Pour  cela  multiplions  la  première 
des  équations  [a)  par  cos  A,  la  deuxième  par  sin  A et  rctran- 


i6o 
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chons  les  deux  produits;  de  meme  multiplions  la  première  par 
sinA,  la  seconde  par  cos  A,  et  ajoutons,  nous  obtenons 

eosÆ'sin (A' — A)=  cosÆ  sin  A sin@  ( tango  4-  tang  ? cosA^  , 
cos£'cos(A' — A)  — cosÆ — cosdcosA  sin  ©(  tang  4-  tang  - cosA \ » 


donc 


tang  (A'  — A)  = 


sin  A sin  0 ^tangÆ  4-  tang  ^ cos  A j 
i — cos  A sin©  ( tang  S 4-  tang  - cos  A j 


Posons 


(B) 


p — sin  0 | tangtf  4-  tang  - cos  A j 


et  appliquons  au  triangle  PSS'  les  analogies  de  Néper,  nous  ob- 
tiendrons les  deux  équations 


tang  (A'  — A) 


(C) 


P sin  A 
i — p cosA 

A'  -f-  A 


« COS 

S — S 0 2 

tang = tang 


2 A'  — A . 
cos 


Le  calcul  rigoureux  de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
d’une  étoile  au  temps  i^5o  4-  t'  au  moyen  de  son  ascension  droite 
et  de  sa  déclinaison  ù l’époque  i^5o  4-  t se  fera  donc  à l’aide  des 
formules  (A),  (B)  et  (C)  ( Tabulée  Rcgiomontanœ , p.  vin). 

Exemple.  — L’ascension  droite  et  la  déclinaison  de  la  Polaire 
au  commencement  de  l’année  1^55  sont 

«=  io°55'44",955,  a = 87°59/4i//,i2, 


calculer  le  lieu  de  l’étoile  rapporté  à P équateur  et  à l’équinoxe 


» 
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de  i85o.  On  a 


Pour  1755. 

£„  :=  23°  ?.8'  18",  0002, 

/,  — 4* 1 1 ï^756, 

(i  — o , 8897 , 

on  déduit  des  formules  (AJ 

3-±±—  o°36'  3 4 ",  3 1 4 

2 

*=  0.36.23,685, 
© = o.3i.45  ,600, 


161  • 

< 

Pour  i85o. 

«',  — 23°  28'  18",  0984, 
l\  — 1.23.56  ,354« , 
a'—  i5  ,2.656; 

1 

- — = o°  o' 10", 6286, 

2 


z = 0.36.44  >943, 

Arrï  + fl  + Z-  11.32.  9 ,53o. 


Pour  le  calcul  de  A'  — A et  8'  — on  emploie  les  formules 
(B)  et  (C),  on  trouve 

log  p = 1,421  4471 , 

A'  — A = 4°  4 17",  710,  -=  o°  i5'  26", 780, 

A'  = 1 5. 36. 27  ,2.40, 

et  enfin 

«'  = 160 12' 56", 91 7,  . *'  = 88"3o'  34^,68o. 

60.  Influence  de  la  précession  sur  l'aspect  que  présente  ta 
sphère  céleste  à des  époques  différentes , en  un  meme  lieu  de  la 
surface  de  la  Terre.  — Le  point  «l’intersection  de  l’équateur  avec 
l’écliptique  rétrograde  sur  l’écliptique  d’environ  5o",  2 par  an  ; 
le  pôle  de  l’équateur  décrit  donc,  dans  le  cours  des  temps,  autour 
du  pôle  de  l’écliptique,  un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à l’obli- 
quité de  l’écliptique  (*). 

Par  suite,  le  pôle  de  l'équateur  coïncidera  successivement  avec 
des  points  différents  de  la  sphère  céleste;  en  d’autres  termes,  à 
des  époques  différentes,  il  se  trouvera  dans  le  voisinage  d’étoiles 
différentes.  Actuellement  la  dernière  étoile  de  la  queue  de  la  pe- 


* 


* 


(*}  Rigoureusement  ce  rayon  n’est  pas  constant;  mais  Ü 
égal  à la  valeur  actuelle  do  l'obliquité  de  l'écliptique. 

I. 


est  toujours 


1 1 


■A, 
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tite  Ourse  est  la  plus  voisine  du  pôle  nord,  et  s'appelle  en  consé- 
quence Étoile  polaire.  Cette  étoile,  dont  la  déclinaison  est  environ 
88"  3o',  s'approchera  continuellement  du  pôle  jusqu’à  ce  que  son 
ascension  droite,  maintenant  égale  à i1' 8m,  devienne  égale  à 6b. 
Sa  déclinaison  sera  alors  maximum  et  égale  à 8q"32';  à partir 
de  cette  époque  elle  diminuera,  la  précession  en  déclinaison  étant 
négative  pour  les  étoiles  dont  l’ascension  droite  est  comprise 
entre  6b  et  1 2b. 

Pour  trouver  le  lieu  du  pôle  à l’époque  t,  nous  nous  servirons 
du  triangle  sphérique  formé  par  le  pôle  E de  l’écliptique,  à une 
certaine  époque  /,  et  les  pôles  P et  P'  de  l’équateur  aux  époques 
et  t.  Soient  a et  S l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du  pôle 
de  l’équateur  au  temps  t,  rapportées  à l’équateur  et  à l’équinoxe 
de  l’époque  t,\  t„  et  t l’obliquité  de  l’écliptique  aux  temps  t,  et  t ; 
on  a,  dans  le  triangle  PP’ E, 

PP'  = 90"—  S,  ÊP  = «(,  EP'=«; 

de  plus  l’angle  en  P est  égal  à 90" -t-  a,  et  l’angle  en  E est  la  pré- 
cession générale  l.  dans  l’intervalle  t — ; les  formules  fondamen- 
tales de  la  Trigonométrie  sphérique  donnent  donc  immédiatement 

cosS  sina  — sim  cose,  cos / — cos 5 sin  », , 
cos  S cosa  :=  sim  sin/, 

sin  S — sin  ( sin  t,  cos  / -t-  cos  t cos  «, . 

Ce  calcul  n’exige  pas  une  grande  exactitude,  on  ne  cherche  ici 
qu’un  lieu  approché  du  pôle;  or  la  diminution  de  l’obliquité 
moyenne  de  l’écliptique  est  très-faible,  48"  environ  par  siècle;  en 
outre,  la  différence  entre  l’obliquité  vraie  et  l’obliquité  moyenne 
n’atteint  jamais  10";  on  peut  donc,  avec  une  approximation  suf- 
fisante, considérer  l’obliquité  comme  constante,  et  poser  t = tt; 
on  a dès  lors 

/ , sint,  sin/ 

tanga  = — cosi,  tang  — » coso  

2 cosa 

Bien  qu’ici  a soit  déterminé  par  sa  tangente,  on  obtient  sa  va- 
leur sans  aucune  ambiguïté  en  remarquant  que  cosa  et  sin/ 
doivent  avoir  toujours  le  meme  signe. 
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Supposons  que  l’on  veuille  connaître  le  lieu  du  pôle  pour 
l’année  i4ooo,  lieu  rapporte  à l’équinoxe  de  i85o;  la  précession 
générale  pendant  i2i5o  années  est  environ  174°;  on  aura 
donc 

a — 273°  16'  et  8 = -f-  4 3°  7'. 

Ce  qui  donne  un  lieu  très-voisin  de  Vég.i  (a  Lyre),  dont  l’as- 
cension droite  et  la  déclinaison  pour  i85o  sont 

a = 27  70  58'  et  0 — -h  38°  3c/  ; 

en  l’an  i4  000,  Véga  pourra  donc  s’appeler  étoile  polaire. 

La  précession  changeant  peu  à peu  les  déclinaisons  dos 

étoiles,  il  arrivera,  dans  le  cours  des  siècles,  que  des  étoiles  in- 

% 

visibles  jusqu’alors  en  un  lieu  s'élèveront  au-dessus  de  l’horizon 
de  ce  lieu;  d’autres  étoiles  au  contraire  visibles  maintenant  en 
un  lieu  de  l’hémisphère  nord,  par  exemple,  auront  une  déeï  inaison 
trop  australe  pour  qu’on  puisse  les  voir  encore  de  ce  lieu  ; pareil- 
lement des  étoiles  qui  actuellement  en  un  lieu  déterminé  restent 
toujours  au-dessus  de  l’horizon  auront  un  lever  et  un  coucher, 
tandis  que  d’autres  étoiles  auront  alors  une  déclinaison  telle,  que 
leur  culmination  inférieure  se  fera  aussi  au-dessus  de  l’horizon. 
Ainsi,  par  l’effet  de  la  précession,  l’aspect  qu’offre  la  sphère  cé- 
leste aux  habitants  d’un  lieu  déterminé  de  la  surlace  de  la  Terre 
sera,  au  bout  d’un  long  intervalle  de  temps,  devenu  notablement 
différent  de  ce  qu’il  était  au  commencement  de  cet  intervalle. 

Année  sidérale.  — Année  tropique.  — L’année  sidérale  est  la 
durée  de  la  révolution  sidérale  du  Soleil,  c’tst-à-dire  le  temps 
que  cet  astre  emploie  à parcourir  sur  la  sphère  céleste  un  arc  de 
36o°;  c’est  encore,  en  d’autres  termes,  le  temps  qui  lui  est  né- 
cessaire pour  revenir  à la  même  étoile  fixe;  d'après  les  Tables  du 
Soleil  d'Hansen  et  Olufsen,  sa  valeur  en  jours  moyens  est 

365'  6b  9ro  9*,  35  ou  365i,  ?.56  358  2. 

Puisque  les  points  équinoxiaux  se  meuvent  en  sens  inverse  du 
mouvement  du  Soleil,  l’année  tropique  ou  le  temps  que  le  Soleil 
emploie  pour  revenir  au  même  équinoxe  est  plus  courte  que 
l'année  sidérale;  leur  différence  est  égale  au  temps  que  met  le 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


J 64 


Soleil  à décrire  le  petit  arc  dû  à la  précession  annuelle.  Or,  pour 
l’année  1800,  l = 5o",  27.35,  et,  puisque  le  Soleil  a un  mouvement 
moyen  de  5()' 8", 33,  il  parcourra  cet  arc  en  o%oi4  1 54  ; la  durée 
de  l’année  tropique  est  donc  de  365%  242  204.  Mais  la  précession 
varie,  son  accroissement  annuel  est  0%  000  264  2966  ; la  durée 
de  l’année  tropique  est  donc  aussi  variable,  et  sa  variation  an- 
nuelle est  égale  à 0%  000  000  068  848;  en  exprimant  la  partie 
décimale  en  heures,  minutes,  secondes,  on  obtient  pour  durée 
de  l’année  tropique 

365*  51'  48“*  46% 4 3 — 0%  oo5  95  (t  — 1800). 


II.  — De  la  nutation. 


(il.  Nutation  de  l 'équinoxe  et  de  l' obliquité.  — Il  nous  reste 
maintenant  à considérer  la  variation  périodique  de  l’équateur 
par  rapport  à l’écliptique;  elle  consiste,  comme  nous  l’avons  dit, 
en  un  mouvement  périodique  sur  l’écliptique  des  points  d’inter- 
section de  l’équateur  et  de  l’écliptique,  et  dans  une  variation  pé- 
riodique de  l’obliquité.  Le  point  où  l’équateur  et  l’écliptique  se 
couperaient,  si  les  variations  à longue  période  existaient  seules, 
s’appelle  équinoxe  moyen,  et  l’on  nomme  obliquité  moyenne 
l’angle  que  feraient  l’écliptique  et  l’équateur  s'il  n’y  avait  pas  de 
nutation.  Mais  le  point  où  ces  deux  grands  cercles  sc  coupent 
réellement  s’appelle  équinoxe  vrai , et  l’obliquité  modifiée  par 
la  nutation  s’appelle  obliquité  vraie  de  l’écliptiquc. 

D’après  les  déterminations  de  Peters  ( Numcrus  cons/ans  nuta- 
tionis ),  la  nutation  en  longitude  AÀ  et  la  nutation  en  obliquité  As 
sont  exprimées  par  les  valeurs  suivantes  : 


(A) 


A À — . — 1 7",  24o5  sin  Q -h  o",  207  3 sin2  ^ 

— 1 ",  2692  sin  2 O — o",  204  i sin  2 

4-  o",  1 279  sin  ( O — P ) — o#,  02 1 3 sin  ( O -h  P ) 

-H  o",o677  sin((£  — P’), 

As  = -r-  9",  223  I COS  Q — O",  0897  COS  2 Q 
-f*  o",55o9cos2  O -+•  o",o886cos2  (£ 

-b  o",  0093  cos  ( O H-  P } , 
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dans  lesquelles  on  désigne  par  : 


Q la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  lunaire 
sur  l’écliptique, 

Q la  longitude  du  Soleil, 

(£  la  longitude  de  la  Lune, 

P la  longitude  du  périgée  solaire, 

P'  la  longitude  du  périgée  lunaire. 


Les  expressions  précédentes  conviennent  à l’an  1800;  niais 
les  coefficients  de  quelques  termes  varient  un  peu  avec  le  temps, 
et  l’on  a pour  1900  : 

A a = — 17",  2577  sin  Q -l-  o",  2073  sin2  Q 
l — 1",  2693  sin  2 0 — o",  204 1 sin  2 (£ 

| -4-  0^,1275  sin  (O  — P)  — o",  021 3 sin  (0 -t- P) 

(A,)  i -+*  o",  0(177  sin ( (£  — P') , 

i As  r:  + 9",  224o  COS  Q — o",  0896COS2  Q 

f -+-  o",55o0cos2  0 -f  o",o885  cos2(£ 

-h  0^,0092  eos(Q  -f-  P). 

Le  coefficient  de  cos  Q dans  As  est  appelé  constante  de  la  nu- 
tation; le  coefficient  de  sin  Q dans  AX  est  égal  à — 2.cot  2s,  et 
en  1800  s = 2.3°  27' 54",  2. 

Expressions  de  la  nutation  en  ascension  droite  et  en  déclinaison . 
— Pour  trouver  les  variations  correspondantes  de  l’ascension 
droite  et  de  la  déclinaison  d’une  étoile,  on  a 


\a  ) 


<r 


dx 

a — -—-A). 

d a 

o = -~  M 
d k 

\ 


(fi 

d*! 

de 


As  -1 — 


I d’a 


A A 


'1 1 


As 


2 d, a* 
2 d)? 


d 7 a 
dX  de 

d*Æ 

d\  de 


A)  As 


AXAe 


et  d’après  les  formules  différentielles  du  n°39,  en  remplaçant 
rosp  sinr,  et  cos  ji  cos>j  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,  S et  s, 


d a 

dS 

dX 

= coss  -4-  sin  s tang£  sin  a, 

r=  cosa  sine, 
d k 

da 

= — cosa  tang<î, 

dS 

— = sin  a. 

d î 

O ' 

il  i 
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Do  nouvelles  différentiations  donnent 
. /sin  2 7. 


’ j „ 


d)* 

==  sin 

flJ  X 

r/X  (l s 

( / 7 a 

* 

d?~ 

d73 

dïi? 

■ ■■ 1 * 

rl'3 

— — sjp 

h (i  & 

d'3 

= — < 

cote  cos  a tang£  -f-  sin  2 a tang  0 J » 


sin  e (cos7  y.  — col  e sin  a tang<î  -f-  cos  2 a tang’o), 
/ sin  2 a 


- 


\ 2 


sin  2 a tang1  0 » 


rti‘ 


sine  cos  y (col  e H-  sin  a tango  ), 
— cosJa  tango. 


Substituons  ces  valeurs  d.ins  les  équations  (a)  ; prenons  pour  AX 
et  Ae  les  valeurs  données  par  les  équations  (A),  et  pour  s l'obli- 
quité moyenne  de  l’édiptique  au  commencement  de  l'année 
1800, 2 3°  27'  5i\"y  2 ; nous  aurons  pour  les  termes  du  premier 
ordre  : 


a — a 


(B)f 


— 1 57/,  8 r 4^  sin  Q 

— (6",  8(>5o  sin  Q sin  a -h  9",  223 1 cos  Q cosa)  tang  3 
-f-  o,/,i902  sin  2 Q 

-f-  ;o",o825sin2  Q sin  a h-  0^0897  cos2  Q cosa)  tangj 

— i"t  1642  sin  2 Q 

— (o",5o5  j sin  2Q  sin  a -t-  o",55o9cos?.Ocosa)fang'î 

— o",  187  2 sin  2 (Q 

— (o",o8i3sina(£  sin  a -f-  o",  0886  cos  2 (Q  cos  a)  tango 

— o",oi95  sin  (Q  *+■  P) 

— [o",oo85  sin  (O  -h  P)  sin  a 

-h  o", oc; 93  cos  Q ■+*  P)  cosa]  tang 3 
-f-  (o",o62i  -4-  o",o27o  sina  tangJ)  sin(  (£  — P') 

-h  (o",!  173  -4-  o",  0509  sin  a tangtf)  sin(Q  — P), 
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— $ — — 6",865o  sin  Q cosa  -b  9",  223 1 cosQ  sina 
-f-  o",o825  sin 2 Q cosa  — o",o897  C0S2  Q s*n 7 

— o",5o54  sin 2 O cosa  -f-  o",55o9 cos 2 0 sina 

— o",o8i3  sin 2 (£  cosa  -f-  o",o886 cos 2 (£  sina 

— o",oo85  sin  (0 -b  P)  cosa  * 

-b  o",oo93  cos  (O  -b  P)  sina 
-f-  o", 0270 sin ((£  — P')  cosa 
-f-  o'/,'o5o9sin(0  — P)  cosa. 

Ces  expressions  conviennent  à l’an  1800  : leurs  coefficients 
changent  avec  le  temps,  et  sont  un  peu  différents  pour  l’année 
1900.  Mais  leurs  variations  ne  sont  pas  toutes  d’égale  impor- 
tance. Parmi  les  termes  du  premier  ordre,  les  seuls  où  cas  le 
changement  soit  sensible,  sont  ceux,  qui  contiennent  Q ; leurs 
• valeurs  sont  pour  1900 

Dans  u!  — a : 

— i5//,832î  sin  Q 

— (6",  8683  sin  Q sina  -b  9",  2240  cos  cosa)  lange? ; 

Dans  <5'  — 0 : 

— 6", 8683  sin  Q cosa  -h  9", 2240  cos  Q sina. 

Parmi  les  termes  du  second  ordre,  les  seuls  qui  peuvent  avoir 
quelque  importance  proviennent  des  plus  grands  termes  de  A), 
et  Ac.  Posons,  pour  abréger, 

A e = 9",  223 1 cos  Q = a cos  Q 

— sin  s A\  = 6",  865o  sin  Q = b sin  Q. 

Ces  termes  sont,  en  ascension  droite, 


b* — a7  . . 

^ — sin  2a(|  -f-  tangJc>)  -b  cote  cosa  tangtf 


ah 


— cote  sina  tang<?  -b  cos 2 a tang2o  -b  ^coS2a)sin2  Q 


f*  ' 


b7  -b  a1  . 

— ^ — sm2a  tang2o 


b 1 b ‘ -b  a * . 

•ÿ  cote  cosa  tangtf  H ^ — sin2a 


cos 2 Q, 


1 68 

et  en  déclinaison, 
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n‘ 


a 


J — /)’ 


8 


-g—  cos 2 xj  tangtf  — •> 


- col  £ sin  a 


ab  . . . . . _ 

y-(sm2a  tango  -f-  2 cot  s cos  a)  sin?.  Q 


- 


fa* — b-  a*-\- b* 


__  + _8_C0S2 


\ •»  ^ 
a | tango  — ^ cot 


£ sin  x 


c o s 9.  Q 


Ceux  de  ces  termes  qui  sont  indépendants  de  Q changent  seu- 
lement la  position  moyenne  de  l’étoile,  et  peuvent  être  négligés; 
les  autres 

u b . _ (ab  . . b*  \ 

sin  2 y — cot*  sin  2 ^ sin  a -f-  cote  cos 2 ^ cosa  j tango 

et 

ab  . . 

cot  s sin  2 ^ cos  a -h  — eot  s cos  2 ^ sin  a 

peuvent  s’ajouter  aux  termes  semblables  du  premier  ordre  en 
sin  2 Q et  cos2  Q,  et  ceux-ci  deviennent 

eu  ascension  droite  : 

+-  o ",  1902  sin  2 ^ 

-f-  (o",o822  siii2  Q sin  a -4-  o",  0896  cos  2 cosa)  tangiî 

en  déclinaison  : 

-f-  o" y 0822  sin  2 Q cosa  — o",  0896  cos 2 Q sin  a. 

Les  termes  du  second  ordre  restant  encore  sont 

t en  ascension  droite  : 

-f-  o",  000  i535({  4-  tang2'î)  sin  2 Q cos 2 a 

— o'7, 000  160  -f-  tang*<î)  cos2  Q sin  2»; 

en  déclinaison  : 

— o",ooo  07(18  tang£  sin  2 Q sin  2 a 
-f-  (o", 000023  4-  o", 000  080  cos2a)  cos 2 Q tango. 

Mais,  puisque  les  premiers  termes  n'atteignent  o*,oi  de  temps 


(D) 


(E) 
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que  pour  une  déclinaison  égalé  à 88"  10',  et  que  les  seconds 
ne  surpassent  pas  o",oi  d'arc  pour  une  déclinaison  de  8q0a6', 
ils  ont,  même  dans  le  voisinage  du  pôle,  une  très-faible  influence; 
on  peut  donc  toujours  les  négliger,  excepté  s’il  s'agit  d’une  étoile 
très-voisine  du  pôle. 

G2.  Vttriniion  de  / 'expression  de  la  nutation,  correspondante  à 
une  variation  donnée  de  la  constante  de  la  nutation.  — lîans  la 
suite,  nous  aurons  besoin  de  connaître  les  changements  apportés 
dans  les  expressions  (B)  et  (C)  par  une  variation  de  la  constante 
de  la  nutation;  ces  changements  sont  différents  pour  les  ternies  de 
la  nutation  lunaire  et  pour  ceux  de  la  nutation  solaire.  En  effet, 
dans  la  formule  que  donne  la  théorie  de  la  nutation,  tous  les 
termes  de  la  nutation  lunaire  sont  multipliés  par  un  facteur  N' 
qui  dépend  du  moment  d’inertie  de  la  Terre,  de  la  masse  et 
du  moyen  mouvement  de  la  Lune.  Les  termes  de  la  nutation  so- 
laire sont  multipliés  par  un  facteur  N analogue  et  fonction  iden- 
tique du  moment  d’inertie  de  la  Terre,  de  la  masse  et  du  moyen 
mouvement  du  Soleil.  Comme  il  est  impossible  de  calculer  le  mo- 
ment d’inertie  de  la  Terre,  il  faut  déduire  des  observations  les 
valeurs  numériques  de  N et  N'.  Le  coefficient  de  cosQ,  dans  la 
nutation  de  l’obliquité,  est  égal  à 0,765428?!';  reprcsentons-lc 
par  t)",223l(l  -r  /),  oît  9", 223 1 est  la  valeur  adoptée  pour  la 
constante  de  la  nutation,  et  9", 223 t . / sa  correction  possible, * 

0,76542.8?!':=  9",223i  (i  -+- /). 

La  précession  lunisolairc  dépend  des  mêmes  grandeurs  ÎS  et  N', 
et  sa  valeur  déduite  des  observations , 5o",36354  pour  rHoo, 
établit  entre  N et  N'  l’équation  suivante 

17 ,469345  = N -1-0,991  988?»', 
qui,  combinée  avec  la  première,  donne 

N = 5,516287  (1  — 2,16687./). 

Ainsi,  en  supposant  la  constante  de  la  nutation  égale  à 
9'',223i  (i  -f-  /),  tous  les  termes  de  la  nutation  lunaire  sont  mul- 
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ti  pliés  par  ceux  de  la  nutation  solaire  par  1 — 2,16687./; 

et  si  l’on  pose 

9",  aa3  i.l=  rfv, 

on  a 

</AX  = [ — 1 ,8702  sin  Q -i-  0,0226 sin2  Q 

— 0,0221  sin2'£  -+-  0,0073  sin ( (£  — P') 

-H  0,2981  sin2©  — o,o3oo  sin( © — P) 

-4-  o,oo5o  sin(©  -t-  Pj  ] tlv, 
il  Ai  = [cosQ  — 0,0097  cosî  Q ■+■  0,0096  cos  2 (Q 

— o,  1294 cos 2©  — 0,0022  cosf  © H-  P)]  r/v, 

et,  en  suivant  la  meme  marche  que  dans  le  numéro  précédent,  on 
obtient  facilement 


</(*'  — a) 
il ’j 


— 1,7 156  sinQ 

— (o,7445  sin  Q sin  a -t-  1 ,0000  cos  Q cosa)  tango 
-4-0,0206  sin 2 Q 

+ (0,0090  sin  2 Q sin  a -4-  0,0097  cos?-  Q cos  a)  tango 

— o,02o3  sin  2 (jC 

— (0,0088  sin  2 (£  sin  a -4- o, 0096 cos 2 cosa)  tango 
-4-  0,0067  *in(C  — P’) 

-4-  o,oo2.gsin((£  — P'  )sina  tangtf  — 0,2735  sin  2© 
-4-  (o,  1 187 sin 2 ©sin a -4- 0, 1294  cos2©cosa)tang'î 

— o,o275sin  (©  — P) 

— 0,01  19  sin  (©  — P)  sin  a tang 
-4-  o,oo46sin(©  -4-  P) 

-4-  [0,0020  sin  (©  -t-  P)  sin  a 

-4-  0,0022  cosf© -4- P)  cosajtangiî. 


</(■?'-  3) 

tl'i 


= — o,  7445  si»  Q cos  * + > ,0000  cos  Çl  sina 
-t-  0,0090  sin  2 Q cosa  — 0,0097  cos 2.  Q sina 

— 0,0088  sin2.(£  cosa  0,0096  C0S2(£  sina 
-4-  o,oo2gsin((£  — P')  cosa 

-4-  o,  1 187  sin 2 © cosa  — o,  1294  cos 2©  sina 

— 0,01  igsin{©  — P)  cosa 
-4-  0,0020  sin(Q  -t-  P)  cosa 

— 0,0022.  cos(©  -4-  P)  sina. 
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63.  Tables  île  Gauss  pour  le  calcul  de  la  nutation,  — Dans  le 
calcul  île  la  nutation  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  le  plus 
commode  est  de  chercher  A),  et  Ai  à l’aide  des  formules  (A)  et  (A,), 


et  de  calculer  les  valeurs  numériques  des  dérivées 


il  a 
il  \ rit 

Mais,  pour  les  formules  (B)  et  (C),  on  a construit  des  Tables  qui 
facilitent  beaucoup  le  calcul.  Tout  d’abord,  on  a réduit  les  termes 


c — là®, 82  sin Q , g—  — i",iCsin-A0 


en  Tables  dont  les  arguments  sont  Q et  2 Q.  De  plus,  dans  l’ex- 
pression de  la  nutation  en  ascension  droite,  chacun  des  coefficients 
de  tango  est  de  la  forme 

A (sin  p sin  a -4-  A cos  p cos  a)  ; 


et  dans  celle  de  la  nutation  en  déclinaison  les  termes  analogues 
sont  de  la  forme 


A (sin  p cos  a — h cos  P sin  a ]. 
Or,  en  identifiant  ces  deux  expressions, 


la  première  avec  x cos  ( p — a -+-/), 
la  seconde  avec  x sin  ( p — a -(-/ ) , 

on  obtient  les  mêmes  équations  de  condition 

( A h cos  p = x (cos  9 cos/  — sin  p sin/  ) , 

(A)  j 

' A sinp  ==  x (sin  8 cos/  -I-  cosp  sin/), 


d’où  l'on  déduit  pour  x et  / les  valeurs 

x1  = A1  ji  — (l  — /l’JcOS’P]  , 
(l— r/l)  sinpcosp 


tang/  = 


1 — (1  — h ) cos'  p 


valeurs  qui  sont  toujours  réelles,  car  dans  le  cas  actuel  1 — h1 
est  toujours  en  valeur  absolue  plus  petit  que  l’unité.  Les  ternies 
que  nous  considérons  peuvent  donc  toujours  être  ramenés  à avoir 
l'une  des  deux  formes 


(c)  x cos(p  — a -l-'/l , xsin  jp  — a -+-/), 
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et  si  l’on  réduit  les  valeurs  de  x et  y en  Tables  dont  l'argument 
soit  leur  calcul  sera  très-commode. 

Ce  principe  général  de  calcul  a été  indiqué  par  Gauss  et  appli-  t 
que  par  Nicolaï  dans  des  Tables  publiées  par  ’VVarnstorff  ; les 
constantes  adoptées  sont  celles  de  Peters,  et  les  Tables  sont  cal- 
culées pour  i85o. 

On  y trouve  outre  le  terme  c,  les  quantités  log£  et  log  B avec 
l’argument  Q,  et  l’on  en  déduit  les  ternies  qui  dépendent  de  sin  Q 
et  cos  Q qui  sont 

^ Kn  ascension  droite. ...  c — b tang<î cosi  Q -4-  B — a), 
f En  déclinaison — b sin  ( Q -+-  B — a ; . 


En  leur  ajoutant  les  petits  termes  qui  dépendent  de  2 Q,  2 (T 
et  (£  — P',  on  a la  nutation  lunaire. 

Une  seconde  Table  donne,  avec  l'argument  2 O,  les  grandeurs 
g,  F et  log/,  au  moyen  desquelles  on  trouve  les  termes  dépen- 
dant de  2 O qui  sont 


^ En  ascension  droite. . . 

( 

( En  déclinaison 


g — f tang  <?  cos ( 2 O -t-  F — a} , 
— /sin (2  O H-  F — a). 


L’ensemble  de  ces  termes,  en  y comprenant  les  petits  termes 
qui  dépendent  de  O -4-  P et  © — P,  forme  la  nutation  solaire. 

Pour  les  petits  termes  qui  contiennent  2 (£  , 2 Q et  0 -h  P, 
on  n’a  pas  construit  de  Tables  spéciales;  on  les  obtient  à l’aide 
des  Tables  relatives  à la  nutation  solaire,  en  y remplaçant  2 0, 
successivement  par  2(£,  i8o°-f-2Q  (car  ces  termes  ont  des 
signes  contraires),  et  O -t-  P,  et  en  multipliant  par  ■ÿ,  ou  plus 
exactement  les  valeurs  obtenues  par  les  équations  (c)  pour  les 
deux  premiers  arguments  et  par  ■—  les  valeurs  obtenues  pour  le 
troisième;  en  effet,  ces  nombres  expriment  approximativement 
les  rapports  des  coeflicients  de  ces  termes  à ceux  de  la  nutation 
solaire. 

Les  termes  en  0 — P'  et  0 — P ont  une  Corme  différente  de 
la  précédente,  mais  analogue  aux  expressions  de  la  précession 


ELLIPSE  DE  NUTATION. 


3 


annuelle  en  ascension  droite  et  en  déclinaison;  on  les  obtient 
en  multipliant  celles-ci  par  7-^7  sin(  (£  — P')  et  777  sin  © — P). 

Ci.  Ellipse  de  nutation.  — Il  est  facile  de  se  faire  une  idée 
nette  de  l’influence  de  la  nutation,  en  la  réduisant  à son  premier 
ternie,  qui  est  d’ailleurs  le  plus  important.  On  a alors 

t7",25sin^, 

= + 9",  2a  cos  Q, 

ou  mieux,  d’après  la  théorie, 

sin  « al  = — 1 o",  o5  cos  2 s sin  Q , 
ai  = — to",o5  cost  cos  Q . 

Nous  savons  que  par  i’elfet  de  la  précession  lunisolaire,  le  pôle 
de  l’équateur  décrit  autour  du  pôle  de  l’écliptique  un  petit  cercle 
dont  le  rayon  est  t.  Considérons  maintenant  dans  le  plan  tangent 
mené  au  pôle  moyen  d’un  certain  temps,  un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  dans  lequel  l’axe  des  x soit  tangent  au  cercle  de 
latitude,  et  désignons  par  x et  jr  les  coordonnées  du  pôle  vrai 
pôle  moyen  déplacé  par  la  nutation  ) ; nous  aurons  / = sim  AX, 
x = Ai,  et,  en  vertu  des  expressions  précédentes, 

ens1 2 i „ _ 

— C’  cos1 21 — a’  ou  C=io,  o5. 

cos”  e 

Le  pôle  vrai  décrit  donc  autour  du  pôle  moyen  une  ellipse 
dont  le  demi  grand  axe  est  C cost  = 9",  22  et  dont  le  demi  petit 
axe  est  C cos2i  =6", 86.  Cette  ellipse  s’appelle  ellipse  île  nuta- 
tion. Pour  obtenir  la  position  du  pôle  vrai  sur  cette  ellipse,  on 
mène  dans  le  plan  de  l’ellipse  un  cercle  concentrique  de  diamètre 
égal  au  grand  axe;  on  imagine  qu’un  rayon  de  ce  cercle  le  dé- 
crive, pendant  la  révolution  des  nœuds  de  la  Lune,  d’un  mouve- 
ment uniforme  et  rétrograde  (*),  et  de  telle  sorte  que  ce  rayon 


(’)  Car  le  mouvement  des  nœuds  de  lu  Lune  sur  l'écliptique  est  ré- 
trograde. 
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coïncide  avec  la  portion  du  demi  grand  axe  la  plus  rapprochée 
de  1* écliptique,  toutes  les  fois  que  le  nœud  ascendant  de  la  Lune 
coïncide  avec  l’équinoxe  du  printemps.  On  abaisse  ensuite  par 
l’extrémité  de  ce  rayon  une  perpendiculaire  sur  le  grand  axe  de 
l’ellipse,  et  le  point  où  cette  perpendiculaire  coupe  la  circonfé- 
rence de  l’ellipse  est  le  lieu  vrai  du  pôle  de  la  Terre. 

Remarque.  — Consulter  sur  la  procession  cl  la  nutation  : 

Kessel.  — Fundanienta  Astronomie  pro  anno  iÿ.r»5. 

Bessel.  — Astronomisclic  Nachrichlen , n°  3^. 

Kessel.  — Tabule  Regiomontane  reductionum  observa tionuni  astronomi- 
carum,  ah  anno  i“5o  usque  ad  annum  i85o  cumpulate  (i83o). 

Baily.  — New  Tables  for  /acililins'  lhe  computation  of  Procession , Aberra- 
tion and  Nutation  (Londres  1827). 

Baily.  — Préface  du  Catalogue  of  Stars  of  the  llritish  Association 
(Londres,  i8^5). 

Petet.s.  — Numéros  constans  Nutationis. 

Le  Vemueii.  — Annales  de  l'Observatoire  importai,  t.  Il,  p.  1-0  Cl  sui- 
vantes. 


PARALLAXE.  — RÉFRACTION.  — ABERRATION. 


i75 


CHAPITRE  III. 

DES  ERREURS  D'OBSERVATION  DUES  A LA  POSITION  DE 
L’OBSERVATEUR  A LA  SURFACE  DE  LA  TERRE  ET  AUX 
PROPRIÉTÉS  DE  LA  LUMIÈRE. 


Les  Tables  et  les  Éphémérides  astronomiques  donnent  toujours 
les  positions  des  astres,  telles  que  nous  les  observerions  du  centre 
de  la  Terre.  Dans  le  cas  où  l'astre  est  à une  distance  infinie,  celte 
position  coïncide  avec  celle  que  l’observation  donnerait  en 
uu  point  quelconque  de  la  surface  de  la  Terre;  mais  s’il  y a un 
rapport  fini  entre  le  rayon  de  la  Terre  et  la  distance  de  l'astre, 
ce  lieu  de  l’astre  vu  du  centre  sera  différent  de  celui  qu'on  trou- 
verait en  un  point  de  la  surface.  Pour  comparer  aux  Tables  une 
observation  de  cet  astre,  il  faut  pouvoir,  à l’aide  de  la  position 
observée,  calculer  celle  que  l’on  trouverait  au  centre  de  la  Terre 
et  qu'on  appelle  le  lieu  vrai.  Inversement,  on  a souvent  besoin  de 
transformer  en  positions  apparentes  les  positions  vues  du  rentre 
de  la  Terre  données  dans  les  Éphémérides,  ou  comme  on  dit 
les  lieux  vrais  en  lieux  apparents.  L’angle  formé  par  les  deux 
rayons  menés  du  centre  de  l’astre  au  rentre  de  la  Terre  et  au  lieu 
d'observation  s’appelle  parallaxe.  Il  faut  donc  pouvoir  calculer 
la  parallaxe  d'un  astre  à un  instant  quelconque  et  pour  un  point 
quelconque  de  la  surface  de  la  Terre. 

La  Terre  est  entourée  d'une  atmosphère  qui  possède  la  pro- 
priété de  réfracter  la  lumière.  L’observation  ne  peut  donc  pas 
donner  la  position  vraie  de  l'astre,  mais  seulement  la  direction 
qu’a  le  rayon  lumineux  réfracté  par  l'atmosphère  à son  entrée 
dans  l’œil  de  l’observateur.  L’angle  de  ce  rayon  visuel  avec  la 
direction  dans  laquelle  l'astre  serait  vu,  si  l'atmosphère  n'existait 
pas,  est  appelé  rcfiaction.  Pour  déduire  des  observations  d’un 
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astre  sa  position  vraie,  il  faut  pouvoir  déterminer  la  réfraction 
pour  chaque  point  du  ciel  et  pour  chaque  ctat  de  l’atmosphère. 

Si  la  Terre  était  en  repos,  ou  si  du  moins  la  vitesse  de  la  lu- 
mière était  infiniment  grande  par  rapport  à celle  de  la  Terre,  le 

t 

mouvement  de  la  Terre  n’aurait  aucune  influence  sur  la  position 
. apparente  des  astres.  Mais  puisque  la  vitesse  de  la  lumière  est 
dans  un  rapport  fini  avec  celle  de  la  Terre,  un  observateur  placé 
à sa  surface  voit  toutes  les  étoiles  en  avant  de  leur  position  vraie, 
dans  le  sens  du  mouvement  de  la  Terre,  d’un  petit  angle  fonction 
de  ce  rapport.  Ce  petit  angle,  qui  change  la  position  des  étoiles, 
s’appelle  aberration . Pour  obtenir  à l’aide  des  observations  les 
positions  vraies  des  astres,  il  faut  corriger  de  l’aberration  les  lieux 
apparents  observés. 


I.  — De  la  parallaxe. 

C5.  Dimensions  de  la  Terre.  — La  Terre  n’est  pas  une  sphère 
parfaite,  mais  s’approche  beaucoup  d’être  un  ellipsoïde  aplati, 
volume  engendré  par  la  révolution  d’une  ellipse  tournant  autour 
de  son  petit  axe.  Si  l’on  désigne  para  le  demi  grand  axe,  par  b le 
demi  petit  axe  de  l’ellipse  génératrice  et  par  a l’aplatissement  ex- 
primé en  parties  du  demi  grand  axe,  on  aura 

a — b b 

a a 


Soit  de  plus  e l’excentricité,  exprimée  aussi  en  parties  du  demi 
grand  axe, 


et  alors 


et  inversement 


e-  — 1 

a1 


- — y/i  - 


a 


a = 1 


= y^2a  — 
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On  a,  d’après  les  recherches  de  Bessel, 

h 298 , 1 59.8 

« 29g,  1628’ 

donc 

a^^;75288  lofia  = 3,54. 069 , 

1 = 0,0816967,  logs  = 2,gt22o5o, 

et  en  mètres  : 

a = 6377  398“, o4,  logo  = 6,8o4  6436, 

b — 6 356079'",  84 , logé  = 6,8o3  1894. 

Parallaxe  horizontale  équatoriale  du  Soleil.  — En  Astrono- 
mie, on  prend  toujours  pour  unilé  le  demi  grand  axe  de  l’orbite 
terrestre  (*).  Si  l'on  désigne  par  jr  l’angle  sous  lequel  on  verrait 
du  Soleil  le  rayon  d'un  point  de  l’équateur,  dans  le  cas  où  cet  astre 
serait  à l’horizon  du  point,  et  par  R le  demi  grand  axe  de  l’orbite 
terrestre  ou  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil,  on  aura 

a — R sinw, 

et,  puisque  v est  très-petit, 

Rît 

206965 

L’angle  rr  ou  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  du  Soleil  est, 
d’après  Encke, 

ir  = 8",57tl6,  logtr=  0,933  0397. 

66.  Latitude  géocentriquc  d'un  lieu  et  sa  distance  au  centre 
de  la  Terre.  — Pour  calculer  la  parallaxe  d'un  astre  correspon- 
dante à un  point  donné  de  la  surface  de  la  Terre,  il  faut  détermi- 
ner les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  au  rentre  de  la  Terre. 
On  prend  pour  première  coordonnée  le  temps  sidéral,  c’est-à-dire 
l’angle  que  fait  un  plan  mené  par  le  petit  axe  et  le  lieu  d'obser- 
vation (le  plan  méridien)  avec  le  plan  passant  par  le  petit  axe  et 
l’équinoxe  du  printemps.  Soit  OAG  ( fig . 4)  le  plan  passant  par  le 

(■)  Voir  Le  Verrier,  Annales  de  l’Observatoire  impérial  de  Paris , t.  l«r, 
p.  189. 

1.  12 
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polit  axe  et  le  lieu  d’observation  A;  la  position  du  point  A dans 
ee  plan  sera  déterminée  si  l'on  connaît  en  meme  temps  la  distance 
géoeentrique  AO  et  l'angle  AOC  appelé  latitude  réduite  ou  géo- 
centiii/nc. 

Fie-  ii . 


Ces  quantités  peuvent  d'ailleurs  être  calculées  lorsque  l'on  con- 
naît la  latitude  ANC  (angle  de  l'horizon  en  A avec  l’axe  de  la 
Terre  ou  de  la  verticale  du  lieu  avec  l’équateur)  et  les  deux  axes 
de  l’ellipse  méridienne. 

Soient  en  effet  x et  y les  coordonnées  du  point  A rapportées 
aux  deux  axes  OC  et  OB  ; on  a 

n'  r’  -t-  b1  jr*  zxz  A1  té. 

Si  maintenant  on  désigne  par  y'  la  latitude  géocentrique 
tangT'  — 

X 

et  si  y représente  l’angle  de  la  normale  en  A avec  l’axe  des  x, 

<lx 

'an  S?  = -ÿ' 

On  a,  d’ailleurs,  en  différentiant  l’équation  de  l’ellipse. 


d’où  résulte  la  relation 


tangŸ'=  ^lang?- 
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g = ^x-  -+-  y~ 


COS<p 


7 ' 


mais  on  tire  de  l'équation  de  l’ellipse 


a 


on  en  conclut 


(*) 


V i -h  tang<p  tang®' 


a sec<j> 


COSçp'  COS(f'  — fp  ) 


COS  çp 


Au  moyen  dp  ces  deux  formules  on  peut,  pour  chaque  lieu  de 
la  surface  de  la  Terre  dont  la  latitude  y est  connue,  calculer  la  la- 
titude géocentriquc  et  le  rayon  p. 

Coordonnées  du  lieu.  — Le  calcul  des  coordonnées  .r  et  y se 
fait  au  moyen  des  formules  suivantes,  qui  nous  serviront  plus 
loin  : 


Rayon  de  courbure . — On  a quelquefois  besoin  de  connaître 
aussi  le  rayon  de  courbure  du  méridien  terrestre  ù une  latitude 
donnée.  En  le  désignant  par  R,  on  a 


a 1 y 

dx' 


mais  l’équation  de  l’ellipse  donne 


dy  b 3 x d'y  bx 


dx  a 1 y dx 1 a'  y' 


V 
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a [ I — eM 


R 


(i  — t1  sin2 *  rp )* 


Développements  en  séries  des  formules  précédentes . — Au 
moyen  de  la  formule  (a)  nous  pouvons  développer  f en  une 
série  ordonnée  suivant  les  sinus  des  multiples  de  <j>;  en  effet,  en 
posant 

a ‘ — lé 
<r-h~b'  ~ m* 

et  appliquant  la  formule  (16)  du  n°  11,  on  a,  en  secondes, 

® — ® — — — sin-  ® -f-  — . — - sin  4 v — • • • » 
r 1 sin  i * 2 sin  i 

0 

et  par  suite,  avec  la  valeur  de  l'aplatissement  donnée  plus  haut, 

f — ? — i i'3o",65  sin 2®  -+-  i",  16  sin 4 7 — . . . . 

On  ne  peut  obtenir  une  série  élégante  pour  calculer  la  valeur 
de  p,  mais  il  est  facile  d’en  trouver  une  pour  logp.  La  formule  ( b) 
donne  en  effet 

a ■ 

f=--  y 

cos’î  I i-H-tang'ipl 

a ‘ 


Si  l’on  remplace  cosV  par  sa  valeur  — rr~~  , on  ol>- 

1 ‘ 1 -h  64tang2<j> 

tient 

n{  cos7<p  -h  lé  sin7®  n'  -t-  b*  -I-  (n\ — //)cos2y 


ou 


1 a-  cos5®  b-  sin2®  a7 -h  b'1 -h  (té — £2)cos2<p 

( a 1 -h  b7  )J  -f-  ( a7  — b 7 )7  -t-  2 ( a 7 -h  b7  )(«*  — b7)  cos  2 <j> 

{n  H-  b)7 -h  [a  — b)7  -h  *2  (n  -f-  b)  (n  — b)  cos  2 <j> 


a — 0 

et,  en  posant  encore T = /*, 

a -t-  b 


p~ 


a7  -h  b7  \j 1 -h  m‘  -f-  2 m cos 2 <p 
n -h  b yf  | _j_  fp  _|_  «2  n cos  2 f 


DISTANCE  AU  CENTRE. 


lël 


Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  et  développons  d'a- 
près la  formule  (i5)  du  n"  11,  nous  aurons 

i . a'  ■+■  b' 
logp  = log  ------ 


-f-M  | (m — n) 


m 1 — n1  , m 1 — n‘  . 

C032y C0s4y~l 5— COSOy- 


où  M est  le  module  des  logarithmes  vulgaires, 
logM=T,637  7843, 
et  enfin,  en  prenant  a pour  unité, 

logp  = 1 ,9999.747-1-0,000  797  1 cos  2 y — o,ooooot8cos4?  • 


On  trouve  ainsi  pour 


? ?'  ••°e  p- 

Paris 48.5o.i3,o  48.38. 48, 2 i,999>795 

Greenwich...  5 1.28. 38, 9 5 1.17.25. 4 1,9991134 

Berlin 5a. 3o. 16,0  52.19.  8,3  1,9990880 


Encke  a donné,  dans  le  Jnhrbuch  de  i852,  des  Tables  qui  per- 
mettent de  trouver  immédiatement  les  valeurs  dey'  et  logp  cor- 
respondantes à une  latitude  donnée. 

Ainsi,  lorsqu'on  connaîtra  la  latitude  d‘un  lieu,  on  calculera, 
au  moyen  des  formules  précédentes,  la  latitude  géocentrique  et 
la  distance  de  ce  lieu  au  centre  de  la  Terre;  qu’on  y joigne  le 
temps  sidéral  0,  il  sera  facile  de  trouver  à chaque  instant  la  posi- 
tion de  ce  lieu  par  rapport  à des  axes  fixes  passant  par  le  centre 
de  la  Terre.  Imaginons,  en  effet,  un  système  de  coordonnées  rec- 
tangulaires passant  par  le  centre,  dans  lequel  l’axe  des  z soit 
perpendiculaire  au  plan  de  l’équateur,  et  les  axes  des  a:  et  des  9- 
dans  ce  plan,  la  partie  positive  de  l’axe  des  x passant  par  l’équi- 
noxe de  printemps,  celle  de  l’axe  des  y par  le  point  d’ascension 
droite  90°;  les  coordonnées  du  lieu  auront  pour  expressions 


x — a cos  y'  cos0, 
y = p cos  y'  sin©, 
z = p sin  y'. 
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67.  Parallaxe  de  hauteur  dans  l’hypothèse  de  la  sphéricité  de- 
là Terre.  — Le  plan  déterminé  par  les  lignes  qui  vont  de  l’astre  an 
centre  de  la  Terre  et  au  lieu  d’observation  passe,  la  Terre  étant 
supposée  sphérique,  par  le  zénith  du  lieu,  et  coupe  la  sphère  cé- 
leste suivant  un  grand  cercle  vertical.  La  parallaxe  ne  change  donc 
que  les  hauteurs  et  non  les  azimuts.  Soit  maintenant  (fig.  4)  A le 
lieu  d’observation,  Z son  zénith,  S l’astre  et  O le  centre  de  la 
Terre  : ZOS  sera  la  distance  zénithale  vraie  z,  vue  du  centre  de 
la  Terre;  ZAS  sera  la  distance  zénithale  apparente  z',  observée 
du  point  A de  la  surface.  Si  l’on  désigne  la  parallaxe  de  hauteur, 
c’est-à-dire  l’angle  en  S,  par  //,  et  la  distance  de  l’astre  à la  Terre 
par  A,  on  aura  " 


p = z - z 


et 


sin// 


Pour  tout  astre  autre  que  la  Lune,  p'  sera  toujours  un  petit 
angle,  dont  on  pourra  remplacer  le  sinus  par  l’arc,  et  on  aura 


P'  = 


— si  nz'.  206265. 
A 


Ainsi  la  parallaxe  de  hauteur  est  proportionnelle  au  sinus  de 
la  distance  zénithale  apparente.  Elle  est  nulle  au  zénith,  atteint 
son  maximum  à l’horizon  et  diminue  les  hauteurs  de  tous  les 
astres.  La  valeur  maximum  pour  z'  — qo° 

— 206265 

A 


s’appelle  la  parallaxe  horizontale,  et  la  valeur 

p — - 206  265, 

r A 


oit  a est  le  rayon  équatorial  de  la  Terre,  la  parallaxe  horizontale 
équatoriale. 

Parallaxe  en  azimut  et  en  distance  zénithale.  — Nous  avons 
supposé  la  Terre  sphérique;  comme  elle  est  un  sphéroïde,  le  plan 
déterminé  par  les  lignes  qui  joignent  l’astre  au  centre  de  la  Terre 
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et  au  lieu  d'observation,  ne  passe  pas  par  le  zénith,  niais  par  le 
point  où  la  droite  qui  va  du  centre  au  lieu  d’observation  ren- 
contre la  sphère  céleste.  Il  résulte  de  là  que  l’azimut  de  l'astre  est 
altéré  par  la  parallaxe;  de  même,  l’expression  rigoureuse  de  la 
parallaxe  de  hauteur  diffère  de  celle  que  nous  avons  donnée. 

Considérons  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  dans 
lequel  l'axe  des  z positifs  passe  par  le  zénith  du  lieu  d’observa- 
tion, les  axes  des  .r  et  des_r  étant  dans  le  plan  de  l’horizon,  l’axe 
desx  positifs  dirigé  vers  le  sud  et  l'axe  des  y positifs  vers  l’ouest; 
les  coordonnées  de  l’astre,  par  rapport  à ce  système,  seront 

A'  sin  z'  cos  A',  A' sinz' sin  A',  A' cosz', 


où  A'  représente  la  distance  de  l’astre  au  lieu  d’observation,  z'  et 
A'  la  distance  zénithale  et  l'azimut  de  l’astre  vu  de  ce  lieu. 

Imaginons  maintenant  un  second  système  d'axes  parallèles  aux 
précédents,  mais  passant  par  le  centre  de  la  Terre;  par  rapport  à 
ce  système,  l'astre  aura  pour  coordonnées 

AsinzcosA,  AsinzsinA,  Acosz, 

A représentant  la  distance  de  l’astre  au  centre  de  la  Terre,  z et  A 
la  distance  zénithale  et  l’azimut  de  l’astre  vu  du  rentre.  Connue 
les  coordonnées  du  centre  de  la  Terre,  par  rapport  au  premier 
svstème  d’axes,  sont  respectivement 

— p sin (t  — ?'),  o,  — p cos(y  — if'), 

on  a les  trois  équations 

A'  sinz'  cos  A'  = A sin  z cos  A — p sin(*  — y'), 

A'  sinz'  sin  A'  =;  A sinz  sin  A, 

A'  cosz'  A cosz  — p cos(y  — f'), 
ou 

| A' sinz' sin(  A'  — A)  = p sin  (<p  — y')sin  A, 

{«)  < A' sinz' cos(  A' — A)  = Asinz  — psin(y — y'jcosA, 

. A'  cosz'  = A cosz  — p cos  (y  — y’}. 

Multiplions  la  première  équation  par  sin  {(A'  — A),  la  seconde 
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par  eus  1 A' — A ),  et  ajoutons  les  produits,  il  vient 

, . , . . , , , cos!-  (A’  4-  A) 

A sin:  = A sm:  — p sin  ; o — ® ; j , 

Y • cosjrA'  — A) 

A'  COS:'  = A COS  2 — pCOS(y  — f'  ). 

En  posant 

».  cos  ‘ ■ A'  -4-  A ) , . 

"6)  tangv  ^ ^riÂ^rÂ) ,ans(Ÿ — ? 

on  a 

A'  sina'  = A sim  — p cos  (ç  — f')  tangy  , 

A'  cos:'  = A cos:  — p cos(y  — f'  , 

ou  bien 


st  n f z — v ) 

| A'  sin  ( — : ) — p cos  (y  — ^ ) ■ — » 

:o  . ‘ ' c°sy . 

I , . , , , cos : — 7 

f A cos . : — : — A — p cos  , o — » , — » 

‘ COSy 

et  si  l'on  ajoute  le  produit  de  la  première  équation  par  sin{  (:' — :) 
et  de  la  seconde  par  cos  7(2' — :},  on  obtient 


A'  = A — , 


ens  (<p  — f'  ) ros[ (*'+:)  — •/] 
cos •/  cos  ‘ ( r'  — - 2) 


Supposons  p et  A exprimés  en  parties  du  rayon  équatorial  de 
la  Terre,  et  />  étant  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  de  l’astre 
définie  par  l’équation 

1 

— = sin  p. 


posons 

sino  sin  * — y') 

m = 0 ; » 

* sin  : 

sin/»  rosfy  — <p') 

h — p • 

cos  7 

Les  expressions  rigoureuses  de  la  parallaxe  en  azimut  et  en  dis— 
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lance  zénithale  deviennent 


. t a / * \ w sin  A 

tang  v A — A}=  » r» 


tan  g (V — z ) “ 


i — m cos  A 
n sin  (s  — y) 


I — n cos  ! z — y) 


On  peut  développer  ces  formules  en  séries  au  moyen  des  for- 
mules (12)  et  (i3)  du  n"  11,  et  on  obtient  ainsi 

, //isinA  /w’sinïA  ///'sin 3 A 

A A — — r -f-  : — - 


1 sin  1 


2 SU)  i 


3 sin  1 " 


Z — Z— : 


at  sin  (s  — y)  /l’sinsfz  — 7)  «1sin3iz  — 7) 


1 sin  1 


— _ 


2 si  n 1 


logA'  = logA  — M 


3 sin  1" 

/ , n1 

n COS ^ Z — y)  -i COS 2 { Z — y) 

n J 

-h  - cos 3 [z  — y)  . 

Pour  l’angle  auxiliaire  7,  on  a 


cos{  (A'-+-  A)  cos’{- (A'-f- A) 

->=  üiir=i)  ,an«  * >-  i ^frA— a]  ,aDfe’  (»  -» > ■ ’ 

et  en  remplaçant  tang  (®  — 7')  par  la  série 


? — i ■+■  ï (?  ~~  v'Y  ■+■  • • • ♦ 


on  trouve 


7 — (?  — ? ) cos  A — 

■+■  7 (y  ~ ?'Y 


.7  — 7')  sin  A tang  (A'  — A) 

sin  A sin  A'  cos  \ (A'  -h  A) 
cosJ  'j  ( A'  — A J sin*  T""1 


Ces  développements  en  série  complets  ne  servent  en  réalité  que 
pour  le  calcul  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  qui  se  fait  aussi  au 
moyen  des  formules  rigoureuses. 

Pour  le  Soleil,  les  planètes  et  les  comètes  on  se  borne  aux  pre- 
miers ternies  des  développements,  et  on  emploie  les  formules  sui- 
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vantes,  qui  sont  bien  suffisamment  approchées  : 

7 = (*  — ?')  cos  A, 

1 A'  — A — /j p sin  (7  — 7' ) sin  A coséc z , 

z'  — z ~ pp  sin  (;  — 7) . 

Ainsi  dans  le  méridien,  la  parallaxe  en  azimut  est  nulle  et  la 
parallaxe  en  distance  zénithale  est  donnée  par  l’équation 

z'  — z — pp  sin  [2  — (ÿ  — «p')]. 

La  quantité  pp  est  souvent  appelée  parallaxe  réduite  et 
p — ppz=z  p [ 1 — p)  la  réduction  de  la  parallaxe  équatoriale  pour 
une  latitude  donnée;  on  la  trouve  dans  la  plupart  des  recueils  de 
Tables  astronomiques. 

()8.  Parallaxe  en  ascension  droite  et  en  déclinaison . — Les 
coordonnées  d'un  astre  rapportées  au  plan  de  l’équateur  et  au 
centre  de  la  Terre  sont, 

A cos  3 cos  a,  Acososina,  AsinÆ, 

et  les  coordonnées  apparentes  rapportées  aux  mêmes  plans,  mais 
vues  du  lieu  d’observation, 

A' cosô' cos  a',  A'  cos  S'  sin  a',  A'sinÆ'; 

comme  les  coordonnées  du  lieu  rapportées  au  centre  et  à l’équa- 
teur de  la  Terre  ont  pour  expressions 

pcos®'cos0,  p cos<j/  sin@,  p sin©', 

on  a,  pour  la  détermination  de  A',  a',  â',  les  trois  équations 

| A'  cos o'  cosa'  = A cos£  cosa  — p 0057'  cos0, 

(a)  < A7  cosÆ'  sina'  = A coso  sina  — p cos«p'  sin0, 

( A'sinÆ'  = A sin<î — psin?'. 

Retranchons  l’une  de  l’nutre  les  équations  obtenues  en  multi- 
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pliant  la  première  par  sin  oc,  la  seconde  par  cosa,  et  pareillement 
ajourons  celles  que  l’on  obtient  en  multipliant  la  première  par 
cosa,  la  seconde  par  sina,  nous  aurons 

A'  cos<?'  sin  (a'  — a)  — p cos  y'  sin  (a  — 0), 

A'  cos o'  cos  ( a'  — a ) — A cos  3 — p cos ©'  cos  (a  — 0 ) . 

Supposons  dans  ces  formules  p exprimé  en  parties  du  rayon 
équatorial  de  la  Terre,  A en  parties  du  demi  grand  axe  de  l’orbite 
terrestre,  et  7r  étant  la  parallaxe  du  Soleil,  posons 

0 sinr  cos©' 

m — - - — 5—  » 

A coso 


nous  obtenons  pour  tang  a' — a)  la  valeur  suivante 


(>) 


lang(a'—  x) 


ni  sin  fa  — 0 ) 


1 — m cos  { a — 0 ) 


Cette  équation  donne  la  parallaxe  en  ascension  droite;  une  com- 
binaison convenable  des  équations  (nr  ) nous  permettra  d’obtenir 
aussi  la  parallaxe  en  déclinaison.  Après  avoir  multiplié  la  première 
par  sin- (a' — a),  la  seconde  par  cos  \ (a' — a),  ajoutons  les 
produits  obtenus,  il  viendra 


y coso'  = A cos<?  — p cos©' 


cos[0  — ~ (a'+a)j 
cos  y (a’  — a) 


Soit  maintenant  un  angle  auxiliaire  7 déterminé  par  l’équation 


(2) 


tang7  = 


tang<p'  cos  y (cl  — a ) 
cos[0  — ÿ (a'  -f-  a)j* 


nous  aurons  entre  3'  et  3 les  deux  équations 


I A'  coso'  = A cos  3 — p sin  y' 0*017, 
/ A'  sin  3'  — 1 sinô  — sin  <p'. 
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que  l’un  transforme  aisément  dans  les  suivantes 


f 

V sin  [3'  —S)  = I- 1-  p sin  (t  — y), 
' ' r sin  7 v 


sin? 


Acos(<î'  — (?)  = I — p ■ : cos  [S  — 7)  : 

r sin  7 


d’où,  en  faisant  les  mêmes  conventions  que  plus  haut  et  posant 


n 


p sin sin? 


A sin  7 


nous  déduisons 


...  . , //  sin  (3  — 7) 

(3)  tang (3'-  3)  = —y1— 

i — n cos  [o  — 7 j 


Les  formules  (i)  et  (3)  donnent  les  expressions  rigoureuses  de 
la  parallaxe  en  ascension  droite  et  en  déclinaison;  on  les  rendra 
calculables  par  logarithmes  en  remplaçant  par  des  sinus  les  quan- 
tités 

w cos ( a — 0),  «cos(<? — 7). 


Mais  on  peut  aussi  employer  les  développements  en  séries  sui- 
vants (n°  11): 


a — a = 


<r  — 0 — 


m sin  (a  — 0) 

-h 

nr  sin  ?.  ( a — 

0)* 

sin  1 " 

2 sin  1" 

n sin  (<î  — 71 

-f- 

n"1  sin  2 — 

7) 

sin  1 " 

2 sin  1 " 

-h  • • 


Pour  tous  les  astres  autres  que  la  Lune,  on  borne  ces  développe- 
ments à leurs  premiers  termes.  Dans  les  quantités  auxiliaires  /// 
et  n,  on  remplace  alors  sin^r  par  ir  sim";  pour  7 on  prend  la 
valeur  approchée  donnée  par  l’équation 

tang  7 = tang?'  séc(a  — 0), 

et  les  parallaxes  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  sont  expri- 
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inées  par  les  formules 

, jrpcos®'  sin  (a — fc)  ) 

a — a ~ — i 

a coso 

g,  _ g 7rpsin 9'  sin  (S  — y) 

A sin  7 


l89 


Ainsi,  pour  un  astre  situé  à l'esl  du  méridien,  la  parallaxe  en 
ascension  droite  est  positive;  à l’ouest,  au  contraire,  elle  est  né- 
gative. Si  l’astre  est  dans  le  méridien,  elle  s’annule. 

Dans  ce  dernier  ras,  la  formule  qui  donne  la  parallaxe  en  dé- 
clinaison devient 

o — o = sin  [o  — ÿ ) ~ sin  [s  — t j]  » 


c’est  l’expression  de  la  parallaxe  en  distance  zénithale;  au  moment 
du  passage  au  méridien  ces  deux  parallaxes  ont  donc  la  même 
valeur. 

Effet  de  la  parallaxe  sur  le  diamètre  apparent.  — Lorsque 
l'astre  a un  diamètre  apparent,  on  ne  peut  en  observer  que  les 
bords;  pour  comparer  les  observations  aux  Éphémérides,  qui 
contiennent  les  positions  du  centre  de  l’astre,  il  faut  connaître  le 
diamètre  apparent  vu  du  lieu  d’observation,  ou  plutôt  le  déduire 
du  diamètre  apparent  vu  du  centre  de  la  Terre,  que  donnent  les 
Tables.  Or,  en  retranchant  la  seconde  des  équations  [b]  du  pro- 
duit de  la  première  par  cot7,  on  a 

A'  sin  (#'  — 7)  = A sin  (S  — 7), 

du,  si  les  diamètres  apparents  étant  de  petits  angles  peuvent  être 
considérés  comme  inversement  proportionnels  aux  distances, 

sin(o  — 7) 


Remarque.  — Dans  ce  qui  précède  nous  supposons  connue  la 
position  géocentrique  de  l’astre  et  nous  cherchons  la  position  ap- 
parente vue  du  lieu  d’observation;  dans  le  problème  inverse,  où  * 
l’on  doit  de  la  position  affectée  de  la  parallaxe  déduire  le  lieu  géo- 
centrique, on  pourra,  sans  nuire  à la  précision,  employer  dans 
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la  valeur  des  parallaxes  a7,  o7  et  A7  au  lieu  de  a,  3 et  A.  Il  faut 
pourtant  excepter  le  calcul  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  cjuc  nous 
traiterons  plus  loin  tout  spécialement. 

Exemple.  — A Rome,  le  3 septembre  t84q,  «i  4>  38  de 
temps  sidéral,  on  a observé  la  comète  de  Vico  et  on  a trouvé 

a'  = 35'  55",  5 , 3'  = — 1 8°  43'  2 i ",  6 ; 

on  avait  de  plus 

logA  î , 27969,  <p  = 4 1° 53' 52", 2, 

d’où 

logp  = 1 ,99936,  ? — 4 1°42> 5. 

Avec  ces  données  le  calcul  de  la  parallaxe  est  le  suivant  : 

0 en  arc 3io°?4'j5 


a'  en  arc 2.35  ,9 

a7  — 0 en  arc 5?.°n',4 


tang?' 

COS  (a7 — 0)  . 


>>94999 
« >78:49 


7 = +55°  28',  6 

0'  — — 18.43,4 

3'  — 7 = — 74 . 1 2 , ° 


sinfa7  — ©)...  1,89765  . , , - q. 

v t ’ •"  sin(ô  — 7)...  1,98327// 


• Trpcos© 


1,52.576  Trpsin^7 


1 ,47576 


séc<î7 0,02362  . ^ Q/.-î 

cosec  7 0,0041 3 


log fa'  — a)  = 1 ,447  °3 

t 

a 


a=  4- 2 7",  99 


log(<?7  — 3)  = 1 ,543  16// 
3'—  3 =—  34",  93 

Ainsi  la  parallaxe  augmente  l’ascension  droite  géocentrique  de 
la  comète  de  28", o et  diminue  sa  déclinaison  géocentrique  de  34", 9. 
Donc  le  lieu  de  la  comète  corrigé  de  la  parallaxe  est 


2°357  27",  5, 

0 — — 18.42.46  , 7 . 


Parallaxe  en  longitude  et  en  latitude.  — Pour  obtenir  la  pa- 
rallaxe d’un  astre  rapporté  à des  coordonnées  écliptiques,  il  est 
nécessaire  de  connaître  les  coordonnées  écliptiques  du  lieu  d’ob- 
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servation  rapportées  au  centre  de  la  Terre.  Si  dans  les  formules 
du  n°  37,  on  remplace  0 et  y par  la  longitude  / et  la  latitude  />, 
on  obtient,  pour  ces  coordonnées, 

p cos  b cos/,  pcosésin/,  psinè, 

et  si  Ton  désigne  par  V,  fi'  et  A'  les  grandeurs  apparentes  et  par 
X,  S et  A les  grandeurs  vraies,  on  a les  trois  équations 


A'  cos  (3'  cos  a'  = A cosj3  cosX  — p cos  b cos/, 

A'  cos  fl'  sin  V = A cos|3  sinX  — p cos  b sin  /, 

A'  sin  p'  = A sin  (3  — p sin  b , 

d’où,  en  suivant  la  marche  que  nous  venons  d’employer  dans  le 
problème  précédent,  on  déduit  les  formules  suivantes,  qui  sont 
suffisamment  approchées  : 


y — x 

tang7 

p'-p 


7T0  COS  b . 

- sin  (à 


A COSjü 


-/), 


tangé 


cos(X  — /) 


770  sin/»  . 

sin  (Û 

I «u 


A sin'/ 


v). 


Remarque.  — 0 et  ^ sont  l’ascension  droite  et  la  déclinaison 
du  zénith  géocenlrique,  point  où  le  rayon  de  la  Terre  prolongé 
rencontre  la  sphère  céleste,  / et  b sa  longitude  et  sa  latitude;  si 
l’on  considère  la  Terre  comme  sphérique,  ce  point  coïncide  avec 
le  zénith.  On  nomme  nonagésime  le  point  de  l’écliptique  ayant  la 
même  longitude  que  le  zénith;  il  est  en  effet  distant  de  90°  du 
point  d’intersection  de  l’écliptique  et  de  l’horizon,  qu’on  appelait 
autrefois  horoscope . 

69.  Calcul  de  la  parallaxe  de  la  Lune.  — Comme  la  parallaxe 

horizontale  équatoriale  de  la  Lune  ou  l’angle  dont  le  sinus  est 

A désignant  la  distance  de  la  Lune  à la  Terre,  est  toujours  com- 
pris entre  54  et  61  minutes,  nous  devons  alors  employer  les  for- 
mules rigoureuses  ou  bien  les  développements  en  série  donnés 
plus  haut. 
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Exemple.  — Calculons  les  coordonnées  apparentes  de  la  Lune 
à Greenwich,  le  io  avril  1848,  à io  heures  de  temps  moyen. 
On  a 

0 = 11*' 17"'  o*, 02=  169°  1 5'  o',3o, 
a = 7.43.20,25=  ll5.5o.  3 ,75, 

5 =-(-16.27.22  ,g, 

P = 56.57,5, 

R=  1 5 . 3 1 ,3, 

et  de  plus  pour  Greenwich  : 

ip'  = 5t”  17'  25",4>  logp  = 1,9991134. 

Si,  d’après  ces  données,  on  calcule  a' — a et  S' — S au  moyen 
de  leurs  développements  en  séries,  on  a 

ac'  — « 0 ’ — S 

In  !H 

Pour  le  premier  terme...  —29  4^,71  — 36  34, ai 

Pour  le  deuxième  terme.  — 0.11,47  — 0.20,91 

Pour  le  troisième  terme..  — o.  o,o3  — o.  0,12 

a' — * = — 29.57,21  0' — 0 — — 36.55,24 

Les  coordonnées  et  le  diamètre  apparents  de  la  Lune  ont  donc 
pour  valeurs  : 

a'  = 1 1 5°  2.0'  6",  54 , 
ô'  = 1 5. 50.27  j&>> 

R'=  l5-4o  , 20. 

Si  l’on  veut  employer  les  formules  rigoureuses,  on  les  trans- 
formera de  la  manière  suivante. 

On  a trouvé 


tans 


*'—*)  = 


M) 


p sin/j  coso 


t — mcos(a — 6)  cos  S 

or,  en  posant  cosA  = m cos(a  — 0),  on  obtient 

m sin  (a  — 0 ) 


tang(a' — a)  = 


• . A 

2.sin’  — 

2 
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en  posant  sinB  =:  p sin/' sirty',  on  tire  des  deux  formules 

• A'  sini'  = A (sin  S — p sin/j  siny'), 
a'cosiÎ'  cos(x' — a)  = A[cos<î  — »p  sin/;  cos  y'  cos  (a  — 0)J, 

la  formule  définitive 


COS  f xr a 1 

tang<î'  = sin  ; ;j  - B)  cos  } . S + B), 

cos  S sin’  — 

Enfin  on  a obtenu 

cos3'cos(a'  — a)  séctf  , 

i — p cos  y sin/j  sec  5 cos  (a  — ©)  ’ 


formule  d’où  l’on  déduit 


cos<î'cos(»' — ai 

R = R. 

A 

2 cos 3 sin1  — 

2 


Appliquées  à l’exemple  précédent,  ces  formules  donnent 

a'  — a=  — 29'  57", 21,  S’—  -+-  l5°5o'27",68. 

R'  = 1 5 . 4°  >21, 

On  obtiendrait  des  formules  analogues  pour  le  calcul  rigoureux 
de  la  parallaxe  de  la  Lune  en  longitude  et  en  latitude,  en  rempla- 
çant respectivement  dans  les  formules  précédentes  a',  a,  S1,  <?,  0 
et  y'  par  V,  p',  p,  l et  b. 


II.  — Du  LA  RÉFRACTION  ASTRONOMIQUE. 

70.  Lois  de  ta  réfraction  de  la  lumière.  — Pour  arriver  jus- 
qu’à notre  œil,  les  rayons  lumineux  émanés  des  corps  célestes 
traversent  l’atmosphère  de  la  Terre.  Dans  le  vide-  ou  dans  un  mi- 
lieu de  densité  uniforme,  la  lumière  se  meut  en  ligne  droite;  mais 
en  pénétrant  dans  un  milieu  de  densité  diflérente,  elle  est  déviée 
de  sa  direction  primitive.  Si  de  plus  ce  milieu  se  compose,  comme 
notre  atmosphère,  d’une  infinité  de  couches  dont  la  densité  varie 
I.  i3 
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d’une  manière  continue,  le  chemin  parcouru  par  le  ravon  lumi- 
neux devient  une  courbe.  L’observateur  placé  à la  surface  de  la 
Terre  aperçoit  l’astre  dans  la  direction  de  la  dernière  tangente  à 
la  trajectoire  du  rayon  lumineux,  et  doit  alors,  de  cette  direction 
qui  défînit  le  lieu  apparent  de  l’astre,  conclure  la  direction  du 
rayon  lumineux  dans  le  vide,  qui  donne  la  vraie  direction  de 
l’astre  observe.  L’angle  de  ces  deux  directions  s’appelle  réfraction 
astronomique , et  puisque  la  trajectoire  du  rayon  lumineux  tourne 
sa  concavité  vers  le  centre  de  la  Terre,  il  est  évident  que  la  réfrac- 
tion augmente  les  hauteurs  de  tous  les  astres. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  la  Terre  sphérique,  car 
cette  hypothèse  ne  change  que  d’une  manière  inappréciable  les 
phénomènes  de  la  réfraction;  nous  considérerons  l’atmosphère 
comme  formée  de  couches  concentriques  dans  lesquelles  la  densité 
et  le  pouvoir  réfringent  qui  en  dépend  seront  constants.  Pour 
calculer  la  direction  du  rayon  lumineux  dans  chaque  couche,  il 
est  nécessaire  de  connaître  les  lois  de  la  réfraction  de  la  lumière. 
Ces  lois,  au  nombre  de  quatre,  sont  les  suivantes  : 

I.  Si  un  rayon  lumineux  rencontre  la  surface  de  séparation  de 
deux  milieux  de  pouvoirs  réfringents  différents,  le  rayon  réfracté 
reste  dans  le  plan  passant  par  la  normale  et  le  rayon  incident. 

II.  Si  l’on  prolonge  la  normale  de  l’autre  côté  de  la  surface  de 
séparation,  pour  tous  les  milieux,  quel  que  soit  l’angle  d’incidence 
(angle  de  la  normale  et  du  rayon  incident),  le  sinus  de  l’angle 
d’incidence  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  sinus  de  l’angle 
de  réfraction  (angle  de  la  normale  et  du  rayon  réfracté).  Ce  rap- 
port est  appelé  indice  de  réfraction  du  second  milieu  par  rapport 
au  premier.  Si  le  rayon  lumineux  passe  du  vide  dans  un  milieu 
quelconque,  ce  rapport  est  appelé  indice  absolu  de  ce  milieu. 

III.  Soit  p l’indice  de  réfraction  du  milieu  B par  rapport  ail 
milieu  A,  et  p'  l’indice  de  réfraction  du  milieu  C par  rapport  au 
milieu  B,  le  produit  pu'  sera  égal  à l’indice  de  réfraction  du  mi- 
lieu C par  rapport  au  milieu  A. 

IV.  Si  p est  l'indice  de  réfraction  du  milieu  B par  rapport  au 

milieu  A,  - est  l’indice  de  réfraction  du  milieu  A par  rapport  au 

r 

milieu  B. 
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Équation  différentielle  de  la  réfraction.  — Soit  maintenant 
[fig.  5)  O un  lieu  de  la  surface  de  la  Terre,  C le  centre  de  la 

Fig.  5. 
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Terre,  S la  vraie  position  de  l’étoile,  CI  la  normale  au  point  I où 
le  rayon  lumineux  SI  rencontre  la  première  couche  de  l'atmo- 
sphère. L’indice  de  réfraction  d’une  couche  quelconque  étant 
connu,  on  pourra  trouver  la  direction  suivie  dans  cette  couche  par 
le  rayon  réfracté,  et  obtenir  l’angle  d’incidence  relatif  à la  couche 
inférieure;  on  passera  de  celle-ci  à la  couche  immédiatement  voi- 
sine, et  ainsi  de  suite. 

Considérons  maintenant  la  niim*  couche,  et  soit  CN  la  ligne  me- 
née du  centre  au  point  où  le  rayon  lumineux  rencontre  cette 
couche;  soit  de  plus  in  l’angle  d’incidence,^,  l’angle  de  réfrac- 
tion, l’indice  de  réfraction  absolu  de  la  «'""'.couche,  txH +l  l’in- 
dice absolu  de  la  («  -+-  on  a (*) 

si  n i „ p-ri-M 

si  n f n p„ 


(*)  Ces  indices  sont  plus  grands  que  l’unité;  ainsi  pour  la  couche  qui 
se  trouve  à la  surface  «le  la  Terre,  on  a,  d'après  les  expériences  de  Biot, 
(«0  ==  t,ooo ?.q4  ou  environ. 
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Soit  ensuite  N'  le  point  où  le  rayon  lumineux  rencontre  la 
(n  -+-  1)""*  couche,  le  triangle  CNN'  donne,  en  désignant  par  r„, 
r„+1  les  distances  des  points  N et  N'  au  centre  de  la  Terre, 

sin/.  _ r._, 
sin  /.+,  r, 

et,  par  la  combinaison  de  cette  équation  avec  la  précédente,  on  a 
P»  r*  sm  im  — p«4-t  rn+ 1 sin/M4.t. 

Ainsi  le  produit  de  la  distance  au  centre,  de  l’indice  de  réfrac- 
tion et  du  sinus  de  l’angle  d’incidence  est  constant  pour  toutes  les 
couches  atmosphériques;  si  donc  7 désigne  une  constante,  la  loi 
générale  de  la  réfraction  astronomique  est  expiimée  par  l’équa- 
tion 

(<i)  r p sin  1 = 7, 


où  r,  (i  et  t se  rapportent  au  même  point  de  l’atmosphcre. 

Pour  la  surface  de  la  Terre,  t,  c’est-à-dire  l’angle  formé  par  la 
dernière  tangente  à la  trajectoire  du  rayon  lumineux  avec  la  ver- 
ticale, est  égal  à la  distance  zénithale  apparente  z de  l’étoile.  Soit 
a le  rayon  de  la  Terre,  p,  l’indire  de  réfraction  relatif  à la  couche 
d’air  située  à la  surface  de  la  Terre,  on  a,  pour  déterminer  la 
constante  7,  l’équation 

( b ) ap.sinz  — y. 

Supposons  maintenant  que  la  densité  de  l’atmosphère  varie 
d’une  manière  continue,  de  telle  sorte  que  la  hauteur  de  la  couche 
dans  l’intérieur  de  laquelle  on  considère  la  densité  comme  con- 
stante soit  infiniment  petite;  le  chemin  que  suit  le  rayon  lumineux 
dans  l'atmosphère  est  alors  une  courbe.  Rapportons-la  à des  coor- 
données polaires,  et  appelons  v l'angle  que  chaque  rayon  vec- 
teur r fait  avec  CO;  nous  avons 


(«0 


r/t» 

r-^tang/. 


La  direction  de  la  dernière  tangente  est,  comme  on  l’a  vu,  celle 
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du  raybn  qui  donne  la  distance  zénithale  apparente  t;  au  con- 
traire, la  vraie  distance  zénithale  Ç est  l’angle  que  le  prolongement 
de  la  direction  primitive  SI  du  rayon  lumineux  fait  avec  la  nor- 
male. En  réalité,  cet  angle  Ç a son  sommet  en  un  autre  point  que 
celui  où  se  trouve  l’œil  de  l'observateur;  mais  la  hauteur  de  l’at- 
mosphère est  très-faible,  les  corps  célestes  au  contraire  sont  fort 
éloignés,  en  outre  la  réfraction  est  toujours  un  petit  angle;  la 
différence  entre  l’angle  Ç et  la  vraie  dislance  zénithale  qu'on  aurait 
observée  du  point  O est  donc  négligeable  ; même  pour  la  Lune,  où 
cette  différence  est  maximum,  elle  n'atteiut  pas  une  seconde  d'arc 
à l'horizon.  On  peut  donc  supposer  que  l’angle  ( est  la  vraie  dis- 
tance zénithale  vue  du  point  0. 

Au  point  N,  auquel  correspondent  les  valeurs  i,  r et  p des  va- 
riables, menons  une  tangente  à la  trajectoire  du  rayon  lumineux, 
et  désignons  par  Ç'  l’angle  qu’elle  fait  avec  la  normale  CO;  nous 
avons 


ï'=  i -+-  e; 


puis,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l’équa- 
tion (a)  et  différentiant,  nous  obtenons 


tir  d u 

h cot/  tu  -\ 1-  = O. 

r a 


Combinons  ensuite  celte  équation  avec  les  équations  (c)  et  (»/}, 


f/lA 

e/Ç  = — tangi  — 
V- 


et  comme 


nous  avons 


langi  =■-  . 


y'  I — sin'i  y r1  pa  — y1 
7 = a P*  s‘n:» 


* 


rfC'  = - 


« ■ , 

— p,  sin  z ti u 

P y/  V — y,  sin’! 
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L'intégrale  de  dX,'  prise  entre  les  limites  Ç'  = Ç et  £'=  z (’  >nne  la 
valeur  de  la  réfraction. 

Posons  - = i — sy  il  viendra 


(*)  m=- 


(i  — s)  sinz  dfi 


V 


r 


COS*  Z — 


’)  sin*z 


Pour  intégrer  cette  équation  il  faudrait  connaître  s en  fonction 
de  p;  cette  dernière  grandeur  dépend  de  la  densité, et  la  Physique 
nous  apprend  que  la  quantité  p* — i ou  puissance  rcfractive  est 
proportionnelle  i\  la  densité.  Soit,  des  lors,  une  nouvelle  variable, 
la  densité  p,  donnée  par  l’équation 


= co, 

I 7I 


dans  laquelle  c désigne  une  constante,  telle  que  d’après  les  expé- 
riences de  Biot  on  a,  pour  la  température  de  o°  et  la  pression 
atmosphérique  de  om,'ÿ6o, 


on  obtient 

(0</î'= 


Cp,  n:  0,000  588  768  ; 


et,  en  posant 


CP*  _ — — 1 _ O 

— 2 — 2 2 , 

1 CPo  f*, 


a ét;  nt  une  constante,  égale  à 0,000  294  an,  on  a 


1 -h  r 
1 -h  cp 


et  par  suite 

(/)  <=-■-- 

L T 


--  - i-2a(i-^j; 
P»  \ P*/ 


♦ d p 

— a (1  — s)  sinz  — 

po 


~ ) 1 V C°S2  2 — 2 a ( 1 — - ) ■+•  (2  s — s1)  sin*  z 
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Le  facteur 

- *■(-£) 

est  le  carré  du  rapport  de  l'indice  de  réfraction  absolu  de  la 
couche  de  rayon  r à l’indice  de  la  couche  située  à la  surface  de 
la  Terre.  Puisqu’aux  limites  de  l’atmosphère  p = i et  qu'au  con- 
traire pour  le  passage  du  vide  dans  la  couche  située  à la  surface 

de  la  Terre  1,000294,  le  rapport  — sera  toujours  compris 

entre  des  limites  très-resserrées;  on  peut  donc,  sans  erreur  sen- 
sible, remplacer  le  facteur  variable 

par  la  moyenne  de  ses  valeurs  extrêmes  1 et  1 — 2a,  c’est-à-dire 
par  la  constante  1 — a. 

Posons  encore,  pour  abréger, 


P* 


où  iv  est  une  fonction  de  s qu’il  faut  déterminer;  nous  aurons 

a fi  — 1)  sin  z c/iv 

1 a y COS3  Z — 2lir  + (3 '.S  — S' J sill’Z 


Or  s est  toujours  petit,  car  pour  une  hauteur  de  l'atmosphère 
égale  à ^5  kilomètres,  la  plus  grande  valeur  de  s est  seulement 
0,01 16;  on  peut  donc  écrire 


rfü'  = 


(g) 


sin  z div 

I 

(cos’z  — 2a«'+  7,s  sin'z}’ 

a j sin  z (cos’z — 2a  w 4-  | .»  sin’z)  dtv 

— a . - 
(cos:z  — 2 a tv  *4-  2 s sin’z)’ 


le  second  terme  de  cette  formule  est,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  toujours  assez  petit  pour  qu’on  puisse  le  négliger,  et  n’avoir 
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égard  qu’au  premier  terme,  dans  une  première  approximation. 
Pour  avoir  la  valeur  de  la  réfraction,  il  faut  intégrer  l’expression 
dÇ  entre  des  limites  correspondantes  à r = a et  H, 

H étant  la  hauteur  de  l’atmosphère,  et  on  voit  aisément  qu’il  suf- 
fira d’ajouter  la  valeur  de  l’intégrale  obtenue  à la  distance  zéni- 
thale apparente  pour  avoir  la  distance  zénithale  vraie. 

Posons  maintenant 

a FU) 

= F (s)  et  - f (*). 

sin's  1 


et  introduisons  une  nouvelle  variable  x donnée  par  l’équation 

s — r + <?{*}» 

nous  aurons,  d’après  la  formule  de  Lagrange, 

d F(x)  i d f r , dF(x)‘ 


f»  = «•'(•  '1+fW 


dx 
1 d3 


I .2.3  dx 2 


]*■ 


] ~lü 


d’où 


w 


df(s) 

dx 


d_  F(.r) 
dx 


d 
dx 

I d3 


i . 2 dx 3 


4~ 


Pour  tirer  de  là  l’expression  de  la  réfraction,  il  faut  multiplier 

, a sinzx/.r  , . 

chaque  terme  par  — — et  intégrer  ensuite 

i a y/eosJz  + 2x  sin’z 

entre  le*  limites  ci-dessus  indiquées.  Mais  pour  effectuer  cette 
intégration,  il  faut  connaître  w en  fonction  de  .v,  c’est-à-dire  con- 
naître la  loi  suivant  laquelle  la  densité  de  l’air  décroît  avec  la 
hauteur. 


71.  Lois  du  décroissement  de  la  température  et  de  la  densité  de 
l'atmosphère.  — Soient  et  r0  la  pression  de  l’air  et  sa  tempé- 
rature à la  surface  de  la  Terre,  p et  t les  valeurs  de  ces  mêmes 
grandeurs  à une  certaine  hauteur  dans  l’atmosphère,  m le  coeffi- 
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oient  de  dilatation  de  l’air  pour  t“  centigrade,  on  a 


(«> 


1-4 - tu  t p 

S.  pt. 

I -f-  m t„ 


Ainsi  l’expression  - ^ qui  représente  le  quotient  de  la 

pression  par  le  produit  de  la  densité  et  du  binôme  de  dilatation 
est  constante.  Désignons  par  /„  la  hauteur  d'une  colonne  d'air  de 
densité  o,  et  de  température  r,  qui  ferait  équilibre  à la  pression  />„ 
pour  une  intensité  de  la  pesanteur  égale  à g,  à la  surface  de  la 
Terre,  nous  aurons 

(P)  P»=?'g>1 0. 

/,  serait  la  hauteur  de  l’atmosphère  si  la  pression,  la  température 
et  l’intensité  de  la  pesanteur  avaient  dans  toutes  les  couches  les 
mêmes  valeurs  qu’à  la  surface  de  la  Terre.  Prenons  pour  r«,  la 
température  de  to°  centigrades;  nous  avons,  d’après  les  détermi- 
nations de  M.  Régnault, 

/,  = 8286"',  1 . 

C’est  le  produit  de  la  hauteur  barométrique  normale  om,^6o  à 
la  surface  des  mers,  et  de  la  densité  du  mercure  par  rapport  à 
l’air  pour  une  température  de  io°  centigrades  ;‘). 

Si  l’on  s’élève  de  tir  dans  l'atmosphère,  le  décroissement  de  la 
pression  est  égal  à la  petite  colonne  d'air  ptlr,  multipliée  par 
,/|î 

l’intensité  de  la  pesanteur  g.  — correspondante  à la  distance  r, 

fl1 

(P.)  ’>p  — — s>  —,  pdr  : 


tir- 


ds  et  - = (1  — «'), 

P» 


nous  aurons,  à l’aide  de  Pé- 


(*  ) Bessel  avait  trouvé  lt  = 4‘*d>,o5  toise»  = 8?36,74  nôtres;  mais  cette 
diflércnce  n'infirme  point  l'excellence  «le»  Table»  de  Be>sel,  dont  le»  con- 
stante» ont  été  déterminée»  d’après  les  observations  astronomiques  elb-»- 
mémet. 


\ 
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quation  ({3), 

(v) 


dp  n ds 

p*  ~ L 


•«,» 


et,  en  comptant  les  températures  à partir  de  10"  centigrades, 


(7.) 


£ = (i-t-»/v)  (i  — *v] 

r« 


Si  nous  éliminons  p entre  l'équation  (a)  et  les  deux  précé- 
dentes, i — tv  et  par  conséquent  la  densité  sera  exprimée  en 
fonction  de  s et  de  i -t-  nn.  Cette  dernière  quantité  est  elle-même 
fonction  de  s\  mais  puisqu’on  ne  connaît  pas  la  loi  de  décroisse- 
ment de  la  température  avec  la  bailleur,  il  est  nécessaire  d’avoir 
recours  à une  hypothèse,  & la  condition  de  vérifier  ensuite  la 
concordance  des  réfractions  calculées  et  des  réfractions  observées. 
Les  diverses  théories  de  la  réfraction  diffèrent  entre  elles  par 
l’hypothèse  faite  sur  la  loi  de  décroissement  de  la  température. 

72.  Hypothèse  de  Cassini.  — Supposons  d’abord,  avec  Domi- 
nique Cassini,que  l’atmosphère  soit  de  densité  uniforme;  un  rayon 
lumineux  subira  alors  une  réfraction  unique  aux  limites  de  l'at- 
mosphère. Dans  ce  cas,  les  formules  du  n°  70  nous  donnent  sim- 
plement 

sinf  — p,  sin  f\ 

or,  si  Sz  représente  la  réfraction, 

i—Sz  +/, 

d’où,  puisque  Sz  est  suffisamment  petit, 

sin/  = Sz  cos f -4-  sin /, 

et  par  suite 

Sz  = (!*.—  >)‘anfe'/; 

mais  en  désignant  par  l la  hauteur  de  l’atmosphère,  on  voit  aisé- 
_ a . _ 

nient  que  sin/  = - sinz.  donc 
1 a -4-  t 


/ sin  3 

*•=((*»—«}- 


\Zc°,!  z + ~ 
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* 


ou,  - étant  petit, 

S z 

Cette  formule  s’accorde  avec  les  Tables  données  par  Ivory  pour 
des  distances  zénithales  qui  n’excèdent  point  8o°;  mais  pour  de 
plus  grandes  distances  zénithales,  il  survient  entre  la  réfraction 
calculée  et  la  réfraction  observée  un  désaccord  qui  augmente  ra- 
pidement. Par  exemple,  supposons  la  température  égale  à o°  et  la 
pression  à o'^Go;  adoptons  63(>C>738,n  pour  valeur  du  rayon 
moyen  de  la  Terre,  et,  avec  M.  Régnault,  10  517, 3 pour  celle  de 
la  densité  du  mercure  par  rapport  à l’air.  Nous  aurons 
/ 

/ = 7993'”,  i5,  d’où  -=0,001*255  45; 


la  substitution  de  ces  nombres  dans  l’avant-dernière  formule  nous, 
donnera,  pour  z = 90°, 


o , 000  294  X 206  265 


= 20'  environ. 


Mais,  d’après  les  observations  d’Argelander,  la  réfraction  ho- 
rizontale pour  cet  état  de  l’atmosphère  est  37' 3 1";  ce  résultat 
s’écarte  trop  de  celui  que  donne  l’hypothèse  de  Cassini,  pour 
que  celle-ci  puisse  être  admise. 

Hypothèse  de  Newton.  — Si  l’on  suppose  la  température  con- 
stante, on  a 


— = 1 — w et  par  suite 


dp 

Po 


d’ailleurs  la  comparaison  de  cette  équation  avec  l’équation  (7), 
donne 


d ( 1 — w ) 
1 — w 


« 
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r=L  = l-u,  = e-r.\ 

/'•  ?• 

puisque  la  constante  introduite  par  l'intégration  est  nulle. 
Posons 

Z = *’ 

ic  = F(r)  — l — er 


nous  aurons 


et,  par  suite, 


F (x)  = i — e~'r, 

y U)  — l'. 

SlIi'Z 


Ainsi 


[<?(■*  ! 


, rfF(xl 


dx 


=(-•>•  s&t 


P-fe-  .«-•>»*  — ut- c~ ^ i 


et  puisque 
il  en  résulte 


< le" 


V,  , ■ ^Wl 

-■  [?(•*.  ]" -77-  a.  r.+i  r 

L i- — — - — . I //|  _i-  i)"e-(*+,l?» — n.n't 

, l,"  sin1":  | v ‘ 

■+■  n—l LÎ  — i)"*- 1"— ')>* — . .J, 

et  le  terme  général  de  la  première  partie  de  la  différentielle  r/Ç' 
devient 

y y"  B"+l  sin  z dx 


1 — “ 1 .2..  ,/i.sin’"*  y/cos’i  + u sin1: 
X | (fl  -t-  1 n./i’e-"?1 


fl(fl  — il 


n — 1 


--■J’ 


HYPOTHÈSE  1>E  NEWTON. 


ao5 


où  l'on  doit  donner  à n toutes  les  valeurs  entières  à partir  de  zéro. 
Il  faut  ensuite  intégrer  tous  ces  termes  par  rapport  à x entre  des 
valeurs  de  x correspondantes  à/-  = /iet/-  = <?-fH,  H désignant 
la  hauteur  de  l'atmosphère.  Cette  hauteur  n’est  pas  connue;  mais 
a cette  limite  supérieure  la  densité  est  nulle;  il  n’y  a donc  plus 
de  réfraction,  et  l’on  peut  sans  erreur  sensible  prendre  les  limites 
r — n et  r = x,  auxquelles  correspondent  s — o et  s—i,  et, 

a(  i — c~  M 

par  suite,  x=  o et  x = i : ■ Mais,  comme  à cette 

sin'a 

dernière  limite  de  .r,  c~*'  est  d’une  petitesse  excessive,  puisque 
c — 2,718.  . . et  que  (5  est  un  très-grand  nombre,  à peu  près  égal 
à 800,  on  voit  que  les  intégrales  peuvent,  sans  crainte  d’aucune 
erreur  appréciable,  être  prises  entre  les  limites  r = oetr  = ». 
Les  intégrales  proposées  peuvent,  du  reste,  se  décomposer  en 
. fonctions  telles  que  traitées  au  n"  18;  et  si  l’on  emploie  la  for- 
mule (8)  donnée  dans  ce  numéro,  on  trouve,  pour  le  terme  gé- 
néral de  la  réfraction, 


a*  P" 

1 — a 1 . 2 ...  si  sin1 


X 


|j/l  -+-  t)  1 (/Z 


-fi)  — n.n  ’ ( n ) 


n n — 1) 


(si— T)-  » 4>(«— ,)  — ... 


On  a donc 


,#=i££j+(l) 


r.âs^i  [3^(3)-  2X3U(*) ++(>)] 

+ 3x  a’IW— ♦(•)] 
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el,  puisque 


I I .2  I .2.3 


on  jteut  écrire  (*) 


&•=  — fiP  \c  -,i  + (i) 

I 2 L 


„ »«?  I O 

■he  — ï + (a)aï4iE. 

stn3: 


-4-<r  ,""-'^(3)33 

_ t«?  s 

•+•«-  ^ + (4)4’ 


î «JPJ 

1.2.3  sin'z 


valeur  qu'on  multipliera  par  206  265  pourexprimerji  en  secondes. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  </Ç\  et  voyons 
quelle  est  son  influence.  Elle  est  la  plus  grande  dans  le  cas  de  la 
réfraction  horizontale,  et,  Hans  ce  cas,  ce  second  terme  devient 


P se~< — 2 a (i  — e~l‘)  j ris 

[2  s — 2a  (t  — e-?1)]3 


La  partie  la  plus  sensible  de  celle  différentielle  correspond  à s 
très-petit,  parce  qu'alors  le  dénominateur  est  lort  petit.  On  peut 

3.r 

donc,  dans  ce  dénominateur  et  dans  le  facteur 2a(t  — «-?*), 

2 

développer  e~*“  en  série , et  n’en  considérer  que  les  premiers 
termes.  Si  l’on  s’en  tient  aux  deux  premiers,  ce  que  l’on  peut 
faire  ici  sans  erreur  sensible,  on  aura 

a .1 : e~ f * { 3 — 4 *8)rf# 

“ ,1'.  ‘ » * 

a*  (•-«P)’ 


( *)  Cette  forme  de  la  réfraction  est  due  ô Kramc  : Analyse  des  réfractions 
astronomiques  rt  terrestres  ; Strasbourg,  1 799. 
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et,  en  l’intégrant  depuis  s—o  jusqu’à  s—x>  , on  aura  en  se 
condes 


t 

Slin." 


*(3  — 4*P)  , / * 

■ — I V TV 

(,-«)(,- «Pi1  v p 


quantité  qui  n’atteint  pas  une  seconde,  et  qui,  par  conséquent, 
est  insensible  à l’horizon , où  la  réfraction  éprouve  de  grandes 
variations.  On  peut  donc,  dans  tous  les  cas,  négliger  le  second 
terme  de  la  formule  (§•),  et  ne  conserver  que  le  premier. 

Si  l’on  fait  usage  des  valeurs  de  a et  f3  données  ci-dessus,  on 
trouve  dans  l’hypothèse  que  nous  considérons,  pour  une  tempé- 
rature de  zéro  et  une  pression  de  omvj6o,  la  réfraction  horizon- 
tale égale  à Cette  réfraction  surpasse  de  2' 23", 5 la 

valeur  donnée  par  Argelander,  ce  qui  prouve  l’erreur  de  l’hypo- 
thèse d’une  température  uniforme  dans  toute  l’étendue  de  l’atmo- 
sphère. On  sait  en  effet  que  cette  température  diminue  à mesure 
que  l’on  s’élève,  et,  comme  l’air  se  contracte  par  le  froid,  il  en 
résulte  que  la  différence  entre  la  densité  d’une  couche  de  l’atmo- 
sphère et  la  densité  de  la  couche  immédiatement  supérieure  est 
par  là  diminuée.  La  limite  de  celte  diminution  est  celle  d’une  dif- 
férence nulle  ou  d’une  densité  constante,  et  l’on  a vu  que,  dans  ce 
cas,  la  réfraction  horizontale  est  trop  petite;  la  constitution  de 
l’atmosphère  et  les  réfractions  sont  donc’comprises  entre  les  deux 
limites  que  donnent  les  hypothèses  que  nous  venons  de  considé- 
rer; mais  on  peut,  de  la  manière  suivante,  obtenir  deux  limites 
plus  rapprochées. 


Hypothèse  de  Bottguer.  — L'équation  différentielle  de  la  ré- 
fraction s’intégre  rigoureusement  dans  le  cas  où  la  loi  du  décrois- 
sement de  la  densité  de  l’atmosphère  est  telle,  que  la  distance  de 
la  couche  au  centre  de  la  Terre  est  inversement  proportionnelle  à 
une  certaine  puissance  de  l’indice  de  réfraction,  c’est-à-dire  si 


ou,  d’après  les  notations  du  n°  70, 
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et,  en  prenant  pour  nouvelle  variable 


J Tri  — i 


l'cquation  (c')  (p.  i çj8  ) se  réduit  à la  forme  simple 


rfy 

= , 

(2 m — t y t — -y* 

d’où,  en  intégrant  entre  les  limites  y • — sin;  et  y = 


(i-t-cp,) 


correspondantes  à p — p,  et  p = o,  on  déduit 


il  : 


sin  z 

t — arc  sin  / 


rp, 


H; 


sin  [ ; — 2/m  — t)  ii]  = 


(«  + «>)  * 


C’est  la  formule  de  réfraction  connue  sous  le  nom  de  formule 
de  Sim/tson,  bien  qu’en' fait  elle  soit  équivalente  à la  formule 
donnée  par  Bougucr  en  1 729  dans  un  Mémoire  sur  la  Réfraction, 
couronné  par  l’Académie  des  Sciences. 

En  ajoutant  et  en  retranchant  sin;  aux  deux  membres  de  l’équa- 
tion précédente,  el  divisant  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  on  a 


2 m — 1 

(t-4- cp,)  J — 1 

a ni  — 1 

( • *+■ c p.)  1 — » 

formule  équivalente  à celle  qu'a  donnée  Bradley. 

Dans  le  cas  de  la  réfraction  horizontale  z — go",  et,  comme  cp, 
est  très-petit,  on  a 


tang’ 


rp.» 
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iî  z...  = 


V 2 f/l  — 


Si  l’on  ne  voulait  considérer  que  le  phénomène  des  réfractions 
astronomiques,  on  pourrait  déterminer  ni  de  telle  sorte  que  le 
second  membre  de  celte  équation  représentât  la  réfraction  hori- 


zontale observée.  L’expression  générale  de  tang 


donnerait  alors  pour  toutes  les  hauteurs  la  réfraction  Sz.  C’est  le 
procédé  qu’ont  suivi  plusieurs  astronomes  pour  construire  une 
Table  de  réfraction,  et  c’est  ainsi  que  Laplace  a trouve,  à l’aide 
d’un  grand  nombre  d’observations, 

•Îî  = 60", 666  tang  (:  - 3,  a5da). 

Mais  il  faut,  en  outre,  que  la  constitution  admise  pour  l’atmo- 
sphère donne  non-seulement  les  réfractions  observées,  mais  encore 
la  diminution  de  la  pression  barométrique  et  de  la  température 
que  l’on  trouve  en  s’élevant  dans  l’atmosphère.  Nous  allons  con- 
sidérer ces  deux  phénomènes  dans  l'hypothèse  précédente. 

Dans  l’équation  (jî,)  du  n°71 


remplaçons  - par  la  valeur  | — ~ — j > et  intégrons; 
)>  s’annule  avec  p,  nous  aurons 


P = “g°  P< 


?-(i  + cp)-  -+- [t  - (»  -+-  cp  r*1  ] 
P«  { ni  -t-  t ) Cf-, 


(ircp)" 
expression  qui  donne  à très-peu  près 

cf>.  p1 

I. 
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en  divisant  celte  équation  par  l’équation  (£),  il  vient 

p m a p* 

— T c P»  ~~7  ' ' 

/'  « 2 ‘ p ; 

On  en  déduit,  pour  la  surface  de  la  Terre, 

?/« 

m — •> 

«cp# 

et,  par  suite,  pour  la  réfraction  horizontale, 


avec  les  valeurs  déjà  données,  pour  la  température  o°  et  la  pres- 
sion om,nj6o,  on  trouve,  après  division  par  sin  <", 

Sz9  = i824//=  3o/24//. 

Cette  valeur  est  moindre  de  7'  que  la  réfraction  observée 
par  Argelander;  mais  elle  est  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de 
l’hypothèse  d’une  densité  constante;  ainsi,  la  constitution  réelle 
de  l’atmosphère  est  comprise  entre  celles  que  donnent  la  suppo- 
sition d’une  température  uniforme  et  l’hypothèse  actuelle. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  la  densité  des  couches  atmo- 
sphériques diminue  en  progression  arithmétique  quand  leur  hau- 
teur croît  suivant  une  progression  semblable.  En  effet  a = r(  1 — s)t 
d’où  approximativement  + et,  as  étant  la  hauteur  de 

la  couche  au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre, 


ou 


as  = me  pt  a 


» 


as  = 2 /„ 


Aux  limites  de  l’atmosphère  p = o,  donc  as  — 2 ; la  hauteur 
de  l’atmosphère  est  donc  ici  double  de  ce  qu’elle  est  dans  l’hypo- 
thèse d’une  densité  constante. 
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Les  expressions  précédentes  de  p et  m donnent 

Pf> p _ is 

P,f  ~ p.  2/, 

d'où,  à l’aide  de  l'équation  (a)  du  n°  71,  on  déduit 
as  — 2/,  oj(t,  — r). 

Ainsi,  dans  cette  hypothèse,  la  température  des  couches  diminue, 
comme  leur  densité,  en  progression  arithmétique.  D'après  Rud- 

berg  et  Régnault,  m — — - ; il  faudrait  donc  s’élever  dans  l’at- 
270 

2 /j 

mosphère  de  — pour  obtenir  t°  centigrade  d’abaisse- 
273 

ment  dans  la  température.  Mais,  d’après  les  observations  faites 
par  Gay-Lussac  dans  sa  mémorable  ascension  aérostatique  en 
1804,  cet  abaissement  se  produit  pour  une  élévation  de  173"’ 
environ  (4o.°,25  pour  une  hauteur  de  6<)8om);  l’hypothèse  que 
nous  considérons  ne  représente  donc  ni  les  réfractions  observées 
à l’horizon,  ni  la  loi  de  la  diminution  de  la  température. 

Dans  l’hypothèse  d’une  densité  constante,  on  a 


PP.  __  _ as  m 

p>e  l>  ’ 

il  faut  donc  s'élever  d’une  hauteur  moitié  moindre  que  dans  l'hy- 
pothèse précédente  pour  voir  le  thermomètre  baisser  de  i°;  cette 
hypothèse  est  donc  encore  plus  loin  de  satisfaire  aux  observations 
sur  les  réfractions  et  la  température.  On  voit  en  même  temps  que, 
plus  on  se  rapproche  de  l’observation  sur  les  réfractions,  plus  on 
s’en  rapproche  lelativcment  aux  températures. 

La  constitution  de  l’atmosphère  étant  comprise  entre  les  deux 
limites  d’une  densité  décroissante  en  progression  arithmétique 
(hypothèse  de  Bouguer)  et  d’une  densité  décroissante  en  progres- 
sion géométrique  [hypothèse  de  Newton,  (équation  7,)],  une  hy- 
pothèse qui  participerait  de  l’une  et  de  l'autre  de  ces  lois  semble 
devoir  représenter  à la  fois  les  réfractions  et  la  diminution  obser- 
vées dans  la  température  des  couches  atmosphériques.  L'hypo- 

14. 
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thèse  suivante  réunit  ces  divers  avantages  h celui  d’un  calcul  fort 

simple. 

73.  Hypothèse  de  Lnplace.  — Supposons 


f et  / étant  deux  constantes  à déterminer  à l’aide  de  l'observation 
-de  la  réfraction  horizontale  et  du  baromètre;  si  ces  valeurs  satisfont 
à la  diminution  observée  de  la  température,  on  pourra  considérer 
ces  formules  comme  représentant  la  vraie  constitution  de  l’atmo- 
sphère, et  s’en  servir  pour  construire  une  table  de  réfractions. 
Alors,  en  nous  bornant  au  premier  terme  de  l’équation  (g) 
(p.  199),  en  remplaçant  sous  le  radical  sin’z  par  t — cos’z  et 
en  supprimant  le  terme  — 2rcos’z,  petit  par  rapport  à cos’z, 
nous  aurons 


M -7 


d?  = 

I 


— * ^COS ’Z  -t-  2 U 


sinz  — 1 


expression  qu'il  faut  intégrer  de  « = 0 à « = x ; soit  - = x,  on 
obtient 

e-'sin  zdx 

1 J o \Zcos’z  -+-  tlIjc 

sinz  dx 


<tz  = 


a J r°°  xtr‘  Si 
1 — * J 0 Jcos’z 


2 Ix 


d’où,  en  posant  T = et  appliquant  les  formules  du  n°  18,  on 


déduit 


Jz 


^2/ 

sin  z / / /cos’  z 


\ 2 2/  /YV  ' 2(1— a)/ 


sinzeosz. 


— a ^2/ 

Pour  la  réfraction  horizontale,  T = o et  ÿ (1)  devient  J \/n',  on 
a donc 

*'-5z&n(-É)\ 
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On  voit  ainsi  que  la  réfraction  horizontale  serait  nulle  pour 
/ = 2,  et  négative  pour  _/">  2. 

Déterminons  maintenant  la  pression  de  l’atmosphère;  l’équa- 
tion (7)  nous  donne,  avec  l’hypothèse  ci-dessus  : 


/>• 


U 

e 1 du  -+-  a 


a 

T. 


et,  en  intégrant, 

p al 

pa  /, 


M , U 

7 rdl  -7 

-+-/-T  c 


et  a p* 


A la  surface  de  la  Terre  p — p„  u — o et  p = p,,  on  a donc 


'(«+/)  = 


L 

et 


a 

2 


La  valeur  de  f tirée  de  cette  équation  et  portée  dans  la  valeur 
de  la  réfraction  horizontale  donne 


8èzJ(t-a)’fJ  = a’jr^3/  — ~ + 

Si  l'on  suppose  avec  Laplace  (température  o°  et  pression  ba- 
rométrique om,76o)  : 

a 6 366  ig8m, 
a — o , 000  2g3  876 , 

Sz,  = 0.1110210  18, 


et,  si  l’on  adopte  la  valeur 


l.=  7 993'”,  (5, 


l’équation  précédente  (cas  irréductible)  donne  pour  l,  en  pre- 
nant la  racine  convenable, 

l = 000074  593  14 

et  par  suite 

f=  0,4862269; 
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avec  ces  constantes  la  réfraction  devient 


Sz—  278?/', 45o  (0,7568866  — 0,486 2269 T* ï 

2 rx 

X sia  z — - <?T*  / c-,:  r//  -a-  9880'', 9 12  sin  2 z j 

V'ît  «/T 


où 


T = 25,89021  cos  z. 


Pour  déterminer  la  loi  correspondante  de  la  diminution  de  la 
température,  on  a 


f -+*  m (t  Tg  } 


/*£.  _ «l 

~ ~ /o 


A"' 

/ 
t A 


a a i 


fa  2 /0  p0 

, + 7 


ou  bien 


, , r r / 0 > 288  86°5  0 p 

, + m(r-r.)  = o, 594.0^4+ | + 65|>g3g^  + o,, ,70298g. 


Mais  si  nous  prenons  u — 0,000927  27,  nous  trouvons 


9-  — [1  H- 65i,8386«jc  0,462858, 

P 0 

f 

et  par  suite 

i + m(r  — Tg)  0,828  3i  4 9, 
et,  en  faisant  m — o,oo3665, 

T — Tü  ~ 

D’ailleurs 

J = a -f-  a ( 1 — — ) » 

V P«/ 

L’hypothèse  de  Lnplace  indique  donc  une  diminution  de  53°,78 
du  thermomètre  pour  une  élévation  de  6908'", 09;  ce  résultat  se 
rapproche  autant  qu’on  peut  le  désirer  de  celui  qu’observa  Gay- 
Lussac,  en  raison  surtout  des  variétés  que  doivent  introduire  les 
circonstances  particulières  de  l’atmosphère.  On  peut  ainsi,  par  les 
observations  sur  la  réfraction  horizontale  moyenne  dans  un  climat, 


— 53°,  7846. 


donc  as  = 6908"%  09. 
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déterminer  lu  diminution  moyenne  de  la  température  à mesure 
que  l’on  s’élève,  et  réciproquement. 

Cette  hypothèse  sert  de  base  aux  Tables  que  M.  Caillet  a cal- 
culées, et  qui  ont  été  publiées  dans  les  Additions  h la  Connais- 
sance des  Temps  pour i85i. 

74.  Hypothèse  de  Besset.  — Bessel  suppose  que  i + ott  est  de  la 

fl  J* 

forme  e h , h étant  une  constante  à déterminer.  L’équation  (7,) 
devient 

ns 

~ — e A(l— «')i 

en  la  différentiant  et  en  éliminant  dp  entre  l’équation  obtenue  et 
l’équation  (7)  on  obtient 


Si  l’on  intègre  cette  équation  et  si  l’on  détermine  la  constante  in- 
troduite par  l’intégration  de  telle  sorte  que  w s’annule  avec  s , on  a 


I — w =r  e '•>  h ; 


formule  à laquelle  on  peut  substituer  l’expression  approchée 

//-/» 

(Æ)  1 — w — e /,/o 

Bessel  détermine  la  constante  h par  la  condition  que  les  ré- 
fractions calculées  d’après  cette  hypothèse  s’approchent  le  plus 
possible  des  valeurs  observées.  Mais  le  décroissement  de  la  tem- 
pérature qui,  avec  cette  valeur  de  h , résulte  de  la  formule 

ns 

1 -f-  rn  r r—  e h 


ne  s’accorde  pas  entièrement  avec  les  observations  faites  à la  surface 

de  la  Terre.  En  effet,  pour  5=0,  la  formule  donne  -r  — — 1 — 

1 ds  h m 
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et  puisque  d’ailleurs  pour  5 = 0,  ~ on  a,  a la  surface  de 

dr  a 

la  Terre, 

dr  _ 1 

dr  tun , 


Or,  d’après  Bessel,  ni  = o ,003643^4  (*h.  centigrade)  et 


h = 1 16  865 ,8  toises  = 227^6“ , 


1 (,r 

2 ; donc  — 

dr 


83o’ 


c’est-à-dire  que  dans  cette  hypothèse,  le  thermomètre  centigrade 
baisse  de  i°  pour  une  élévation  de  83on’  au-dessus  de  la  surface 
de  la  Terre,  ce  qui  est  fort  loin  de  la  vérité. 

Si  l’on  pose 


P 


on  aura 

tv  ;=  F [s)  = 1 — H1, 


et  on  continuera  comme  dans  l'hypothèse  de  Newton,  avec  cette 
différence  que  la  valeur  de  j3  n’est  plus  ici  la  même,  et  on  arri- 
vera à la  formule  (X  ) (p.  206). 


Hypothèse  d'Ivory.  — Ivory  donne  aussi  à 1 -t-  m r une  forme 
exponentielle,  qu’il  détermine  par  la  condition  qu’elle  représente 
bien  le  décroissement  de  la  température  à la  surface  de  la  Terre. 
Il  pose 

t — iv  = e~", 


où  u est  fonction  de  s,  et  de  plus 

1 +mT=  1 — /«■=  1 — f[  1 — r-*). 

D’après  les  équations  (7)  et  (7,)  (page  202),  on  obtient  faci- 
lement 

j ds  — ( 1 — /}</«-+-  2/<r-“  du  ; 

‘I 

d’où 

(«)  7<=(i— /!“- t-2/(l  — e—}, 

*0 

puisque  h,  tv  et  s s'annulent  en  meme  temps.  Ces  équations 
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donnent,  pour  /•  = «, 


dr  _ i_  / , 

/„///  1 -+-/ 

2 

et  l’on  voit  qu’il  faut  prendre  / égal  à - environ,  pour  que  — 

soit  égala — * et  représente  les  observations  faites  à la  sur- 

face de  la  Terre. 

Nous  avons  ici 


F (11)  — 1 — e~ut 


. a 

et,  en  posant  ji  — -» 

* 0 


1 — / 2/ 

• *=—--«  4-  ~ (1  — e-‘). 

P P 

Prenons  maintenant  une  nouvelle  variable  x donnée  par  l’é- 
quation 

a w x 

: H~  S — — » 

sinaz 

l’expression  différentielle  de  la  réfraction  devient,  d’après  l’é- 
quation (g)  du  n°  70 

a sinz  F ( //) 


dï  = 


1 — a 


/ 

y/  cos3 


dans  laquelle 


x . 

z -f-  2 - sin3z 
P 


aP 


X =r  « r-T-  (1  — C~u)  — fit  -f-  2/i  I — r 

sin  z 


soient 


F (.r)  = 1 — e~x, 

? = sîîlh (I  _ +-/>  _ ~ c~‘" 

nous  obtenons,  d’après  la  formule  (/*)  (p.  200  ) : 

, d[?(x)e-x]  1 

‘TÂT’  + d7v  7T2  dx*  •’ 


% 
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les  deux  premiers  termes  qui  sont  les  seuls  importants  donnent 


lie-”—  i 
suèz  v • 


_i)  -+- /{ l — x ) c~‘  — lf(lc~’r — e-*); 


multiplions  tous  ces  termes  par 


sin  z rt.r 


. 

Vcos’z  -+-  i — sin’: 
' ? 


et  intégrons  comme  précédemment  entre  les  limites  o et  » , nous 
aurons,  d’après  les  formules  rj)  et  (10)  du  n°  18, 

\ = ~~  v = P | * (0  ■+■  - 2/)  (v'2  + (2i  - * («)j 

(’i  +/[(t+T»)+(.)-?]js 

avec 

T=v/Ic°t‘- 


Les  termes  d’ordre  supérieur  seraient  très-compliqués,  mais 
en  raison  des  valeurs  numériques  de  ap  et  /,  le  premier  d’entre 
eux  est  déjà  assez  petit  pour  qu’on  puisse  le  négliger;  à l’horizon, 
c’est-à-dire  pour  z = go°,  tas  où  ce  terme  atteint  sa  plus  grande 
valeur,  on  a en  effet,  en  posant  i f — ajl  = g, 


d’Wyl.r  ]V-*) 
~ clx- 


C"*—  ( 4/’  4-  2/i?  ' -+-  8 fg  xe~” 

4-(2/I-t-4/o  4-ÿ’)  e-*— (8/^-t-8gJ)  <r-’*-l-9g’  eru. 


Multiplions  chaque  terme  du  second  membre  par 


I a 
1 .2  i — * 


intégrons  entre  les  limites  o et  ta  et  employons  les  formules 
données  pour  T (}),  r(|),  r (y)  au  n°  10,  nous  aurons 


; v/^[~p  — i)-f-g5(i—  4v^2  4-  3^3^; 
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211) 

avec  les  valeurs  numériques  données  ee  terme  a pour  valeur  2",  1 1 ; 
le  terme  suivant  serait  égal  à o",i8.  Dans  l’équation  différentielle 
(g)  du  n°  70,  il  ne  faut  prendre  aussi  que  le  premier  terme;  le 
second  est  très-petit  et  donne  pour  l’horizon  environ  une  demi- 
seconde.  Puisque  ce  dernier  terme  est  négatif,  la  réfraction  hori-  # 
zontale  calculée  à l’aide  de  la  formule  (/)  est  approchée  à t",5. 

Calcul  numérique  de  In  réfraction  d'après  1rs  formules  de 
Besset  et  d’Jvorj . — I.e  calcul  numérique  de  la  réfraction,  d’après 
les  formules  (X  ) et  (/)  ne  donne  lieu  h aucune  difficulté,  puisque 
les  valeurs  des  fonctions  i}i  peuvent  être  tirées  des  Tables  ou  cal- 
culées par  les  méthodes  données  au  n°  17. 

D’après  Bessel,  pour  la  température  de  5o°  F = 1 o° C,  et  la 
pression  barométrique  de  29,6  pouces  anglais  (^5imm,83  !’réduite 
à cette  température,  on  a 


a = 0,0002-8765  et  en  secondes  a = 57 ", 


d'où 


et 


, 206265. » _ 

log^ -=:  1,751)785 


h = 1 i6865,8toises  = 227 776,n,  12, 
/,—  4 226,06  toises  — 8 236“  ,74, 


en  adoptant  avec  Bessel,  d’après  la  valeur  de  l’aplatissement  de 
la  Terre  admise  à l’époque  de  ci  tte  recherche,  pour  le  rayon 
de  courbure  a de  la  Terre  ù l’observatoire  de  Greenwich,  le 
nombre 

n = 3 269805  toises  = 6372970  mètres, 


on  aura 

P ~ 745>747> 

et  par  suite 

log  ^206  265  y '2 = 3 , 346  5g6  : 

Calculons  par  exemple  la  réfraction  pour  la  distance  zéni- 
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thaïe  8o°;  on  a dans  ce  cas:  logT,  = 0,532  to,...,  cl  on  obtient: 


» n — -1 

— : — i / ~ o 


■ 

lugn 

log  ' ( * r 

•os  K") 

, "»|D> 

loge 

1 

O , ooo  oo 

0 , 000  00 

1 , 1 4g  83 

1 , 906  9 1 

2 

o , 1 5o  5 1 

1 , 33 1 t3 

1 ,007  45 

i , 8 ■ 3 82 

3 

0,715 68 

a,3Gi  22 

2,922 28 

1 ,72073 

4 

i ,5o5  i5 

3,2i523 

2,861  28 

1 ,627  63 

5 

2,44040 

5,944  3o 

2,81372 

T, 534  54 

6 

3,5oi 7 

6,576  45 

â,77473 

7,44i45 

7 

4,648o 

7,12943 

2,741  68 

7,348  36 

8 

5,870  1 

9,6i55 

2,7130 

1,255  3 

9 

7-  «57 

10,043 

2,688 

1 , 162 

10 

8,5oo 

12,420 

2,665 

1 ,069 

Les  lignes  horizontales  donnent  séparément  chacun  des  termes 
compris  entre  parenthèses  dans  la  formule  (/),  et  en  multipliant 

la  somme  par  la  constante  ?.o6?.G5  — - — \]i$  on  obtient  3j4*»9*  > 

I — oc 

nombre  qui  s’accorde  exactement  avec  .celui  que  donnent  les 
Tables  de  Bessel  (*). 

Le  calcul  est  beaucoup  plus  simple  par  la  formule  d’Ivory;  on 
a alors 


log»{ï  = i ,333  826,  log2o6'265  — - — y'îB  = 3,354  5c)4- 

I Ot 

Si  on  calcule  maintenant  la  réfraction  d’après  la  formule  (/), 
on  a 

logT,  = o , 54o  oc)8,  log  T,  = 0,690613, 

log^(i)—  1,142394,  log-J-(2)  = 2,99975-;, 

ainsi  les  termes  indépendants  de  f donnent  3i5",  32,  les  termes 


(*)  Ces  Tables  s'étendent  jusqu’à  la  distance  zénithale  de  85°,  et  Bessel 
a reconnu  que,  pour  représenter  les  observations  faites  à Kœnigsberg,  les 
nombres  qu'elles  donnent  devaient  être  multipliés  pnr  i,oo3;>Sj. 
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qui  contiennent /donnent  o",  12.  La  réfraction  est  donc  — 3 i5", 20, 
valeur  voisine  de  celle  donnée  par  Bessel.  Cet  accord  a lieu  encore 
jusqu'à  z = 86n  environ,  et  les  réfractions  calculées  représentent 
bien  les  réfractions  observées.  Près  de  l'horizon,  les  valeurs  dé- 
duites des  formules  de  Bessel  sont  trop  grandes,  et  les  valeurs 
calculées  par  la  formule  d’Ivory  sont  trop  petites;  pour  d’aussi 
grandes  distances  zénithales,  il  vaut  donc  mieux,  comme  l’a  fait 
Bessel,  déduire  des  observations  memes  les  valeurs  des  refractions 
et  construire  des  Tables  spéciales;  en  effet,  pour  la  réfraction  ho- 
rizontale, 


on  aurait  donc  par  la  formule  de  Bessel 

— — 4 /fc.  Te-*?  -4-  12  aô  eriaî  4-  3 2 e_ïa^-t- . 
I — a y 2 | 1 1.2 

d’un  autre  côté,  à l’horizon,  on  déduit  de  celle  d’Ivory 

**•  — TZ~a.  \/i:  - 1 + *P':  - é -A2 \!2  - 1 )]  ; 


réduites  en  nombres  ces  formules  donnent  : la  première  36' 5", 
la  seconde  33'  58",  et  l’observation  34' 5o",  à peu  près  la  moyenne 
des  deux. 

Tant  que  la  distance  zénithale  n’est  pas  trop  considérable,  il 
n’est  pas  nécessaire  d’employer  les  formules  rigoureuses  ( A)  et  (/), 
mais  il  vaut  mieux  se  servir  de  leurs  développements  en  séries. 
Dans  la  formule  (/)  substituons,  au  lieu  de  4»(2), . . .,  les 

séries  trouvées  au  n°  17,  et  remplaçons  — - — par  ( 1 4-  cot3z', 

sin2z  r * 


nous  aurons 


'MO  = «angx  — - tang3s 

.5 


1 o5 


-+-  jj;  tang‘i—  — tang’a  + — tang’a  — 

f 

: tangz  — — tang3z 

3 1 5 1 o5 

+ 4p,  ,a"g'2  - gpl  ^ ,anB’ 


* » 


Z — 


» 
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et  par  suite 


tangz  — 


a 

2 


et  en  substituant  les  valeurs  numériques 

o z = [i , 759845]  tangz  — [2,821  94 5 J tang^z 

-+-  [ 4 » 383  727  j tang'z  — [6, 180257]  tang’z  — . . . , 

où  les  nombres  entre  crochets  désignent  des  logarithmes. 

Les  termes  qui  contiennent / sont  d’ailleurs 


/ 


ou  bien 


tang7  z 


-h 


1 785 


langez 


46  3o5 

T6Y 


— ([5,5o6  187]  tangsz  — [ 7,714510]  tang7 z 

4-  l9>901  4^8  tang*z — [ io,oi8568]  tang"z). 


Pour  75°  on  trouve,  d’après  ces  deux  séries,  21 1^,39  et  — o,,,02 
et  par  suite  oz  = 21 1 " , 37,  valeur  conforme  h la  formule. 

Ivory  donne,  dans  les  Philosophical  Transactions  pour  1823, 
d autres  séries  qu’on  peut  employer  pour  toutes  les  distances  zé- 
nithales. • 


75.  Calcul  de  la  réfraction  pour  un  état  quelconque  de  l* at- 
mosphère. — Les  formules  précédentes  donnent  la  réfraction  pour 
chaque  distance  zénithale,  mais  elles  supposent  un  état  particulier 
de  1 atmosphère  qui  correspond  à une  température  de  iou  centi- 
grades et  à une  pression  barométrique  de  om,76o;  la  réfraction 
pour  cet  état  normal  s appelle  réfraction  moyenne.  Si  l’on  veut 
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avoir  la  réfraclion  relative  à une  autre  température  t et  une  autre 
hauteur  barométrique  b,  il  faut  chercher  comment  la  réfraction 
varie  avec  la  densité  de  l'air,  c'est-à-dire  avec  l'ctat  des  instru- 
ments météorologiques  dont  celle-ci  dépend.  Soit  «i  le  coefficient 
de  dilatation  de  l'air;  prenons  à la  température  de  to"  un  volume 
d’air  égal  à l’unité,  ce  volume  à la  température  t sera  devenu 
t -+-  m (t  — to);  la  densité  de  l'air  à la  température  t aura,  avec 
la  densité  correspondante  à la  température  to",  un  rapport  égal 

à ;;  d’autre  part,  d’après  la  loi  de  Mariotte,  pour 

t -t-  /h  (t  — 10)  ’ 1 ’ 1 1 

une  même  température,  le  rapport  entre  les  densités  de  l’air  à la 
pression  barométrique  b et  à la  pression  760  est  -p— • Soit  donc  p 

la  densité  de  l’air  à la  température  rét  à la  pression  b,  a,  la  den- 
sité correspondante  à l’état  normal,  on  a 

PjJ^ , 

760  [1  -t-  m (t  — 10)) 

et  puisque  la  quantité  a qui  entre  dans  les  formules  de  la  réfrac- 
tion moyenne,  est,  pour  de  petites  variations  de  la  densité,  pro- 
portionnelle à la  densité,  la  formule 

Sz’  = —vj— f , 

700 [1  -t-  m (t  — tojj 


donnerait  la  réfraction  vraie  si  le  terme  renfermait  seul  a, 

1 — a 

car  le  diviseur  1 — a peut,  en  raison  de  la  petitesse  de  oc,  être 
traité  comme  constant.  Mais  le  coefficient  de  ce  terme,  que  nous 
désignerons  par  Z,  contient  encore  oc,  et  de  plus  fi  fonction  de  la 
hauteur/  d'une  atmosphère  de  densité  uniforme  à la  température  t, 
et  par  suite  variable  avec  la  température,  / = /,  [1  -+-  m (t  — 10)]. 
On  obtient  donc  la  réfraction  vraie  par  la  formule 


Sz 


■ ni{r  — 10) 
a c/Z 


■ÿbo 


I — ad  t 


J-V 


1 — a db 


(b—  760;; 
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mais  comme  l'influence  îles  deux  derniers  lermes  est  fort  petite, 
on  peut,  pour  la  commodité  du  calcul,  poser 

3z  (b  \I+J 

{m']  iz  ’ 
en  développant  et  s’arrêtant  aux  termes  du  premier  degré,  on  a 

In)  Sz'  — ^ —jt—  f t—  »i(t—  io)  p 1^7  1; 

I-4-/h(t — IO)7l)oL  / _] 

des  formules  (m)  et  n)  on  déduit  pour  p et  7 les  valeurs 

x i/Z  1 a f/Z  760 

{ O ) p~  — ï — i 7 — -77-  ■ — 1 

' ’ 1 — a </t  m 3,  z 1 — 2 tlb  3,  z 


où  3.  z représente  l’expression -tt-  • 

1 r 1 -I-  ni  (t  — 10)  700 

L'introduction  d’une  certaine  quantité  de  vapeur  d'eau  dans 
l’atmosphère  en  diminue  la  densité  et  par  suite  la  puissance  re- 
fractive;  mais,  comme  Laplace  l’a  remarqué  le  premier,  cette  di- 
minution sera  presque  compensée  par  l'augmentation  du  pouvoir 
réfringent  due  à la  présence  de  la  vapeur  d’eau.  La  quantité  a ne 
varie  donc  presque  pas  avec  l’humidité  de  l’air,  et  puisque  l’in- 
fluence d’une  pareille  variation  sur  les  quantités  p et  q est  insen- 
sible, l’état  hygrométrique  de  l’atmosphère  ne  doit  point  être  pris 
en  considération  dans  le  calcul  delà  réfraction  {*), 

Pour  obtenir  l’expression  de  p et  7,  il  faut  déterminer  les  dé- 
(ITa  (i  i 

rivées  — — » — — ; nous  ne  ferons  le  calcul  que  d’après  la  formule 
ut  du 

d’Ivorv  : on  le  conduirait  d’une  façon  analogue  potircelle  de  Bessel. 
aB  T 

Si  l’on  pose  X = --y-)  Q = (5  ■+■  T1)  iji  (1)  — -1  la  formule  (/  ) 
donne 

z = (+(1)  -+-  (*  - V)  [y/5'H*)  - + («)]  +/Q); 


(*)  M.  Jamin  a montré  récemment,  par  do*  eipéricnce*  très -précite*, 
qu'à  2o°  la  différence  entre  lee  indice*  de  Pair  sec  et  do  Pair  saturé  n'était 
que  de  0,000000  7-26  ( Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  3e  série,  t.  LII). 
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d'où  l'on  conclut 


= ~ 'aj  ''y  + y 

car  f est  un  facteur  indépendant  de  la  température  et  de  la 
pression  barométrique. 

De  plus  on  a 

iji (i)  = e-TÎ  J'  e~‘'  dt  où  T,  =y/^  cota, 


+ M 


=<-”X‘ 


c~  '*  dt  où  Tj  = cot 


et  puisque  d’après  la  formule  (|3)  du  nu  10 

d 'j  f i ) dû  (y.) 

tt  = aT'+(*>-  et  -;rr  = aT’+^-'* 


on  trouvera  pour  expression  complète  de  d Z, 
dZ  ~ 3 "^aa  g|  + 

+ 2vS-f[/V4.(,_1+/2+/I!)(T^(,)_i) 

+ (TÎ’K*)-5)v'â(X-A/)J 


D’autre  part 


da. 


d’où 


et,  par  suite 


I. 


i ■+  ni  (t  — 10)  760 
fia  / 760  — b\ 

rfa  6 — 760 


760 


— «/(t  — 10); 


i5 
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cl  puisque,  clans  l’hypothèse  d'Ivory, 


n 


fi  = j d'où  “ = — ni  (t  — 10), 
/«.  P 


i.  N dX  _ d'x 

a ~ — — d ou  — = , r. 

sin’z  A a p 


/à  A — 760 


760 


— 2 m r — 1 o )r 


il  vient,  en  remplaçant  res  différentielles  par  leurs  valeurs  et  f 

2 

pur  — » 

9 


\ 

t 


n$Z  = dlÜ  . A [^2  (2J  — ^ (*),  » 

1 — a 

p $Z  = 1 ^2Ô  . 2 4 1 ^2  . ij»  l 2 ) — ^ ( 1 ) . , 

2 I — « 


Ainsi  pour  la  distance:  zénithale  z = 87°  dont  la  réfraction 
moyenne  est  <îz  ~ 852",  79,  le  calcul  est  le  suivant  : 

logT,  — 0,01 3 1^5,  log  [ y 2 ^2)  — ^(i}j  = 2,6o5o2i , 

logT,  = o,  163690,  log  |^T*  ^ ( 1 ) — ^ J = 1 ,o8t  168  ny 

l°g[Tî  H7-)  — = 1 > '91 771"  • 

et,  par  suite, 

q$Z=z  1 9",  7 I , <7  = 0,0231, 

p § z rz  1 85  , 36 , p — 0,2173. 


Si  la  distance  zénithale  n’est  pas  considérable,  on  peut  calculer 
p et  7 par  des  séries  analogues  à celles  que  nous  avons  données 
n°  74.  Différen lions,  en  effet,  par  rapport  à x et  (5  les  coefficients 

de  dans  (/,)  et  (/.),  nous  trouverons  facilement  les  séries 

I — a ' 
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suivantes  : 

rj$i  — + [3,90399  tangz  -+-  3,901  46 ] tang’z 

— [5,665 33]  tang*z  -4-  [7,541  72]  tang’s  — . . . , 

pSz  = -4-  [3,90399]  tangz  -4-  [2,91567  j tang’z 

— ! 4»  70990]  tang’z-F-  6,567  12  J tang’z  — . . . , 

ofi  les  coefficients  sont  encore  donnés  par  leurs  logarithmes. 

Pour  z = 75",  par  exemple,  on  trouve  ÿ = 0,0020  et 
p = 0,01 88. 

76.  Réduction  de  la  hauteur  du  baromètre  à ta  température 
normale.  — Formule  définitive  pour  le  tairai  de  la  réfraction 
vraie.  — Tables  de  réfraction.  — Pour  compléter  le  calcul  de 
la  réfraction  vraie,  d’après  la  formule  (/»,)  du  n°  75,  il  nous  reste 
à corriger  la  hauteur  barométrique  observée. 

Soit  b , le  nombre  de  millimètres  qui  mesure  la  hauteur  de  la 
colonne  barométrique  : cette  longueur  est  observée  à une  tempé- 
rature t (*),  variable  dans  chaque  cas,  et  si  l’on  veut  que  les 
résultats  obtenus  en  introduisant  ces  nombres  dans  les  formules 
de  la  réfraction  soient  comparables  entre  eux,  il  faut  ramener 
la  hauteur  observée  à une  température  déterminée,  que  nous 
prendrons,  avec  Bessel,  égale  à 5o“  F.  = 1 o”  C.  Si  a représente 
la  dilatation  de  l’unité  de  volume  du  mercure  entre  o"  et  100°  C., 
et  B'  la  hauteur  réduite  à to"C.,  on  aura 


B'=:  b, 


IOO  -h  p (t  — IO  J 


Mais  b,  n’est  pas  le  nombre  lu  sur  l’échelle  du  baromètre;  en 
effet,  cette  échelle  a été  graduée  à une  température  0 (**),  géné- 
ralement différente  de  t,  au  moyen  d’une  machine  à diviser  dont 


(*)  La  température  i est  donnée  par  un  thermomètre  fixé  ail  baromètre 
et  qu'on  appelle  thermomètre  intérieur.  Un  second  thermomètre,  placé  à 
l'extérieur  de  la  salle  d'observation,  le  thermomètre  extérieur , donne  la 
température  de  l'air  ambiant. 

(**)  La  température  des  salles  où  se  graduent  les  échelles  barométriques 
Tarie  entre  des  limites  peu  étendues,  et  on  ne  cherche  piis  en  général  à la 

i5. 


Digitized  by  Google 


228 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


le  pas  a été  déierminé  à B',  et  vaut  par  exemple  un  millimètre  à 
celle  température.  Soient  X et  X'  les  dilatations  entre  o”  et  ioo°C. 
de  l’unité  de  longueur  de  l’échelle  et  de  la  matière  dont  est  formée 
la  vis;  soit,  en  outre,  b la  hauteur  observée;  on  a évidemment 


b,  = b 


i oo  X (r  — 6 ) 
ioo  — X'(8  — (T) 


, ioo  X (t — 8 ton 

B = b ■ — v — - - , 

ioo  -+-[*(/  — 8)  ioo  — X'(6 — 8 

et  pour  B — io"C.,  0'  = o°  et  X'=  X (*), 


B ' —b  - 


ioo  -t-  X(  t — io) 


ioo  + p(<  — io)  ioo  — ioX 


Si  l’on  avait  observé  avec  un  thermomètre  Fahrenheit  et  un  baro- 
mètre gradué  en  pouces  anglais,  la  lungueur  normale  du  pouce 
étant  donnée  à 62"  F.,  on  aurait  eu 


I 180  -4-  X (t  — 5o)  180 

1 80  -t-  fji  ( t — 5o  ) 1 80  -t-  1 2 X 


déterminer  bien  exactement;  car  il  sérail  difficile  d'avoir  dans  ces  atelier* 
une  température  réellement  constante,  et,  de  plus,  il  serait  nuisible  à la 
santé  des  ouvriers  d’opérer  à une  température  voisine  de  réro. 

Nous  supposeront  ici,  avec  Bessel,  6 = 5o°F.  = iu°  C. 

(*}  Le  coefficient  de  dilatation  du  mercure  étant  environ  dix  fois  plus 
grand  que  celui  du  laiton  ou  de  l'acier,  la  première  correction  relative  à 
la  dilatation  du  mercure  est  de  beaucoup  la  plus  importante.  Ainsi,  soient 


/ = a5°,  6 = io°,  u = — - - =0,0181, 
53,  üO 

; = 0,001 87,  x'  = o,ooi  3a,  h — 7 56 1,1  m. 

on  aura 

— b = b x 0,0004  «=  omm,  3o, 
bt  — B'  = i,x  o,oo3  =am,n,3^. 


Et,  si  — i 
et,  par  suite, 


0,001  87, 

bt  — b = bx  0,0006  = on,nl,  43 
b t — B'  = 2mm,  37, 


valeur  égale  h la  précédente. 
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et  avec  un  thermomètre  Réaumur  et  un  baromètre  gradué  en 
lignes  parisiennes,  dont  la  longueur  normale  est  donnée  à i3°  R., 

B'z=b  -*-*(*—  S)  80 

80  -f-  p — 8)  80  -f-  5X 

La  hauteur  barométrique  normale  adoptée  par  Bessel  était  de 
29,6  pouces  anglais  de  l’instrument  de  Bradley,  ou  333,28  lignes 
parisiennes;  mais  il  a été  reconnu  que  cet  instrument  donnait  des 
indications  trop  petites  d’une  demi-ligne,  de  sorte  que  la  hauteur 
normale  est  333,^8  lignes  parisiennes  à la  température  de  8°  R.  ; 
d'autre  part,  1 pouce  anglais  vaut  1 1,2595  lignes  parisiennes  et 
le  mètre  vaut  44^»'29^  lignes  parisiennes:  si  donc  bm,  bpy  b/  dé- 
signent la  hauteur  barométrique  observée  et  exprimée  en  milli- 
mètres, pouces  anglais  et  lignes  parisiennes,  c,  /,  r les  tempé- 
ratures des  thermomètres  intérieurs  centigrade,  Fahrenheit  et 
Réaumur,  on  calculera 


B 


A 443»396  100  ^ 11,2595  180 


333,78  IOO — IOÀ 


b 1 


p 333,78  t8o 

1 80 


12X 


333,78  8o-h5** 


ioo+)(c  — 10 ) 180  -f-  \ (/ — 5o) 80  4-  X ( r — 8) 

ioo-f-f*  (c — 10)  i8o-f-jx(/ — 5o)  80  +/*(/• — 8j 


Reste  encore  à tenir  compte  de  l’influence  qu’exerce  sur  la  ré- 
fraction la  température  de  l’air  extérieur.  Pour  cela  Bessel  intro- 
duit dans  l’expression  de  la  réfraction  vraie  une  puissance  de 
l’expression 

n -(-  m r0 

7 xzz * 

n -h  ni  x 


r,  étant  la  température  normale  à laquelle  on  suppose  que  se  pro- 
duit la  réfraction  moyenne,  r la  température  donnée  par  le  ther- 
momètre extérieur,  m' la  dilatation  de  l’unité  de  volume  d’air  sous 
la  pression  normale  entre  o°  et  ioo°  centigrades  (d’après  Bessel, 
ni  = o,364  374)*  et  n Ie  nombre  de  degrés  marqués  par  le  ther- 
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inomètre  entre  ces  limites  : cet  illustre  astronome  avait  pris  pour  t0 
la  température  5o°  Fahrenheit;  mais  il  a été  reconnu  que  les  tem- 
pératures marquées  par  son  thermomètre  étaient  trop  fortes  de 
i°,  7.5.  La  température  normale  des  Tables  de  Bessel  est  donc  en 
réalité  4^°,  75  F.;  et  en  désignant  parc',/'  et  r'  les  indications 
du  thermomètre  extérieur,  on  a (Tabula?  Regiomontanœ , p.  lxii) 

i oo  4-  9 , 3 1 . ni'  _ 1 8o  -+■  i G , 75 . m'  80  4-  7,44- m 

t 100  -h  ni  e^  180  -+-  ni  (f  — 32)  80  -h  ni  r' 

Ceci  posé,  llessel  représente  la  réfraction  moyenne  par«  tangz, 
et  adopte  pour  expression  de  la  réfraction  vraie  8z', 

(A)  Sz'  — a tangz . y'+P  (BT),+?; 

d’où 

log  S z'  zz:  log//  -f~  log  tangs-h(  1 -h //)  log 7 4-  ( 1 4-  7)  (log  il  4- log  T). 
On  réduit  en  Tables  les  quantités 

logo,  ( 1 -+-/>»),  (14-7)» 

avec  la  distance  zénithale  pour  argument,  et  les  quantités 

logB,  logT,  log  7, 

en  prenant  pour  arguments  la  hauteur  barométrique,  la  tempé- 
rature intérieure  et  la  température  extérieure.  Il  est  dès  lors  facile 
de  calculer  la  réfraction  vraie  pour  une  distance  zénithale  quel- 
conque et  pour  un  état  quelconque  des  instruments  météorolo- 
giques. Telle  est  la  méthode  simple  suivie  par  Bessel  dans  la  con- 
struction de  ses  Tables  de  réfraction. 

77.  Erreurs  probables  des  Tables  de  réfraction,  — L’hypo- 
thèse fondamentale  que  nous  avons  admise,  en  supposant  que 
l'atmosphère  se  compose  de  couches  concentriques,  dont  la  densité 
varie  suivant  une  loi  déterminée  avec  la  hauteur  au-dessus  de  la 
Terre,  ne  représente  pas  l’état  réel  de  l’atmosphère.  Celle-ci  est 
constamment  soumise  à des  causes  diverses  qui  en  troublent 
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l’équilibre  ; le  nombre  qu'une  Table  quelconque  donnera  pour 
valeur  de  la  réfraction  ne  sera  donc  pas  en  général  le  nombre 
réel  qu’on  déduirait  de  l’observation,  mais  on  devra  le  considérer 
comme  la  moyenne  des  résultats  d’un  grand  nombre  d'observa- 
tions, ou,  en  d'autres  termes,  comme  se  rapportant  à un  état 
moyen  de  l’atmosphère. 

Bessel  a comparé  les  nombres  de  ses  Tables  avec  les  valeurs 
observées,  et  a pu  ainsi  déterminer  leur  erreur  probable  pour  les 
différentes  distances  zénithales.  Il  a publié  les  résultats  de  celte 
comparaison  dans  l’introduction  aux  Tabula;  Rcgiomontance , 
p.  Lxin  ; nous  citerons  quelques  nombres  : 

Distance  zénithale.  Faveur  probable. 


45- 

± o",27 

81» 

± 1 , 00 

85” 

± 1 ,70 

89“  3o' 

±20  ,00 

On  voit  par  là  que,  surtout  au  voisinage  de  l’horizon,  on  ne 
devra  considérer  comme  corrigée  réellement  de  la  réfraction  que 
la  moyenne  d’un  grand  nombre  d’observations  faites  dans  des 
étals  très-différents  de  l’atmosphcrc. 

Jusqu'à  une  distance  zénithale  de  8o°,  le  choix  de  la  loi  que 
suit  le  décroissement  de  la  densité  de  l’atmosphère  avec  la  hau- 
teur est  presque  indifférent,  et  une  théorie  de  la  réfraction  qui 
s’appuierait  sur  la  lot  vraie  n’offrirait  d’avantage  réel  que  pour 
des  astres  plus  voisins  de  l’horizon;  dans  ces  points  elle  repré- 
senterait mieux  les  réfractions,  permettrait  de  déterminer  plus 
rigoureusement  les  coefficients  ( i — t- /> ) et  (i  -4-  <7),  de  telle  sorte 
que  la  correction  de  réfraction  pour  les  différentes  températures 
et  les  différentes  pressions  serait  plus  exacte»  Déjà  l’hypothèse 
simple,  faite  par  Cassini,  d’une  atmosphère  de  densité  constante 
et  ne  produisant  qu’une  seule  réfraction  aux  limites  de  l’atmo- 
sphère, a donné  pour  la  réfraction  moyenne  des  nombres  sensi- 
blement exacts  jusqu’à  une  distance  zénithale  de  80". 

78.  Effet  de  la  réfraction  sur  l'époque  du  lever  et  du  coucher 
des  étoiles.  — En  vertu  de  la  réfraction,  toutes  les  étoiles  nous 
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paraissent  pins  hautes  qu'elles  ne  le  sont  réellement;  on  les  voit 
au-dessus  de  l'horizon  quand  en  réalité  elles  sont  au-dessous;  la 
réfraction  avance  leur  lever  et  retarde  leur  coucher.  On  a en  gé- 
néral 


(r)  cosz  = sin y sin  3 -f-  cos  y cos 5 cos  r, 

d’où 

sinzrfz  = cos  y cos  3 sin  trlt , 


et  pour  l'horizon 


lit  : 


Hz 


cos  y coso  sinr 


Puisque  dans  ce  cas  Hz  est  égal  à la  réfraction  horizontale,  c’est- 
à-dire  à 35’,  on  a pour  la  correction  de  l’angle  horaire  du  lever 
ou  du  coucher 


cos  y cos  a sinf 


Exemple.  — On  a trouvé  (n°  48;  pour  Arcturus,  à la  latitude 
de  Berlin, 

t,  = 5*a  4o\ 

et  puisque 

3 = 19°  54',  5,  y = 52”  3o',  3, 

on  a 

Af„  = 4m  37"; 

la  réfraction  avancera  donc  le  lever  d’Arcturus  et  en  retardera 
le  coucher  de  4"1  37*. 

On  peut  calculer  aussi  l’angle  horaire  correspondant  au  lever 
ou  au  coucher  apparent;  on  a,  en  effet, 

cosz  — sin  9 sin  3 

cos  / = _ , 

cos  y cos  4 

d’où,  en  posant 

z-t-J-+-y  = 2J, 
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on  déduit 


. t 
sin  - 
2 


COS 


V 


/sin f s — tî)  sin(f  — y) 


cos  <p  cos  d 


» 


) COS S COS (J 


*) 
— ? 


2 V COS<p  COS<î 
t . /si  n ( s — S ) si  n ( s — v ) 

uns;=V  — 


cos  j cos  [s  — z ) 


233 


formules  dons  lesquelles  il  suffira  de  faire  z~  go°35'  pour  avoir 
l’angle  horaire  cherché. 

Lever  et  coucher  apparents  de  la  Lune . — Pour  la  Lune,  on 
doit,  outre  la  réfraction,  tenir  compte  de  la  parallaxe  qui  aug- 
mente les  distances  zénithales  et  par  suite  retarJe  le  lever  et  avance 
le  coucher.  La  méthode  de  calcul  a déjà  été  donnée  au  n°  48; 
nous  allons  l’appliquer  à un  exemple. 

Exemple.  — Trouver  l’époque  du  lever  du  centre  de  la  Lune 
à Greenwich,  le  i5  juillet  1 8(3 1 . 

On  a,  rapportées  au  temps  moyen  de  Greenwich,  les  décli- 
naisons et  les  parallaxes  horizontales  suivantes  de  la  Lune  : 


o p 

1861  Juillet  1 5 oh  — i5°32',i  5q\i3 

a°  «9\4 

12  — iy.51,5  59,l5 

2 . 4 » t 

16  O —19.55,6  59,14 

i.46,4 

12  —21.42,0  59,13 


Or  on  a trouvé  (n°  47)  les  temps  moyens  de  la  culmination 
supérieure  et  de  la  culmination  inférieure 

Temps  lunaire. 
oh 
12 


Temps  moyen. 
6h  l6,n,  7 

l8.44  > 2 


I 2U  27 


m,5 


Adoptons  actuellement  comme  valeur  approchée  de  la  décli- 
naison — I7°5i',  5;  puisque 

f = 5i°28',6> 


z = 90°  35'  — p = 89°  35',  8, 
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nous  aurons 

/=4h2i“,5  temps  lunaire  = toh  48,n  temps  moyen; 

en  interpolant,  nous  trouvons  — 17°  38',  2 pour  valeur  corres- 
pondante de  la  déclinaison  de  la  Lune.  Nous  recommencerons  le 
calcul  avec  cette  valeur  et  nous  obtiendrons,  pour  le  jour  et  le 
lieu  lixés,  4h  22,n>9  comme  angle  horaire  du  centre  de  la  Lune 
à son  lever,  et  par  suite  iob4Qn‘»6  pour  temps  moyen  corres* 
pondant. 


79.  Du  crépuscule  astronomique . — Outre  la  réfraction,  l’ac- 
tion de  l’atmosphère  produit  encore  le  crépuscule.  Pour  les  parties 
élevées  de  l’atmosphère,  le  Soleil  se  couche  plus  tard  que  pour  un 
observateur  placé  à la  surface  de  la  Terre;  ces  régions  de  l’at- 
mosphère sont  encore  éclairées  après  le  coucher  du  Soleil  et  la 
lumière  qu’elles  diffusent  produit  le  crépuscule.  D’après  l’observa- 
tion, le  Soleil  cesse  d’cclairer  la  partie  de  l’atmosphère  qui  se  trouve 
au-dessus  de  l’horizon,  lorsqu’il  est  environ  à 180  au-dessous  de  ce 
plan.  L’instant  où  le  Soleil  atteint  108°  de  distance  zénithale  est 
donc  le  commencement  ou  la  fin  du  crépuscule  astronomique, 
tandis  que  le  commencement  ou  la  fin  du  crépuscule  civil  a lieu 
quand  le  Soleil  est  environ  à 6°3o'  au-dessous  de  l’horizon. 

Désignons  par  90°-+-  c la  distance  zénithale  du  Soleil  au  com- 
mencement ou  à la  fin  du  crépuscule,  par  t6  l’angle  horaire  du 
lever  ou  du  coucher,  et  par  t la  durée  du  crépuscule;  on  a 


sine  = sinf  sine?  -h  cos®  cos <5  cos  [t,  -+ 

sin©  sintf  -4-  sine 

cos ( r0  -4-  t)  = — •* 


~ \ 

‘ /• 


COS  © COS  tj 


OU  SI 


sin 


H — 90°  — <p  4-  d, 

..  . /sin  | ( H 4- e)  COS7  ( H — cj 

y COS<p  COSÜ 


d’où  l'on  peut  déduire  t,  quand  t0  est  calculé. 

Appelons  Z'  le  point  de  la  sphère  céleste  qui  se  trouve  au  zé- 
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ti i l li  au  moment  du  coucher  du  Soleil,  Z celui  qui  s’v  trouve  à la 
(in  du  crépuscule;  dans  le  triangle  ayant  pour  sommets  ces  deux 
points  et  Ip  pôle,  l’angle  au  pôle  est  égal  à t,  et  on  a 

cosZZ'  = sin’*  ■+■  cos1  y cost. 

Mais  puisque  dans  le  triangle  formé  par  les  points  Z,  Z',  et  le  So- 
leil S,  on  a ZS  = 9o°-t-c,  Z'S^go";  on  a aussi,  en  désignant 
l’angle  au  Soleil  par  S, 

cosZZ'  = cosc  cosS, 

et  on  obtient 

. t i — cosccosS 

stn:  - = i 

2 2C0S:y 


où,  comme  on  le  voit  facilement,  S est  la  différence  des  valeurs 
de  l’angle  parallaclique  au  moment  du  coucher  et  à la  fin  du  cré- 
puscule. L’équation  montre  que  t est  minimum,  lorsque  Pang'eS 
est  nul,  c’est-à-dire  lorsque  à la  fin  du  crépuscule  le  point  qui 
au  coucher  du  Soleil  était  au  zénith  se  trouve  sur  le  cercle  vertical 
du  Soleil.  Les  deux  angles  parallactiques  sont  alors  égaux  entre 
«ux. 

La  durée  du  plus  petit  crépuscule  est  donc  donnée  par  l’équa- 
tion 


. c 
sin  — 

. T 2 

sin  - = 

a cos  y 

Et  puisque 


cos jJ  — 


sin  y 
cos  3 


, sin  y -t- sine  sin  iî 

COS  p = — — > 

cos C COS O 


il  résulte  de  l'égalité  de  p et  de  p' 


sin  J = 


c , 

tang  — sin  y. 


équation  qui  donne  la  déclinaison  du  Soleil  pour  laquelle  a lieu  le 
plus  petit  crépuscule. 

Représentons  par  A et  A'  les  azimuts  du  Soleil  au  moment  de 
son  coucher  et  au  moment  où  sa  distance  zénithale  est  90°-*-  c; 
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nous  aurons 

cos  y sin  A — cos<?  sin/», 
cos  <p  sin  A'  = cos  S sin p'  ; 

par  conséquent,  dans  le  cas  du  plus  petit  crépuscule,  sin  A = sin  A'; 
les  deux  azimuts  sont  donc  supplémentaires. 

Des  deux  équations 

— sin  c — sin  <p  sin  o -I-  cos  <p  cos  S cos  ( f0  4-  r ) , 
o — sin  y sin<î  -+•  cos  y cos<î  cosf, , 

il  résulte  encore 

c . c 

, . cos  - sin  - 

. r\  . T 2 2 

sin  U,  h — sin  - = » 

\ 2/  2 coso  cos<p 

et  par  suite,  dans  le  cas  du  plus  petit  crépuscule, 


sin 


c 

cos- 


Supposons  c = 1 8°,  nous  aurons  pour  la  latitude  <j»-=8i°, 

X 

sin  — = 1,  et  pour  cette  latitude,  la  durée  du  plus  petit  crépus- 

cule  est  de  12  heures.  Ceci  a lieu  quand  la  déclinaison  du  Soleil 
est  — 90;  le  Soleil  est  alors  à l'horizon  à midi,  et  à minuit  à 180 
au-dessous  de  l’horizon.  Il  n’y  a pas,  dans  le  sens  que  nous  lui 
avons  donné,  d’autre  crépuscule  de  durée  minimum  à cette  lati- 
tude, car  la  déclinaison  — 90  du  Soleil  est  la  seule  pour  laquelle 
soient  remplies  les  deux  conditions  nécessaires  à l’existence  de  ce 
phénomène  : i°  le  Soleil  doit  se  lever  et  se  coucher;  2°  il  doit 
s’abaisser  au-dessous  de  l’horizon  d’un  angle  de  180.  En  effet, 
quand  le  Soleil,  restant  toujours  au-dessous  de  l’équateur,  a une 
déclinaison  qui  surpasse  90,  il  ne  se  lève  pas,  et  s’il  est  au-dessus 
de  ce  grand  cercle  l’angle  dont  il  s’abaisse  au-dessous  de  l’horizon 
n’atteint  jamais  180. 

Pour  un  lieu  dont  la  latitude  est  supérieure  à 8i°,  il  ne  se 
présentera  jamais  de  cas  où  l’on  puisse  parler  de  plus  petit  cré- 
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puscule,  tel  que  nous  l'entendons  ici,  car  alors  la  valeur  de  sin  - 
est  toujours  impossible. 

Remarque.  — Consul  ter  sur  la  réfraction  : 

Laplace.  — Mécanique  céleste,  livre  X. 

Bf.ssel.  — Fundamenla  Aslronomiœ,  p.  afi  et  suiv. 

Ivort.  — Philosophical  Transactions  pour  l8i3  et  l838. 

Biujuns.  — Die  Astronomische  Strahlenhrechung.  On  y trouvera  un  exposé 
complet  de  toutes  les  théories. 


III.  — DE  L’ABERRATlbN. 

80.  Expressions  de  l’aberration  annuelle  en  ascension  droite  et 
en  déclinaison.  — La  vitesse  de  la  Terre  dans  son  orbite  annuelle 
autour  du  Soleil  ayant  un  rapport  fini  avec,  la  vitesse  de  la  lu- 
mière, les  étoiles  nous  apparaissent  de  la  surface  de  la  Terre,  non 
pas  dans  la  direction  où  elles  sont  réellement,  mais  en  avance 
d’un  petit  angle  dans  la  direction  du  mouvement  de  la  Terre. 
Regardons  comme  distincts  les  deux  instants  t et  t'y  auxquels 
un  rayon  lumineux,  venu  d’un  astre  immobile  (une  étoile  fixe), 


Fig.  6. 


arrive  successivement  sur  l’objectif  et  sur  le  réticule  d’une  lunette. 
Soient  a et  ù [fig*  6)  les  positions  de  l’objectif  et  du  réticule  au 


a38 
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temps  t;  a'  et  b'  leurs  posilions  au  temps/'.  La  vraie  direction  du 
rayon  lumineux  dans  l’espace  est  b' a;  au  contraire,  la  droite  ba 
ou  la  droite  b' a'  qu'on  peut,  à cause  de  la  distance  presque  infinie 
des  étoiles,  considérer  comme  lui  étant  parallèle,  est  la  direction 
observée  du  lieu  apparent.  La  différence  entre  les  directions  h’ a 
et  ba  s’appelle  aberration  annuelle  des  étoiles  fixes. 

Soient  maintenant  .r,  y,  z les  coordonnées  rectangulaires  du 
réticule  b au  temps  /,  l’origine  étant  un  point  fixe  quelconque  de 
l’espace;  les  quantités 


ilx 

di 


seront  les  coordonnées  du  réticule  au  temps  / ',  car,  pendant  le  petit 
intervalle  de  temps  /' — /,  on  peut  considérer  le  mouvement 
de  la  Terre  comme  rerliligne  et  uniforme.  De  plus,  soient  Z,  r,%  Ç 
les  coordonnées  de  l’objectif  par  rapport  au  réticule,  à l’époque  / 
où  la  lumière  pénètre  dans  la  lunette,  ces  coordonnées  rapportées 
aux  axes  primitifs  auront  pour  expressions 

x + 5,  y -t-  a,  * -+-  Ç. 

Prenons  maintenant  pour  plan  des  xy  le  plan  de  l’équateur, 
pour  plans  des  xz  et  des  yi  les  plans  perpendiculaires  à l’équateur 
menés  par  les  points  équinoxiaux  et  solstiliaux  ; désignons  par  x 
et  ô l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du  point  où  la  vraie  di- 
rection du  rayon  lumineux  rencontre  la  sphère  céleste,  par  p la 
vitesse  de  la  lumière  ; les  projections  sur  les  axes  coordonnés  du 
chemin  parcouru  par  cette  dernière  pendant  le  temps  /' — / sont 

p (/' — /)  coso  cosa,  p(/' — /JcosJsina,  p (/' — /)  sinJ; 

soient  encore  l la  longueur  de  ^ lunette,  a et  S'  l’ascension  droite 
et  la  déclinaison  du  point  où  la  direction  apparente  du  rayon  lu- 
mineux rencontre  la  sphère  céleste;  nous  aurons  pour  valeurs  des 
coordonnées  apparentes  de  l’objectif,  par  rapport  au  réticule  : 

Z — l cosi'  cosa',  n = / cosd' sina',  Ç = /sind'. 
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La  vraie  direction  du  rayon  lumineux  passe  par  les  positions 
de  l’objectif  an  temps  t et  du  réticule  au  temps  t\  dont  les 
coordonnées  sont  respectivement  : 

dx 

x -+- /cos  3'  cos  a,  x -4-  — -(<' — t), 

fit 

y -h /cos 3'  si n a',  y -t-  -j-  [t' — t). 

/ fit 

, dz 

z -h  IsidS’,  z -i-  — (/'  — f). 

dt 

Si  donc  on  pose  L = — — — » on  a les  équations 


p cos  S cos  a = L cos  3'  cos  a'  — 


p cos  3 sin  a = L cos  3'  sin  a'  — 
dz 


p sind  = L sin 3' 


dt 


d’où  l’on  déduit  facilement 


dx 
dt ’ 
dy 
dt' 


Ij  ^ i Idy  . 

— cosÆ'cosfa' — a)  = cosu  H I—-  sina 

ft  p \dt 


dt 


- cos  3‘  sin  (a' 
V- 


I / dy  dx.  . 

— a ) = - I — - cos  a sin  a 

' p\dt  dt 


) 


on 


lang(a'  — a) 


t . „ ( dy  dx  . \ 

- seca  — cosa — sina 

p \ dt  dt  j 

l , . / dy  . dx 

H — seco  — sina  -+-  — cosa 
u \ dt  dt 


On  obtiendrait  une  équation  toute  semblable  pour  tang(i'—  3 ). 
Développons  ces  deux  équations  en  séries,  au  moyen  de  la  for- 
mule (t4)  du  n°  11,  et  dans  la  formule  qui  donne  tang(ô' — J), 

remplaçons  tang  * par  sa  valeur  développée  suivant  les  puis- 

sances de  (a!  — a),  et  dans  laquelle  on  a négligé  les  termes  d’ordre 
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supérieur  au  second  ; nous  aurons 


a'  — a 


-/^sina cosa)séci 

pi  \ dt  dt 


dy 


*)! 


(«!< 


r—s  = 


I idr  . 

+ ( de  *‘n  * 


dy  \ [d.r  d\ ' . V . , . 

cos  a ( cosa  H sina  sec’o, 

dt  j \dt  dt  / 

dz 


P\dt 
I / dx 


\dt 

iy 

dt 


(d.r  . v/r  ...  dz  \ 

( — sino  cosa  -+-  sin d sina  — — cosa  | 


. dy 
sina — cos 


dt.-*)  t3ng^ 

dy  . dz  . \ 

— cosa  sina  H — - sina  ) 
dl  dt  ! 


I / dx  ... 

— I — cosa  cosa  H — 7-  cosa  sina  -t-  -v  sin 

(A1  \ dt  dt  dt 

( dx  . dr  ...  dz  A 

X I — sin  a cosa  -t — sin  o sina - cosa  )• 

\ dt  dt  dt  J 


Imaginons  maintenant  le  Heu  de  la  Terre  rapporté  à des  coor  - 
données  rectangulaires  menées  par  le  centre  du  Soleil,  l’axe  des  .r 
positifs  dirigé  vers  l’équinoxe  du  printemps,  l’axe  des  y positifs 
vers  le  solstice  d’été,  et  l’axe  des  z positifs  vers  le  pôle  nord  de 
l'écliptique;  désignons  par  0 la  longitude géocentrique  du  Soleil, 
ou  en  d’autres  termes  par  (i8o°-t-  0)  la  longitude  héliocenlrique 
de  la  Terre,  par  R la  distance  du  Soleil  à la  Terre;  nous  aurons 


x ~ — R cos  0 , 
y = — R sin  O, 
z — O. 

Par  rapport  à un  second  système  d’axes  ayant  aussi  pour  plan 
des  xy  l’équateur,  et  obtenu  en  faisant  tourner  le  précédent  au- 
tour de  l'axe  des  x d'un  angle  i égal  à l’obliquité  de  l'écliptique, 
ces  coordonnées  auront  pour  expressions 

x — — R cos  0 , 
y = — R sin  0 cosi, 

* = — R sin  0 sin«; 

et  comme  (n°  42)  la  longitude  du  Soleil  est  égale  ài  + o,  c’est-à- 
dire  à la  somme  de  l'anomalie  vraie  et  de  la  longitude  du  périhélie. 
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d.T 

de 

-l 

Ht 

dz 


^ dR  . dj 

cos  O — h R sin  O — 1 
de  w dt 

dR 


- — sin  O cose  — R cos  0 cosg  --  , 


de 


dR^ 


de  ~~  s*n  ® s*n  5 ^ cos  G sin  g — ; 

ai  dt  w dt 

on  a aussi,  © étant  un  angle  tel  que  c ~ sin?  {n°  V2  !, 


donc 


» O COS  o n 

d‘  — </E,  ,1 K = _ ,/M. 


d'J  a-  COS©  r/M 

de  ~ R*  dt 


De  plus,  en  combinant  l’équation  R — —*  cos*9 
cédente,  on  a 

• dR  r/M 

- — : n tang?  smv  ---  , 

et  en  remplaçant 


• 1 tU3  O 

avec  la  pré- 

1 -+-  ecosv  1 


de 


d.r 


n d M / 


de  cos  ? 
d’ailleurs 


_ « cos*©  \ 

— lsm0  — sin?  sin  v cos  0 h 


«cos*  7 . f 

— R — ~ ’ S,n  ? cos  v et  O — v r—  cr. 

En  substituant  et  agissant  de  même  pour  les  deux  antres 
données,  on  a : 


coor- 


(ù)  } 


; d.v 

dt 

dy_ 

dt 

dz 
dt 


n d M . _ 

vsin  O ■+■  sin ? sin o). 


COS? 


a 


dM 


cos©  C0Se  lu  'COS  ° “*■  sin?  COScj)  » 

« . dM,  ^ . 

sin  g — ^cosQ  sin?  coset). 


cos  y 


I. 


16 
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Si  l’on  porte  ces  expressions  dans  les  formules  («),  les  termes 
constants,  ceux  qui  contiennent  ct,  donneront,  dans  les  expres- 
sions de  l’aberration  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  des 
termes  également  constants  dont  on  peut  combiner  la  valeur 
avec  celles  des  coordonnées  de  la  position  moyenne  de  l’étoile,  el 
qu’on  n’a  plus  alors  à considérer.  Au  lieu  de  f z,  introduisons 
le  nombre  K de  secondes  de  tfmps  qu’emploie  la  lumière  pour 
parcourir  le  demi  grand  axe  de  l’orbite  terrestre,  en  sorte  que 

1 K 


a 


Nous  trouverons,  en  ne  conservant  que  les  termes  du  premier 
ordre, 

K t/M  . ^ „ 

(cos  O cose  cos  a -+-  stn  Qsina)  scçô  , 


a 


cos  y dt 

K <7M 

<T  — 0 7-  lcos  O (sina  sin  ^ coss  — cosÆsine) 

• COS®  dt 

% 

— cosa  sinÆ  sin  ©]. 

La  constante  — est  appelée  constante  de  l’aberration , 

cos®  dt 

1 

on  en  connaît  la  valeur.  En  effet,  des  deux  facteurs  dont  elle  se 
f/M 

compose,  l’un  est  le  moyen  mouvement  sidéral  du  Soleil  en  une 

seconde  de  temps  moyen,  unité  choisie  pour  mesurer  le  nombre  K; 
quant  à ce  nombre  lui-même,  Delatnbre,  à l’aide  de  l’observation 
des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  l’avait  trouvé  égal  à 493*; 
d’où  l’on  déduit  20",  255  pour  valeur  de  la  constante  de  l’aberra- 
tion. Depuis,  Struve  a obtenu,  par  l’observation  des  lieux  appa- 
rents des  étoiles  lixes,  la  valeur  20", 44^*  » °r 

'/M  5q'8'\i<)  . . , - , 

~di  = 864oo~  = °’°4 1 067  ( ’ e og cos*  “ 1 ’999939 » 

on  conclut  donc  de  cette  dernière  valeur  K = 497*>  78. 


(*  ) D’après  Hansen,  la  durée  de  l’année  sidérale  est 

365t  (»h  9m  9*,35  = 365,256  358  2 jours  moyens; 
le  moyen  mouvement  sidéral  du  Soleil  en  un  jour  moyen  esi  donc  de 

V8',i93- 
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On  a ainsi,  pour  l’aberration  annuelle  des  étoiles  lixes  en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison, 

l'  a' — a = - — 20", 44^ 1 (cos©  cosx  cose  -f-  sin  © sin  °0  séetf, 
( A)  < 0'  — 1 20", 445 1 cos  O (sina  sind  coss  — cosÆ  sins) 

( — 2o'/,445ï  sin©cosasin*. 


On  obtiendrait  les  termes  du  second  ordre,  en  tenant  compte 


de  tous  les  termes  dans  le  remplacement  de  — par  leurs 

1 dt  dt  dt  1 


valeurs  (é)  ; mais  ils  sont  en  général  assez  petits  pour  pouvoir  être 
négligés.  En  effet,  effectuons  ce  calcul. 

i°  En  ascension  droite,  abstraction  faite  des  (acteurs  constants, 
le  coefficient  de  séc2o  est 


2 sin?.*  (cos2©  cos2e  — sin2©)  — 2sin2©  cos«(cos'a  — sin2a;, 


d’où,  en  négligeant  le  petit  terme  qui  contient  en  facteur 
sin2asin2e,  on  déduit  facilement  pour  l’ensemble  des  termes  du 
second  ordre 


1 K3  id M\3  . _ . 

___  ) sec2 0 cos 2 Q sin  2.3  ; r -f  cos2e 

4 cos2  y \ dl  ! 

— 2 sin  2 © cos 2 x cose  J, 


ou,  avec  les  valeurs  numériques  et  e = 2.3° 28', 

\ — o",  000  93-29  séc-<?  sin 2 a cos?.  © 

(r)  • 

( -f-  o ,0009295  séc2o  cos2a  sin  2 ©, 

somme  cjui  atteint  à peine  o*,oi  pour  une  étoile  dont  la  décli- 
naison est  85°  3o\ 

20  En  déclinaison,  nous  négligerons  les  termes  qui  ne  con- 
tiennent pas  tangÆ;  or,  aux  facteurs  constants  près,  le  coefficient 
de  tangÆ  a pour  valeur 

sin2©  sin2 a -|-  cos2©  cos2«  cos2 a -f-  \ sin?.©  sin?. a cos«. 


Exprimons  les  carrés  des  sinus  et  cosinus  en  fonction  du  cosinus 
de  l’angle  double,  négligeons  le  terme  constant  1 -j-  cos2»  et  le  petit 
terme  en  cos?.  cc  sin2e,  nous  aurons  pour  l’ensemble  des  termes  du 
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i K.’  /tiuy 

-8  55>\Â-)  tane* 

X (cos  2 O [cos2a(i-t-ccs’«)  — sin!s]-t-  2 sin2©  sin  2a  cose), 
et,  après  substitution  des  valeurs  numériques, 

-H  (o", 0000402  — o", ooo4665  cos2«)  tangd  cosa  © 

— o", 000  4648  tangd  sin22  sin?.  ©, 


[d) 


somme  qui,  pour  des  étoiles  de  déclinaison  moindre  que  87° 6', 
est  toujours  inférieure  à o",  01 . Pour  toutes  les  étoiles  dont  la  dé- 
clinaison ne  surpasse  pas  85°,  on  peut  donc  négliger  les  ternies 
du  second  ordre. 

Les  formules  (A)  supposant  que  les  grandeurs  2,  S et  © sont 
rapportées  à l’équinoxe  apparent,  et  que  c est  l’inclinaison  appa- 
rente de  l’écliptique.  Dans  le  calcul  de  l’aberration  d’une  étoile 
pour  un  long  espace  de  temps,  il  est  commode  de  négliger  d’abord 
la  nutation,  c’est-à-dire  de  rapporter  a,  3 et  © à l’équinoxe 
moyen  et  de  prendre  pour  < l’obliquité  moyenne.  Mais  il  faut  en- 
suite calculer  les  erreurs  ainsi  introduites  et  corriger  de  ces  quan- 
tités les  valeurs  obtenues  pour  l’aberration.  On  obtient  ces  correc- 
tions en  différentiant  les  formules  (A)  par  rapport  à a,  S,  © et  s 
et  en  adoptant  pour  valeurs  de  dz,  do,  d©  et  dt  les  nombres 
qui  mesurent  les  changements  que  la  nutation  produit  sur  ces 
grandeurs.  On  ne  prend  évidemment  ici  que  les  termes  les  plus 
importants  de  la  nutation;  en  outre,  si,  dans  la  correction 
relative  à l’ascension  droite,  on  néglige  tous  les  termes  qui  ne 
contiennent  pas  en  facteur  sécÆ  tanga, et,  dans  la  correction  qui  se 
rapporte  à la  déclinaison , tous  ceux  qui  ne  sont  point  multipliés 
par  sinÆtangJ,  les  variations  rlQ  et  dt  ne  donnent  naissance, 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  à aucun  terme  sensible;  il  suffit  donc 
de  prendre  pour  expressions  de  riz  et  de  dS  les  valeurs 

det  — — ((i",  86-  sin  Q sin 2 9",  223  cos  Q cosa)  tangrî, 

d&  — — {6",  867  sin  Q cosa  -f-  9",  223  cos  Q sin  a). 

Pour  abréger,  remplaçons  9",  223  et  6", 867  par  a et  b dans 
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les  équations  obtenues  en  différenciant  les  formules  (A),  nous 
aurons 

a'  — a = 10", 2?.25  tang<?  séco 

X [ — ( b 4-  a cos  s)  cos(0  Q ) sin  )x 

-4-  [b  cos e a)  sin(©  fl  ) cos 2 a 

4-  ( b — a cosc)  cos  (O  — fl  ) sin  2a 

— {b  cose  — a)  sin(©  — fl  ) cos2a  j. 

S'  — S = 5", ni2  tangÆ  sintf 

X [ — {b  4-  a cos  s)  cos(0  *+-  fl)  cos  2a 

— ( b cos*  4-  « ) sin  ( © 4-  Q ) sin  ?.  a 
4-  (b  — a cose)  cos( © — Q ) cos 2 a 
4-  (b  cose  — a)  sin  ( © — fl)  sin  2 a 
4-  ( b — a cos  s)  cos  ( © 4-  Q ) 

• — (b  4-ncose)cos(©  — fl)]; 

et  avec  les  valeurs  numériques  : 

a' — a = tang^sée^X  [ — o", 0007697  cos(©  4-  Q ) sin  2a 

-t- o", 000  7693  sin(©  4-  Q) cos 2 a 

— o",ooo  0790  cos (© — Q)  sin 2 a 
4-  o",ooo  i449  sin  (©  — fl  ) cos 2 a], 

/ j , ô' — cîr^tang^sino  X[—  o", 0003798  cos(©  4-  fl)cos2a 

— o", 000  3847  s*n(0  ■+•  Q)  sin 2 a 

— o",ooo  0395  cos  ( © — fl  ) cos  2 a 

— o",ooo  0725  sin  ( © — fl  ) sin  2 a 

— o", 000 0396  cos (©  4-  fl) 

— o",ooo  3798  cos  (©  — fl)]. 

Pour  toute  étoile  de  déclinaison  inférieure  à 85°3o'f  la  valeur 
de  a'  — a sera  inférieure  à o*,  01  ; d’ailleurs  S1  — S n’atteindra 
o",oi  que  pour  une  déclinaison  égale  à 85°  6';  ainsi  que  les  termes 
donnés  par  ( c ) et  (d ),  ceux-ci  seront  donc  négligeables  pour  toutes 
les  étoiles  dont  la  déclinaison  est  inférieure  à 85°. 
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Expressions  rie  l’aberration  annuelle  en  longitude  et  en  latitude. 
— Les  équations  relatives  à l'aberration  seront  beaucoup  plus 
simples,  si  au  lieu  de  l'équateur  on  prend  l'écliptique  pour  plan 
fondamental;  en  effet,  eu  négligeant  les  termes  constants,  on  a 


d.r 

a 

sin  © 

d M 

— = 

~ H 

— r 1 

dt 

CUSÿ 

dt 

dy 

fl 

cos  © 

d M 

— — 

n — — --  - 

— r~  ’ 

dt 

CO$<p 

dt 

rll 


Après  avoir  substitué  ces  expressions  dans  les  formules  (a)  et 
remplace  a et  S par  X et  |3,  on  obtiendra  pour  l'aberration  annuelle 
des  étoiles  fixes  en  longitude  et  en  latitude 


( *'  — X — - — 20", 445 1 cos;  X — © ) séc fi , 
I J3'  — p --  4-  20",  445 1 sin  ( X — Q ) sin  fi , 


formules  qui  ne  changent  point,  si  dans  X et  0 on  emploie  l’é- 
quinoxe moyen  au  lieu  de  l’équinoxe  apparent.  On  a de  plus  pour 
les  termes  du  second  ordre  : 


En  longitude o",oot  o ■ 33  sin2(©  — X) séc’fl, 

En  latitude — o", 000 5067  cosïfQ  — À;  tangb, 


où  le  coefficient  o 

(20",  445 1 
206265 


lion  ; 


01 33  est  en  décimales  la  valeur  de  la  frac- 


Exemple.  — En  1849,  avril  1,  on  a,  pour  Arcturus, 
a = i4h8m48’  = 212°  i2.',o,  S = -t-  19° 58',  1 , 

© = I t=  23°  2-', 4. 

On  en  déduit 

a' — * — -+-  18",  88,  a'  — S = — 9",  65, 


Digitized  by  Google 


TABLES  DE  l/ABERRATION. 


et  puisque 

A 202°  8',  p = -h  3o°  5o', 

on  .1  aussi 

V — l = -h  23',  4 1 > S'  — P — — I ",  9 1 . 

« 

81.  Tables  de  V aberration.  — On  a construit  des  Tables  des- 
tinées à simplifier  le  calcul  de  l’aberration  en  ascension  droite 
et  en  déclinaison,  souvent  pénible  au  moyen  des  formules  que 
nous  venons  de  donner.  Les  plus  commodes  sont  celles  de  Gauss, 
dont  la  construction  repose  sur  les  transformations  suivantes.  Si 
l’on  pose 

20", 445 1 sinO  = n sin(Q  -+■  A), 

2o",445i  cos  O cose  r=  <?cos(0  -b  A), 

on  a les  expressions  simples 

a — a =;  — a séco  eos(0  -b  A — a), 

B'  — 0 =. — a sind  sin(  Q + A — a)  — 20", 44^1  cos  Q cosÆ  sins 

— — a sinÆ  sin(Q  -b  A — a)—  io",2225sin£0os(©  -b  B) 

— 10",  2225  sineeos(  © — S). 

Ce  sont  ces  formules  que  Gauss  a réduites  en  Tables.  La  première 
Table  donne  A et  log«  avec  la  longitude  du  Soleil  pour  argument, 
et  on  en  déduit  l’aberration  en  ascension  droite  et  la  première 
partie  de  l’aberration  en  déclinaison.  La  deuxième  et  la  troisième 
parties  sont  ensuite  données  par  la  seconde  Table  où  l’on  entre 
avec  les  arguments  © -t-  S et  0 — B.  Ces  Tables  ont  été  pu- 
bliées pour  la  première  fois  dans  la  Monatlichc  Correspondent 
(t.  XVII,  p.  3 12);  la  constante  employée  est  celle  de  Delambre, 
20",  255.  Plus  tard,  Nicolaï  en  a calculé  d’autres  avec  la  nouvelle 
constante  20', 44^*  > on  ^es  tr°tive  dans  la  collection  des  Tables 
auxiliaires  de  "Warnstorff. 

Pour  l’exemple  précédent,  la  première  des  Tables  de  Ni  roi  aï 
donne 

A=I°l',  log a — I , * 

d’où 

a'  — a — -f-  18", 88. 
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La  même  Table  donne  — i5  pour  la  première  partie  de  l’aberra- 
tion en  déclinaison.  En  cherchant  ensuite  dans  la  deuxième  Table 
les  nombres  correspondants  aux  arguments  3i“  35'  et  — 8<’ar, 
on  trouve  — 3", 4;  et  — 4">°3  pour  deuxième  et  troisième 
parties  de  l’aberration  en  déclinaison;  on  a donc 

<?'  - a = _ 9*. 65. 

82.  Expressions  de  ta  parallaxe  annuelle  des  étoiles  fixes.  — 
Le  maximum  et  le  minimum  de  l’aberration  en  longitude  ont 
lieu,  pour  une  étoile  donnée,  quand  sa  longitude  égale  celle  du 
Soleil  on  la  surpasse  de  i8o“;  au  contraire,  le  maximum  et  le 
minimum  de  l’aberration  en  latitude  se  produisent  quand  l’étoile 
précède  ou  suit  le  Soleil  de  90". 

Les  formules  qui  donnent  la  parallaxe  annuellp  des  étoiles  fixes, 
c’est-à-dire  l’angle  des  directions  menées  de  l’étoile  au  centre  de 
la  Terre  et  au  centre  du  Soleil,  sonf  entièrement  analogues  à celles 
de  l’aberration  annuelle;  seulement  les  maxima  et  les  minima 
n’ont  pas  lieu  aux  mêmes  époques.  Soit,  en  effet,  A la  distance 
d’une  étoile  au  Soleil,  X et  (1  sa  longitude  et  sa  latitude  vues  du 
Soleil,  les  coordonnées  de  l’étoile  par  rapport  au  Soleil  seront 

x ~ A cos  p cosX,  y — A cos  p sinX,  z=Asinp; 

mais,  si  A'  est  la  distance  de  l’étoile  à la  Terre,  ses  coordonnées 
rapportées  à la  Terre  ont  pour  expressions 

■r'- - A'cosp'cosX',  y' = A' cos  p'  sin  X',  *'=rA'sin|f; 

d’ailleurs,  en  prenant  pour  unité  le  demi  grand  axe  de  la  Terre, 
les  coordonnées  du  Soleil  par  rapport  à la  Terre  sont  égales  à 

X = R cos  Q et  Y = R sin  © ; 

on  a donc  les  équations 

A'  cos  p'  cosX'  = A cos  p cos  X -H  R cos  0 , 

A'  cos  p'  sinX'  A cosp  sin)  -4-  R sin  0 , 

A'  sin  p'  = A sin  p ; 
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d'où  l’on  déduit  facilement 


V — \ ~ — 5-  sin  ().  — O)  sécp.206265, 

A 

P'  — (5  = — ^ cos ().  — O ) sin  ^ . 20G 265 ; 


ou  bien,  en  remarquant  que  le  produit  206265  est  l’expression 

A 

de  la  parallaxe  annuelle  7r,  1 


( y — \ = — 7r  R sin  ( \ — O ) s^c  P » 

^ ^ — p = — 7r  R cos  (>.  — 0 ) sin  (5 . 

Ces  formules  offrent  une  analogie  parfaite  avec  celles  qui  sont 
relatives  à l’aberration;  mais  à l’inverse  de  ce  quj  se  passe  dans 
ce  dernier  phénomène,  la  parallaxe  en  longitude  est  maximum 
ou  minimum  quand  l’étoile  précède  ou  suit  le  Soleil  de  r)o°,  et  la 
parallaxe  en  latitude  prend  sa  valeur  maximum  ou  minimum 
quand  la  longitude  de  l’étoile  surpasse  de  180°  celle  du  Soleil,  ou 
lui  est  égale. 

Pour  l’ascension  droite  et  la  déclinaison,  on  a les  équations 


A'  cos£'  cos  a'  = A cos  S cos  a 4-  R cos  O , 

A'  cosô'  sin  a'  = A cos  0 sin  a 4-  R sin  Q coss, 

A'  sin 0'  = A sin  0 4-  R sin  Q sin £, 

et  on  trouve  ensuite,  tout  à fait  comme  pour  l’aberration, 

!a!  — a = — 7rR  (cos  0 sin  a — sin  0 cos  e cos  a)  sécÆ, 

S'  — d'r  — rR  ( cose  sina  sin  § — sinî  coso  ) sin  0 
— 7tR  cos  0 sino  cosa. 

83.  Expressions  de  l’aberration  diurne.  — Le  mouvement 
diurne  de  la  Terre  autour  de  son  axe  produit,  comme  son  mou- 
vement annuel  autour  du  Soleil,  une  aberration  que  l’on  appelle 
aberration  diurne.  Elle  est  d’ailleurs  moins  importante  que  l’aber- 
ration annuelle,  puisque  la  vitesse  du  mouvement  de  la  Terre  au- 
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lonr  de  son  axe  est  bien  plus  petile  que  celle  du  mouvement  an- 
nuel. 

Par  rapport  à trois  axes  rectangulaires  dont  l’un  coïncide  avec 
l’axe  de  rotation,  et  les  deux  autres  sont  dans  le  plan  tic  l’équa- 
teur, de  telle  sorte  que  la  partie  positive  de  l'axe  des  x soit  di- 
rigée du  centre  de  la  Terre  à l’équinoxe  du  printemps  et  la  partie 
positive  de  l’axe'des  y vers  le  point  dont  l’ascension  droite  est 
égale  à t)o°,  un  lien  de  la  surface  de  la  Terre,  dont  la  latitude  gco- 
centrique  est  a pour  coordonnées  (n°  60 


on  a donc 


x z-  p cos  y'  COS0, 
y ~~  p cos<p'  sin  0, 
z — p sin®' ; 


rf.r  . t/0 

— — — pcos®  Sin0  — — > 
dt  r T dt 

dy  , r/0 

--  = -4-  0 COS  eu  COS0  — — î 
dt  * T dt 


substituons  ces  valeurs  dans  les  formules  («)  du  n"  80  et  négli- 
geons les  secondes  puissances,  nous  obtiendrons  facilement 


/ 

a — x — 


I ds 
p.  dt 


p cos <j/ cos (0 


à' 


I r/0  . 

o cos®  sin  0 

P dt  ‘ T 


\ • N 

a sec  o, 
a}  sin«î. 


Actuellement  désignons  par  T le  nombre  de  jours  sidéraux 
d’une  année  sidérale,  le  mouvement  angulaire  d’un  point  de  la 
Terre  pendant  la  révolution  de  celle-ci  sera  T fois  plus  grand  que 
le  mouvement  angulaire  de  la  Terre  dans  son  orbite, 

d 0 d M 

7/t  ~ dt  * 


d’autre  part,  tc  étant  la  parallaxe  du  Soleil  et  K le  nombre  de  se- 
condes de  temps  que  met  la  lumière  à parcourir  le  demi  grand  axe 
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de  l'orbite  terrestre,  on  a 
ce  qui  donne 


l o 

- f — K ‘ ■ n=  K smr, 


„ r/M  „ . 

K — T sin  7 

rit 


pour  expression  de  la  constante  de  l’aberration  diurne.  En  sub- 
stituant aux  lettres  les  nombres  qu’elles  représentent 


K 


r/M 

dt 


20", 442»  77 8",  57 1 , T —360,256, 


on  trouve 

o",3i  i 

comme  valeur  numérique  de  cette  constante. 

Pour  plus  de  simplicité,  prenons  la  latitude  ® au  lieu  de  la  lati- 
tude corrigée  ®',  les  expressions  de  l’aberration  diurne  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison  deviendront 

( a'  — a = o",  3 1 I cos  ® COS  , 0 — a ) sécô, 

(E)  . Y ’ 1 

( <T — o',3i  i cos®  sin  0 — a)  sin 5; 

ainsi  quand  l’astre  est  au  méridien  l’aberration  diurne  en  décli- 
naison est  nulle,  tandis  que  l’aberration  en  ascension  droite  y 
atteint  sa  valeur  maximum 

o",  3t  1 cos®  séco. 

84.  Orbitrs  apparentes  des  étoiles  autour  île  leurs  positions 
moyennes.  — Pour  l’aberration  annuelle  des  fixes  en  longitude 
et  latitude,  nous  avons  précédemment  trouvé 

V — \ — — 7 cos(X  — ©)sécfi, 

P' — jî  = -t-  7 sin  ( \ — ©)  sin  p, 

où  7 désigne  la  constante  20", 44 ^ 1 - Ceci  posé,  imaginons  le  plan 
tangent  à la  sphère  céleste  mené  par  la  position  moyenne  d’une 
étoile,  et  dans  ce  plan  un  système  de  coordonnées  rectangulaires 
j • et  jr,  dont  les  axes  soient  les  intersections  de  ce  plan  tangent 
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avec  les  plans  du  parallèle  et  du  cercle  de  latitude;  les  coordon- 
nées du  lieu  vrai  affecté  de  l’aberration,  pap  rapport  au  lieu 
moven,  seront 

t „ ( a'  — X ) cos  (3  et  y ■ = fi'  — |3, 

car  pour  d’aussi  petites  distances  à l’origine,  le  plan  tangent  peut 
être  considéré  comme  coïncidant  avec  la  surface  de  la  sphère  cé- 
leste; on  en  déduit  facilement 

j2  = <7- sin1^  — .r2sin3(3. 

•» 

C’est  l’équation  d’une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  <7  et  <7  sin  fi. 
En  raison  de  l’aberration  annuelle  les  étoiles  décriront  donc  au- 
tour de  leurs  lieux  moyens  une  ellipse  dont  le  demi  grand  axe  a 
pour  valeur  20", 44^1,  et  le  demi  petit  axe  le  maximum  de  l’aber- 
ration en  latitude.  Pour  les  étoiles  situées  dans  le  plan  de  l’éclip- 
tique, ce  demi  petit  axe  est  nul  puisque  prr  o.  Elles  décrivent 
donc,  dans  le  cours  d’une  année,  une  ligne  droite,  et  parcourent 
sur  l’écliptique  20",  44^1  de  chaque  côté  de  leur  position  moyenne. 
Pour  une  étoile  qui  coïnciderait  avec  le  pôle  de  l’écliptique,  on 
aurait  p = 90°,  et  par  suite  les  deux  axes  seraient  égaux;  dans 
l’espace  d’un  an,  une  pareille  étoile  décrirait  donc  autour  de  sa 
position  moyenne  un  cercle  de  rayon  égal  à 20",  445i* 

En  général,  c’est-à-dire  pour  une  valeur  de  (3  autre  que  ces 
valeurs  extrêmes,  la  position  que  l’étoile  occupe  à un  instant 
quelconque  sur  l’ellipse  d’aberration  est  donnée  par  la  construc- 
tion suivante.  Dans  le  plan  de  cette  ellipse  imaginons  un  cercle 
qui  lui  soit  concentrique,  et  dont  le  diamètre  soit  égal  au  grand 
axe;  en  outre,  supposons  qu’un  rayon  de  ce  cercle  le  décrive  d’un 
mouvement  uniforme  et  coïncide  avec  le  côté  ouest  du  grand  axe 
quand  la  longitude  du  Soleil  est  égale  à celle  de  l’étoile,  et  avec 
le  côté  sud  du  petit  axe  quand  elle  la  surpasse  de  90°.  Traçons  le 
rayon  correspondant  à la  longitude  actuelle  du  Soleil,  et  par  l’ex- 
trémité de  ce  rayon,  menons  une  perpendiculaire  au  grand  axe, 
le  point  où  cette  droite  coupera  la  circonférence  de  l’ellipse  sera 
la  position  actuelle  de  l’étoile. 

Si  l’étoile  a une  parallaxe  n,  les  expressions  de  ses  deux  coor- 


ABERRATION  PLANETAIRE.  >.53 

données  rectangulaires  seront,  en  supposant  R constant  et  égal  à 
l'unité, 

x — — q cos ( X — 0)  — rc  sin  (X  — 0), 
y — -t-  q sin(X  — 0)  sin  [5  — tr  cos(X  — ©)  sinp, 
ou,  en  posant  qz=a  cosA  et  jr  = a»inA, 

x — — «cos (X  — 0 — A , 
y = -f-  « sin  (X  — 0 — A) sin p. 

L’étoile  décrit  encore  une  ellipse  autour  de  son  lieu  moyen,  mais 
le  demi  grand  axe  est  ^q2  -+-  it‘  et  le  demi  petit  axe  y '/'-t-  n2  sin  p. 

11  en  est  entièrement  de  même  pour  l'aberration  diurne.  En 
vertu  de  cette  dernière,  les  étoiles  décrivent  dans  un  jour  sidéral 
autour  de  leur  position  moyenne  une  ellipse  dont  les  demi -axes 
sont  o",3ttcosy  et  o",3i  t cos<j>  sinJ.  Pour  les  étoiles  équa- 
toriales, cette  ellipse  se  réduit  X une  ligne  droite,  tandis  que  pour 
une  étoile  qui  coïnciderait  avec  le  pôle  elle  devient  un  cercle. 

85.  ALerration planétaire.  — Si  l’astre  a un  mouvement  propre, 
comme  le  Soleil,  la  Lune,  les  planètes  et  les  comètes,  ce  que  nous 
avons  dit  de  l'aberration  des  fixes  ne  forme  pas  l'aberration  com- 
plète. En  effet,  le  lieu  de  cet  astre  change  pendant  le  temps  que  la  lu- 
mière emploie  pour  arriver  à la  Terre,  et  par  conséquent  la  direction 
observée  du  rayon  lumineux  ne  correspond  pas  à la  vraie  position 
géocentrique  de  l’astre  au  moment  de  l'observation.  Supposons 
que  le  rayon  lumineux  qui,  au  temps  t,  rencontre  l’objectif  de  la 
lunette  soit  parti  de  la  planète  au  temps  T.  Soient  {fig.  q)  P et  p 
les  positions  de  la  planète  dans  l’espace  aux  temps  T et  t,  A la 
position  de  l’objectif  au  temps  T,  a et  b les  positions  de  l'objectif 
et  du  réticule  au  temps  t,  a'  et  b'  leurs  positions  au  temps  t' 
quand  le  rayon  lumineux  rencontre  le  réticule.  Dès  lors 
AP  est  la  direction  du  lieu  de  la  planète  au  temps  T, 
ap  celle  du  lieu  vrai  au  temps  t, 

ba,  b'  a'  les  directions  des  lieux  apparentsaux  temps  t et  t' , dont 
la  différence  est  infiniment  petite, 
b'  a la  direction  de  ce  même  lieu  appâtent  débarrassé  de  l’aberra- 
tion des  fixes. 


Digitized  by  Google 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


Puisque  P,  a et  b'  sont  en  ligne  droite,  on  a 

P n t — T 

nb'  ' ‘ 

De  plus,  on  peut  toujours  supposer  que  pendant  le  petit  inter- 
valle de  temps  /'  — T le  mouvement  de  la  Terre  est  rectiligne  et 
uniforme;  par  suite,  A,  n eto'  sont  aussi  sur  une  même  droite, 

Fig.  7. 


a'r  ’"4a  A 

b' 

et,  en  outre,  An  et  aa'  sônt  proportionnels  aux  temps  t — T et 
t' — t.  Il  en  résulte  encore  que  AP  est  parallèle  à b'  a'  et  que  par 
conséquent  le  lieu  apparent  de  la  planète  au  temps  t coïncide  avec 
son  lieu  vrai  au  temps  T.  La  différence  t' — T est  du  reste  le  temps 
que  la  lumière  emploie  pour  arriver  de  la  planète  jusqu’à  l'œil, 
ou  le  produit  de  la  distance  de  la  planète  par  ,{97*, 8,  temps  né- 
cessaire à la  lumière  pour  parcourir  le  demi  grand  axe  de  l’orbite 
terrestre. 

De  là  dérivent  trois  méthodes  qui  permettent  d’obtenir,  à une 
époque  quelconque  t,  le  lieu  vrai  d'une  planète  au  moyen  de  son 
lieu  apparent  : 

I.  On  retranche  de  l’époque  observée  le  temps  emplové  par  la 
lumière  pour  aller  de  la  planète  à la  Terre;  le  lieu  vrai  correspon- 
dant au  temps  T ainsi  obtenu  est  identique  avec  le  lieu  apparent 
au  temps  t. 
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II.  Avec  la  distance  de  l’astre,  on  calcule  la  réduction  du  temps, 
c'est-à-dire  / — T,  et  à l’aide  du  mouvement  diurne  de  l’astre  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison,  la  réduction  au  temps  T du 
lieu  apparent  observé. 

III.  On  considère  le  lieu  donné  débarrassé  de  l’aberration  des 
fixes  comme  le  lieu  vrai  au  temps  T,  mais  vu  de  la  position  de  la 
Terre  au  temps  t.  On  emploie  cette  dernière  méthode  quand  on 
ne  connaît  pas  la  distance  de  l’astre,  par  exemple  dans  le  calcul 
de  l’orbite  d’une  planète  ou  d’une  comète  nouvellement  décou- 
verte. 

La  lumière  met  497% 8 pour  venir  du  Soleil  à la  Terre,  et  le 
moyen  mouvement  du  Soleil  en  un  jour  est  de  5g' 8",  19.  Par  suite, 
d’après  la  règle  II,  l’aberration  du  Soleil  en  longitude,  qui  rend 
toujours  trop  petites  les  longitudes  déduites  de  l’observation,  est 
égale  à 20", 45 ; il  faut  ajouter  que  les  variations  de  la  distance 
et  de  la  vitesse  du  Soleil  produisent  sur  cette  valeur  de  petits 
changements,  qui  dans  l’espace  d’une  année  ne  surpassent  pas 
quelques  dixièmes  de  seconde. 

86.  Démonstration  analytique  des  lois  précédentes.  — Le  pro- 
blème que  nous  venons  de  résoudre,  et  qui  est  en  fait  le  cas  gé- 
néral, peut  se  traiter  aussi  facilement  à l’aide  des  équations  fon- 
damentales du  n°  80.  Il  est  clair,  en  effet,  que  dans  ce  cas,  au  lieu 
de  la  vitesse  absolue  de  la  Terre,  on  ne  doit  employer  que  sa 
vitesse  relative  par  rapport  à l’astre  mobile;  car  cette  vitesse  re- 
lative combinée  avec  celle  de  la  lumière  déterminera  l’angle  que 
doit  faire  la  lunette  avec  la  vraie  direction  des  rayons  lumineux 
venant  successivement  de  l’astre  pour  que  celui-ci,  malgré  son 
mouvement  propre  et  celui  de  la  Terre,  paraisse  toujours  dans 
l’axe  de  la  lunette.  Soient  donc  <*,  >3,  Ç les  coordonnées  de  l’astre 
par  rapport  au  système  d’axes  considéré  plus  haut,  il  faudra,  dans 
les  équations  («)  du  n°  80,  substituer 

dx  r/ç  dy  dn  dz  d Ç , dx  dy  dz 

dt  dt  dt  dt  ’ dt  dt  ‘ dt  ’ dt  ’ dt 

Soit  A la  distance  de  l’astre  à la  Terre;  ses  coordonnées  géo- 

ccn triques  sont  A cos£  cosa, . . . , et  par  conséquent  ses  coordon- 
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nées  héliocenlriques  ç,  n,  Ç,  ont  pour  valeurs 

l — à cos  9 cos  a -h  T, 


(/) 


l 

\ r,  = a eu 

l ; = A sin  5 -h  2 j 


r,  — A coso  sin  a -b  r, 


d’où  l’on  déduit  facilement 

( dy  dr,\  dx 

\ dt  dt  J dt 

/ dy  d r,  \ 


id.r  dt 


f/x  d 1 
dt 


I sin  <3  sin  a 


) sino  cosa  -h  ( , . 

<//  / \ dt  dt  J 

(dz  dV\ 

+ [7'~in  cos'f=i 


<75 


las  formides  («)  se  transforment  donc  dans  les  suivantes 


a 


A dx 
P 


f/f  ’ 


o — à = ; 

u.  dt 


mais  - est  lé  temps  que  la  lumière  emploie  pour  parcourir  la 

P 

distance  A;  en  désignant  ce  temps  par  t — T,  on  a les  équations 


f/5 

V = 5—  {t  — T)  — - : 
' c/r 


elles  expriment  que  le  lieu  apparent  est  égal  au  lieu  vrai  au 
temps  T,  et  correspondent  aux  règles  I et  II  du  n°  86. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  évidemment  que,  dans  le  cas  ac- 
tuel, l’aberration  peut  encore  s’obtenir  en  ajoutant,  aux  seconds 
membres  des  deux  formules  (o),  les  termes 


i l dl  . dn  \ . . , 

- |--smï — cosa  | secô  pour  la  première, 


î 

P 


(d\  . . d*  , „ . 

\ dt  dt  dt  > 


pour  la  deuxième; 


ABERRATION  PLANÉTAIRE. 

on  a donc,  en  désignant  par  Da  et  05  l'aberration  des  fixes, 

, „ i Ni  . dn  \ . , 

a — a — Da  H I — sina — cosa  ) seco, 

(i  \dt  dt  ) 

,,  , , i (d\  dn.  HX,  \ 

o — o — Do  H — I — sino  cosa  H — — sms  sina  -+•  — coso  • 
p \ dt  i l rit 


Différentions  maintenant  les  équations  (/),  en  considérant  les 
grandeurs  géocentriques,  S,  a,  S,  comme  variant  seules,  et  en 
traitant  les  coordonnées  de  la  Terre  comme  des  constantes;  re- 


présentons par 


les  dérivées  partielles  de  a et  J,  et 


remplaçons  dans  les  seconds  membres  des  équations  précédentes 


les  coefficients  de  - par  les  valeurs  ainsi  obtenues,  nous  aurons 
f* 


ou 

(F)  «'_Da  = «-(/-T)^, 


équations  qui  correspondent  A la  règle  III  du  n°  85;  en  eflet 


représentent  les  dérivées  partielles  de  a et  Æ 


quand  on  fait  varier  le  lieu  héliocentrique  de  l’astre,  mais  non 
celui  de  la  Terre;  les  seconds  membres  des  deux  équations  corres- 
pondent donc  au  lieu  de  l’astre  au  temps  T,  vu  de  la  position  que 
la  Terre  occupe  au  temps  r. 


Remarque  I. — Le  mouvement  elliptique  de  la  Terre  autour  du  Soleil  cl 
son  mouvement  diurne  de  rotation  ne  constituent  pas  le  mouvement  entier 
dans  l’espace  d’un  point  de  la  Terre:  le  Soleil  lui-mème  se  meut  et  en- 
traîne avec,  lui  la  Terre  et  tout  le  système  solaire.  Comme  nous  le  verrons 
plus  tard,  cet  astre  est  animé  d'un  double  mouvement,  un  mouvement  de 
tranblalion  dans  l’espace  et  un  mouvement  périodique  causé  pnr  les  at- 
tractions des  planètes;  en  effet,  relles-ci  ne  se  meuvent  pas  réellement 
dans  des  ellipses  autour  du  centre  du  Soleil;  mais,  soumit  à leurs  attrac- 
tions réciproques,  une  planète  et  le  Soleil  décrivent  autour  de  leur  centre 
de  gravité,  qui  reste  immobilo,  deux  ellipses  dont  les  dimen*ions  sont 

I.  17 
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cnlre  elles  dans  le  rapport  inverse  des  masses  de  ces  deux  corps.  Le  pre- 
mier de  ces  deux  mouvements  peut  actuellement  être  tegurdé  comme  rec- 
tiligne et  restera  tel  un  très-long  espace  de  temps  ; il  n’a  donc  d’autre  effet 
que  de  changer  les  positions  des  astres  d’une  quantité  constante,  et  par 
suite  il  est  permis  de  n'en  point  tenir  compte.  Qu^nt  à l'aberration  due 
an  second  mouvement,  elle  est  si  petite,  qu'on  peut  toujours  la  négliger. 
Soient,  en  effet,  a et  a'  les  rayons  des  orbites  des  deux  planètes,  orbites 
que  nous  supposerons  circulaires,  r et  7'  les  temps  do  leur  révolution;  les 

vitesses  angulaires  de  ces  deux  planètes  seront  proportionnelles  à - et 

^ T* 

et  par  conséquent  leurs  vitesses  linéaires  à a 7’  et  <i't,  ou  bien  n \Ja'  et  \ja , 
car,  d’après  la  troisième  loi  de  Kepler,  les  carres  des  temps  des  révolutions 
de  deux  planètes  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  grands  axes  de  leurs 
orbites. 

Prenons  pour  unités  le  rayon  de  l’orbite  terrestre  et  la  masse  du  Soleil: 
soient  m et  a la  masse  et  le  demi  grand  axe  de  1‘oibile  d’une  planète,  la 
constante  de  l'aberration  due  au  mouvement  de  la  Terre  sera  pour  cette 
planète 

20",  /|5 

\ja 

et  celle  de  l'aberration  provenant  du  mouvement  du  Soleil  autour  du  centre 
de  gravité  commun  à ces  deux  corps  : 

ao",  45 
m — _ — • 

V*» 

Ainsi,  pour  Jupiter,  a = 5,20,  m = — — , cl  les  deux  constantes  ont 

1050 

pour  valeurs 

8",  97  et  o",oo8G; 

la  seconde  est  donc  bien,  ainsi  que  nous  l’avons  dit,  négligeable  par  rap- 
port à la  première. 

Les  perturbations,  que  les  actions  des  planètes  produisent  dans  le  mou- 
vement de  la  Terre,  changent  encore  l'aberration,  mais  ces  variations  sont 
aussi  trop  petites  pour  qu’il  y ait  lieu  d'en  tenir  compte. 

Remarque  II.  — Consulter  sur  l'aberration  : 

£e>sf.l.  — Tabula;  Régi  om  on  tance , p.  xvn  et  suiv. 

Kessel.  — Zeilschi  ift  Jiir  Astronomie,  Vol.  VI,  p.  222  c‘.  suiv. 

WoLFER.  — Tabula;  reducltonum , p.  xm  et  suiv. 

Dei.ambrr.  — Traité  d' Astronomie,  vol.  III,  ch.  XXX. 

F.  Baily.  — Préface  du  Catalogue  of  the  Rntish  Association. 

Gàcss.  — Thcoria  motus,  p.  G8  et  suiv. 

Le  Verrier.  — Annales  de  TObserratoirc  impérial,  vol.  1,  p.  218  et  suiv 
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CHAPITRE  IV. 

POSITIONS  MOYENNES  DES  ÉTOILES,  ET  VALEURS  LES 
PLUS  PROBABLES  DES  CONSTANTES  EMPLOYÉES 
DANS  LES  RÉDUCTIONS. 


Le  but  principal  de  l’Astronomie  sphérique  est  la  détermination 
des  lieux  des  étoiles  rapportés  aux  plans  fondamentaux,  et  spé- 
cialement à l’équateur,  car  les  longitudes  et  les  latitudes  ne  sont 
jamais  données  par  l’observation  directe,  mais  sont  déduites  par 
le  calcul  de  l’ascension  droite,  de  la  déclinaison  et  de  l’obliquité 
de  l’écliptique.  Si  les  observations  sont  dirigées  de  manière  à 
donner  immédiatement  les  lieux  des  étoiles  par  rapport  à l’équa- 
teur et  à l’équinoxe  du  printemps,  on  les  appelle  déterminations 
absolues.  Au  contraire,  on  appelle  déterminations  relatives  celles 
dont  on  ne  déduit  que  des  différences  d’ascension  droite  et  de 
déclinaison  avec  des  étoiles  dont  les  positions  sont  déjà  connues. 

Les  observations  donnent  les  positions  apparentes  des  astres, 
c’est-à-dire  affectées  de  la  réfraction  et  de  l’aberration  (*),  et 
rapportées  à l’équateur  et  à l’équinoxe  vrai  au  moment  de  l’ob- 
servation; il  faut,  à l’aide  des  corrections  étudiées  dans  les  deux 
Chapitres  précédents,  en  conclure  les  positions  moyennes.  Cha- 
cune de  ces  corrections  contient  une  constante  dont  on  trouve  la 
valeur  numérique  par  des  observations  analogues  à celles  qui 
donnent  les  positions  des  étoiles  et  que  l’on  détermine  en  même 
temps  que  celles-ci.  Les  valeurs,  données  pour  les  constantes  dans 
les  deux  Chapitres  précédents,  résultent  des  déterminations  les 
plus  récentes,  mais  les  observations  futures  y apporteront  encore 


(*)  Et  en  outre  de  ln  parallaxe,  pour  le  Soleil,  la  Lune,  les  planètes  et 
les  comètes. 
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de  légères  corrections;  il  y a donc  lieu  de  montrer  comment  s’ef- 
fectuent ces  déterminations. 

Les  observations  de  la  position  d’une  même  étoile,  faites  à des 
époques  différentes,  devraient,  si  elle  était  invariable,  ne  présenter 
entre  elles  que  des  différences  imputables  aux  erreurs  d’observa- 
tions et  à celles  des  valeurs  adoptées  pour  les  constantes.  Mais  la 
comparaison  des  positions  d’une  même  étoile  déterminées  à di- 
verses époques  donne  des  différences  plus  ou  moins  grandes,  qui 
ne  peuvent  être  expliquées  par  des  erreurs  de  ce  genre.  On  les 
a d’abord  attribuées  seulement  aux  mouvements  propres  des 
étoiles;  mais  nous  devons  ajouter,  dès  à présent,  que  la  cause  de 
ces  différences  n’est  pas  unique  : chacune  d’elles  doit  être  regardée 
comme  la  somme  de  deux  parties  provenant  de  deux  phéno- 
mènes distincts.  L’une  n’est  soumise  à aucune  loi  générale,  et  con- 
stitue réellement  le  mouvement  propre  de  chaque  étoile;  l’autre, 
au  contraire,  a un  caractère  paraliactique,  et  provient  d’un  mou- 
vement de  notre  système  dans  l’espace,  c’est-à-dire  du  mouvement 
propre  du  Soleil  lui-même;  sauf  quelques  exceptions,  on  peut 
considérer  les  mouvements  dus  à cette  dernière  partie  comme  uni- 
formes et  dirigés  suivant  un  grand  cercle.  Dans  le  calcul  il  sera 
nécessaire  de  tenir  compte  de  ces  deux  effets,  quand  on  voudra 
déduire  l’une  de  l’autre  les  positions  moyennes  d’une  étoile  cor- 
respondantes à des  époques  différentes. 

On  a montré  dans  les  deux  Chapitres  précédents  comment  on 
détermine  les  diverses  corrections  qu’il  faut  appliquer  aux  lieux 
des  étoiles;  mais  comme  ce  calcul  se  répète  fréquemment,  on  em- 
ploie d’autres  méthodes  plus  expéditives  et  plus  commodes  pour 
la  réduction  des  lieux  apparents  à la  position  moyenne  au  com- 
mencement de  l’année  : nous  allons  les  exposer  immédiatement. 


I.  — De  la  réduction  des  positions  moyennes  des  étoiles 

AUX  LIEUX  APPARENTS,  ET  RÉCIPROQUEMENT. 


87.  Réduction  an  lieu  apparent.  — Quantités  au.riliaircs  du 
calcul.  — La  position  moyenne  d’une  étoile  étant  connue  pour 
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le  commencement  d'une  certaine  année,  comment  obtenir  sa  po- 
sition apparente  pour  un  jour  quelconque  donné  d'une  attira 
année?  On  déduit  d'abord  de  la  position  donnée,  la  position 
moyenne  au  commencement  de  la  seconde  année,  en  tenant  compte 
de  la  précession  et  dans  certains  cas  du  mouvement  propre;  puis 
on  ajoute  la  précession  et  le  mouvement  propre  depuis  le  com- 
mencement de  l’année  jusqu’au  jour  donné,  ainsi  que  la  nutation 
et  l'aberration  correspondantes  à ce  jour.  Pour  faciliter  l'appli- 
cation de  ces  trois  dernières  corrections,  on  a calculé  des  Tables 
qui  ont  pour  argument  le  jour  de  l’année.  Ces  Tables  ont  été 
données  par  Bessel  dans  les  Tabttlæ  Rcgionmntana;  (*). 

Désignons  paraetÆ  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  moyenne 
d’une  étoile  au  commencement  d’une  certaine  année;  par  a'  et  3' 
l’ascension  droite  et  la  déclinaison  apparente  au  temps  t,  compté 
à partir  du  commencement  de  cette  année  et  exprimé  en  parties 
de  l’année;  soient  de  plus  p et  p'  les  mouvements  propres  de  l’é- 
toile en  ascension  droite  et  en  déclinaison  :Rr>n  a,  d’après  les  for- 
mules (D)  du  n°  08,  (B)  et  ( C)  du  n°  Cl  et  (A)  du  n”  80  : 

a’ — ( ni  -t-  n sina  I a ng 0 ] T -t-  rp  Procession  cl  mon?  eB.nt  propre. 

— (i5",8i48-l-6",865osin  a tangÆ)  sin  Q 
-4-  ( o ,1902-4-0  ,o8î5  sin  a langui  sin  2 JJ 

— ( 1 ,1642-4-0  ,5o54  sina  tangiîjsin 2© 

-t-(  o ,1 173-f-o  ,o5ogsina  tangd)  sin(©  — P) 

— ( o ,0195-4-0  ,oo85 sina  tango) sin(©-t-P)^ Nutiiion. 

— 9,2231  cosa  tang 3 cos  Q 

-4-  0,0897  cosa  lang<îcos2 

— o,55o9cosa  tangiî  cos2  © 

— o, oog3 cosa  tangôcos(©-4-  P 

— 20,445 1 sinasécJsin© 

— 2o,445i  cosa  coss  sécJ  cos  ©, 


Aberration. 


(*)  Pour  un  polit  nombre  dVloilcs,  ii  faut  encore  introduire  la  paral- 
laxe annuelle,  dont  l'expression  la  plus  commode  seia  donnée  plus  loin. 
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Préccttlon  et  Oiouremcnt  propre. 


S'  — S = T/ï  COS*  -+-  Tf l' 

+ 9",  2a3t  sin  a cos  Q 

— o ,0897  sin  x cos 2 Q 
+ 0 , 55og  sin  a cos  2 O 

-t-  o ,0093  sin  « cos(  O 4-  P) 

— 6 ,865ocosasin  Q 
-t-  o , 0825  cos  a sin  2 Q 

— o , 5o54  cos  a sin  2 0 

-(-  o , o5og  cos  a sin  ( 0 — P ) 

— o ,oo85cosa*in(0  -4-  P) 

— 20, 445 1 cosa  sirnî  sin  0 

-t-  20,44^1  ( sin  a sin  3 cos  « — cos  J sin«)cos0. 


Dans  ces  formules  on  a négligé  les  lernies  dépendants  de  2 (£ 
et  de  l’anomalie  ((£  — P')  de  la  Lune;  en  raison  de  la  rapidité 
du  mouvement  de  la  Lune,  ils  ont  une  courte  période,  et  par  con- 
séquent il  sera  plus  avantageux  de  les  donner  dans  une  labié 
spéciale.  Ces  termes  sont  d’ailleurs  très-petits  et,  à cause  de  la 
brièveté  de  la  période,  disparaissent  en  grande  partie  dans  la 
moyenne  d’un  grand  nombre  d’observations  d’une  étoile;  généra- 
lement, on  n’en  tient  compte  que  pour  les  étoiles  circompolaires. 
Dans  ce  cas,  il  faudra  introduire  aussi  les  termes  qui  contiennent 
les  carrés  de  l’aberration,  de  la  nutation  et  leur  produit;  termes 
donnés  par  les  formules  (E)  du  n°  Cl,  (c),  (<l)  et  (e)  du  n°  80; 
on  peut  d’ailleurs,  dans  le  cas  où  ils  ont  une  valeur  sensible,  les 
convertir  en  Tables  avec  les  arguments  (£,  0,  (0  -t-  Q ) et 
(©-£)• 

La  conversion  en  Tables  des  expressions  précédentes  se  fait 
comme  il  suit;  on  pose 


6",865o  = ni , 
o ,0825  = ni,, 

o , 5o54  = ni,, 
o , 0509  = ni,, 
o ,oo85  = ni,, 


1 5",  81 48  — mi  = //, 

0 , 1902  — mi,  = h„ 

1 , 1642  — mi,  — /(„ 
o ,1173  — mi,  — h„ 
o ,0195  — mi,  = h„ 
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et  on  obtient 

«'  — a = [t  — / sin  JJ  -4-  f,sin  2 JJ  — /,  sin  2 O 

4-  1,  sin  (O  — P)  — f,  sin(0  P.>] 

X [>»  -4-  n tangiî  sin  a ) 

— [9",R33i  cos  JJ  — o",o897  cos 2 Q 

-+-  o*,  55o9  cos  2Q  4-  o",oog3  cos  (O  4-  P)]  tan"  3 cos  a 

— 20",  445 1 cos  1 cos  Q cos  a sécJ 

— 20", 44^1  sin  Q sina  séc<î 

4-  T1A 

— A sin  Q 4-  A,  sin  2 Q — A,  sin  2 0 
4-  A3  sin  (O  — P)  — A,  sin(©  4-  P), 
et 

S1  — 3 — [r  — i sin  Q 4-  »,  sin  2 JJ  — »,  sin  2 0 

4-  »’,  sin  ( © — P)  — »,  sin(0  4-  P)]<?cosa 
4-  [ 9",  223 1 cos  JJ  — o",  0897  cos  2 Q 

4-  o”,  55og  cos  7.  © 4-  o",  0093  cos(  © 4-  P)]  sin  a 

— 20",  445 1 cosi  cos  © ( lang  t cos5  — sin  a sin  3) 

— 2o',445i  sin  0 cosa  sino 
4-T(a'. 

Faisons  maintenant  les  conventions  suivantes  : 

A = t — / sin  Q 4-  »,  sin 2 JJ  — »,  sin2  © 

4-  1,  sin  ( Q — P)  — sin  ( Q 4-  P ), 

B = — 9",  223  I cos  JJ  4-  o",  0897  cos 2 JJ 

— o",55o9cos2©  — o",oog3cos(0  4-  P), 
C =:  — 20',  445  I COSî  COS©, 

D = — 20",445t  sin  ©, 

E = — A sin  Q 4-  A,  sin  2 JJ  — A,  sin  2 © 

4-  Aj  sin  (O  — P)  — A,  sin(©  4-  P), 

a — m 4-  n sin  a tang£,  o'=r»cosa, 

A ==  cosa  tangiî,  b'  = — sin  a, 

c — cosasécJ,  c'  — tangicosà  — sin  a sin  à, 

d = sinasécj,  d' — cosa  sin 5, 
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nous  aurons  simplement 


(A) 


u — a = Aa  + BA  + Ce  -4-  D d -h  rp  E, 

3 = Afl'-h  B //-h  Cc'-f-  D^'-h  rp'; 


les  grandeurs  «,  6,  e,  d , a',  b\  J , d’  dépendent  uniquement  de 
la  position  de  l’étoile  et  de  l’obliquité  de  l’écliptique,  elles  sont 
données  par  leurs  logarithmes  dans  les  Catalogues  d’étoiles;  a et  a! 
sont  les  nombres  désignés  dans  les  Catalogues  sous  le  nom  de 
précession  annuelle  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  ; les  gran- 
deurs A,  B,  C,  D ne  dépendent,  ati  contraire,  que  de  0 et  Q, 
et  sont  ainsi  de  simples  fonctions  du  temps,  qui  peuvent  être  ré- 
duites en  Tables,  avec  le  temps  pour  argument. 

Les  valeurs  numériques  données  dans  les  formules  précédentes 
conviennent  pour  i 8oo,  et  on  a pour  cette  époque  : 

i = o",  342  23,  h =0",  0572, 

/’,  = o , oo4  1 o,  /f,  = 0,00 16, 

/,=  O,  02.5  19,  //,=  o , 0041, 

ii  = o ,00254,  A,=  o ,ooo5, 

r4  = 0,00042,  /j4=  o ; 0000, 


d’où  il  résulte  que  la  quantité  E ne  surpasse  jamais  quelques  cen- 
tièmes de  seconde,  et  peut  presque  touj'ours  être  négligée. 
Quelques  coefficients  des  formules  précédentes  relatives  à a' — a 


et  S1 — 0 varient  avec  le  temps 
valeurs  de  m et  de  «;  on  a pour 

i — o",  342  56, 

/,  = o , oo4  t o , 

i,=  O , 02520, 

i3—  o , 002  53, 
it  — o , 00042. 


’n°  Gl),  il  en  est  de  même  des 
1900  : 

h =o",o488, 

~ o , 00 1 4 , 
h7  — o , oo35, 

/is=z  o , ooo5, 

//4  = o , 0000. 


Bessel  a donné  dans  les  Tabulée  Rrgiomontanæ , les  valeurs 
des  constantes  A,  B,  C,  D,  E,  pour  toutes  les  années  de  1^50  à 
i8‘»o.  Mais  connue  il  a employé  pour  les  constantes  de  la  nutation 
et  de  l’aberration  des  valeurs  différentes  de  celles  que  nous  avons 
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adoptées,  et  que  les  termes  en  (0  — P)et  (0  + P)  ont  été  omis, 
il  faut,  afin  d’établir  la  concordance  avec  nos  formules,  faire  subir 
aux  valeurs  des  constantes  de  B$ssel  les  corrections  suivantes 
(l’unité  est  la  seconde  d’arc)  : 

Pour  rjSo,  , 

r/A  = — 0,0090 sin  Q 4-  0,0001  sin  2 Q -h  0,001 3 sin 2 0 

4-  o,oo?.5  sin  (0  — P)  — o,ooo4sin  (©4- P), 

— o,2456cosQ  4~ o , 00 1 9 cos 2 Q 

4- o, 0290 cos 2 0 — 0,0093  cos (0  4-  P), 
dC  = — o,  1 744  cos  0 , 

» 

r/Dr= — 0,1901  sin  0 , 
d E = — 0,006  sin  Q 4-  o,  001  sin  2 Q. 

Pour  i85o,  la  valeur  de  d B devient 

d B = — 0,2465  cos  Q 4-  0,0019  cos  2 Q 

4-0,0291  cos2  0 — 0,0093  cos(0  4- P). 

Ces  constantes  ont  été  calculées  par  Zech  pour  l’intervalle  de 
i85o  à 1860,  d’après  les  formules  et  les  nombres  de  Bessel,  et 
pour  l’intervalle  de  1860  à 1880,  par  Wolfer  dans  les  Tabula: 
reductionum  obsewationuru  astronomicarum  à l’aide  des  valeurs 
plus  récentes  données  plus  haut.  On  trouve  aussi  ces  constantes 
dans  les  Annuaires  astronomiques. 

88.  Tables  de  Bessel.  — Ces  Tables  contiennent  les  valeurs 
des  quantités  qui,  dans  les  expressions  de  la  réduction  au  jour, 
ne  dépendent  que  dn  temps,  c’est-à-dire  A,  B,  C,  D,  r et  E.  Elles 
y sont  données  (A,  B,  C,  D et  r par  leurs  logarithmes,  E en  valeur 
absolue)  de  dix  en  dix  jours  sidéraux  d’une  année  tropique  fictive, 
dont  le  commencement  aurait  lieu  au  moment  où  la  longitude 
moyenne  du  Soleil  est  280°,  ou  ce  qui  revient  au  meme,  au  mo- 
ment où  son  ascension  droite  moyenne  est  i8h40"' » ces  Tables 
conviennent  immédiatement  au  méridien  pour  lequel,  au  com- 
mencement de  l’année  civile,  le  Soleil  a cette  longitude  moyenne 
280°,  c’est- à dire  au  méridien  pour  lequel  Y époque  de  la  longi- 
tude moyenne  du  Soleil  est  280";  et  le  jour  désigné  par  janv.  o 
est,  en  suivant  l’usage  astronomique  de  compter  les  jours  à par- 
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tir  de  midi,  celui  dont  le  temps  sidéral  i8h  4°m>  marque  le  com- 
mencement de  l'année.  Les  Tables  donnent  donc  les  valeurs  des 
quanlités  A,  B,  C,  D,  r et  E,#  non  point  au  commencement  des 
jours  sidéraux,  mais  à i8h4om  de  chacun  d’eux,  et  par  suite 
au  moment  du  passage  au  méridien  de  toute  étoile  dont  l’as- 
cension droite  est  i8h 4om. 

Les  éléments  du  calcul  sont  : 

i°  Le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  de  l’année  : il  se 
trouve  au  moyen  de  la  formule 


. io  « 

366, 24? 20 i’ 

n prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  o à 3^,  inclusivement. 

20  La  longitude  vraie  du  Soleil  : on  la  déduit  de  la  longitude 
moyenne  (n°  V2),  dont  on  obtient  la  valeur  à un  instant  quel- 
conque par  la  relation 

ro  n 


L = 280°  -f- 


36o°. 


366,242  201 

3°  La  longitude  du  nœud  de  la  Lune;  Bessel  l’obtenait  au 
moyen  de  la  formule 

Q = 33°  1 5' 25",  9 — 1 90  20' 29",  53  (/  — 1800) 

«°  n 

— / x *9  20  29  >53> 

360,242201  u J 

où  33°  i5'25",9  esl»  d’après  les  Tables  de  Burckardt,  la  valeur  de  ' 
cette  longitude  au  commencement  de  l’année  1800,  et  190  2.o,29",53 
le  moyen  mouvement  du  nœud  de  la  Lune  pendant  une  année 
tropique. 

Ceci  posé,  parmi  les  quantités  A,  B,  C,  D,  les  unes  C et  D ne 
dépendent  que  de  O : on  les  calcule  à part;  A et  B se  composent 
de  deux  parties,  l'une  dépendant  de  0,  l’autre  de  Q : on  les  cal- 
cule séparément,  leur  somme  donne  A et  B.  Pour  les  Tables  de 
Bessel,  les  quantités  C et  D ont  été  déterminées  par  Bessel  de  l'jSo 
à i85o;  A et  B ont  été  calculées  par  Steinheil  et  Knorre,  pour 
l’intervalle  de  1750  à 1800,  et  par  Olufsen,  de  1800  à i85o. 

Les  Tables  des  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  t et  E étant  construites, 
on  prendra  clans  les  Catalogues  les  quantités 

a,  b , c,  ( l , a',  b\  c',  p et  pr, 
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relatives  à l’étoile,  et  on  formera  les  quantités 

y! — a~ D d H-  rp  -f-  E, 

S’  — 0=  Aa'~h  h b' -h  Ce' -h  Dr/'-f-  r/  , 

et  on  aura  de  dix  en  dix  jours,  au  moment  du  passage  au  méridien, 
les  réductions  au  jour  en  ascension  droite  et  en  déclinaison. 

Lorsque  l’ascension  droite  de  l’étoile  diffère  de  1 81*  4om,  les 
valeurs  ainsi  trouvées  pour  a' — a et  <?' — S ne  correspondent 
pas  au  moment  de  la  culmination. 

i°  L’ascension  droite  surpasse  i8h4o,n  : on  devra  pour  obte- 
nir le  moment  du  passage  au  méridien  ajouter  à chacun  des  jours 
de  la  Table  le  temps 
, . a — i8h4om 

(0  ■ —4 r— 

2°  L’ascension  droite  est  moindre  que  i8h4ora’  dans  ce  cas 
la  culmination,  quia  lieu  au  jour  où  commence  l’année  civile,  ne 
tombe  pas  le  jour  indiqué  dans  les  Tables  par  janv.  o,  mais  bien 
le  jour  précédent;  par  conséquent,  si  partant  du  commencement 
du  jour,  janv.  o,  on  veut  retrouver  le  passage  de  cette  étoile  au 
méridien,  il  faut  à chacune  des  dates  de  la  Table  ajouter 

l8h  4om — (24b  — a) 

(3)  ^ . 

Ces  deux  expressions  (1)  et  (2)  se  réduisent  à une  seule 

, a -f-  5b  2om 

a r= /T 1 

24'* 

si  l’on  convient  de  supprimer  l’unité,  lorsque  a i8t4°m* 

On  trouve  les  valeurs  de  a',  p.  iG  des  Tabula*  R rgiornontanrr , 
de  centième  en  centième,  c’est-à-dire  pour  des  valeurs  de  a variant 
de  i4ro,4. 

En  outre,  puisque  le  jour  où  l’ascension  droite  moyenne  du 
Soleil  égale  celle  de  l’étoile,  celle-ci  passe  deux  fois  au  méridien, 
il  faut  ce  jour-là  ajouter  l’unité  à la  date  de  la  Table  ; l’argument 
complet  est  donc 
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où  iz=o  depuis  le  commencement  de  l’année  jusqu’au  jour  où 
l'ascension  droite  moyenne  du  Soleil  est  égale  à «,  et  / = -t-  i,  à 
partir  de  celle  époque. 

La  durée  de  la  révolution  du  Soleil  ne  comprenant  pas  un 
nombre  entier  de  jours,  les  Tables  de  Bessel  conviennent  chaque 
année  à un  méridien  différent.  En  d’antres  termes,  les  valeurs 
de  a1  — a et  d'  — J déduites  des  Tables  ne  correspondent  pas 
à i8h4om  de  chaque  méridien,  et  pour  obtenir  ce  résultat  une 
petite  correction  est  nécessaire.  Soit  K la  différence  exprimée  en 
temps  des  longitudes  de  Paris  et  du  lien  pour  lequtl  la  longitude 
moyenne  du  Soleil  est  280° au  commencement  de  l’année,  diffé-  * 
rencc  que  nous  supposerons  positive  si  le  lieu  est  à l’est  de  Paris; 
soit  en  outre  d la  différence,  exprimée  en  temps,  des  longitudes 
de  Paris  et  du  méridien  où  se  font  les  observations,  et  prise  au 
contraire  négativement  si  ce  méridien  est  à l’est  de  Paris:  il  faudra, 
aux  valeurs  de  a' — a et  S'  — S déduites  des  Tables  pour  la  date 
donnée,  ajouter  les  quantités  dont  varient  les  différences  pour 
l’intervalle  de  K -+-  d.  Si  à la  date  donnée  on  ajoute  ce  nombre 
K -+-  d,  exprimé  en  parties  du  jour,  on  la  réduit  à l’année  fictive; 
aussi  Bessel  a-t-il  appelé  jour  réduit  la  date  ainsi  corrigée. 

La  quantité  d se  déduit  des  longitudes  géographiques  détermi- 
nées directement,  et  que  l’on  trouve  dans  tous  les  Annuaires  astro- 
nomiques. 

Les  valeurs  de  K s’obtiennent  au  moyen  de  la  formule 

L — ?.8o° 

K = , 

P 

où  p est  le  moyen  mouvement  tropique  du  Soleil  en  un  jour,  c’est- 
i-dire  59'8",  33,  et  L la  longitude  moyenne  du  Soleil  au  com- 
mencement de  l’année  pour  le  méridien  de  Paris.  On  a pris  dans 
les  Tables  du  Soleil  les  différentes  valeurs  de  L,  ou  la  formule  qui 
donne  L en  fonction  du  lemps(*),eton  a réduit  en  Tables  les  valeurs 


(*)  La  formule  adoptée  par  bessel,  déduite  des  observations  de  Bradley 
et  de  Bessel,  est  la  suivante 

L = -1-  a;",6o58i4.'  -t-  o'^oo  tii  i8o5.t  * — s4'  i7",o83.  p, 

1 est  compté  en  innées  juliennes  à partir  de  1S00,  p représente  pour  les 
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de  K (voir  Tabula:  Regiomontanæ , p.  i,  pour  toutes  les  «innées 
de  i^5o  à 1 85o,  et  le  Supplément  de  fVol/er , pour  les  «innées 
conquises  entre  1860  et  1880;  les  valeurs  de  R y sont  données 
en  parties  décimales  du  jour  et  en  heures,  minutes  et  secondes). 

En  résumé,  le  problème  cpie  nous  avons  «\  résoudre  étant  le 
suivant  : « Trouver  les  positions  d’une  étoile  pour  un  certain  nom- 
bre de  jours  successifs,  tous  ceux  d’un  mois,  par  exemple,  » on 
trouvera  dans  les  Tables  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  t et  E pour 
tout  le  mois,  et  à l’aide  des  quantités  a,  b>  c,  d et  p,  a' , b' , c', 
d'  et  jz'  prises  dans  les  Catalogues,  on  formera  les  sommes 

( a'  — a = A a -+-  B b -t-  C c -f-  D d 4-  rp  +-  E , 

/ 3'  — a==A*'4-B6'4-Cc'4-Dr/'-hTu', 

en  y ajoutant  ensuite  les  produits  des  différences  successives  de 
a! — a et  3' — 3,  par  l’argument 

K + rf+a'+Z; 

on  aura,  de  dix  en  dix  jours  sidéraux,  la  réduction  au  jour  pour 
l’époque  du  passage  de  l’étoile  au  méridien. 

Ou  encore,  comme  l’a  proposé  Bessel,  on  regardera  les  quan- 
tités (3)  comme  se  rapportant  à des  dates  précédant  celles  des 
Tables  d’un  nombre  de  jours  marqué  par  le  nombre  entier  con- 
tenu dans  la  valeur  de  K,  et  on  interpolera  pour  la  fraction  de 
jour  restante.  On  aura  ainsi,  pour  ces  dates  nouvelles,  ej  de  dix  en 
dix  jours  sidéraux,  la  réduction  au  jour  pour  l’époque  du  passage 
de  l’étoile  au  méridien. 

liemttrquc.  — Quand  l'année  est  bissextile  il  faut,  dans  les  mais  de  jan- 
vier et  février,  ajouter  1 à l'argument  que  nous  venons  de  donner. 

Exemple.  — On  cherche  h»  correction  de  la  position  moyenne 


années  du  xtxe  siècle,  le  reste  r de  la  division  par  4 du  nombre  t d’année»  ; 
p*mr  les  années  du  xvut®  siècle  ÿ — r — \ — On  trouvera  dans  les  An- 
nales de  l’Observatoire,  vol.  IV,  p.  102  et  suiv.  la  formule  donnée  par 
M.  Le  Verrier  pour  la  longitude  moyenne  du  Soleil,  et  les  Tables  qui  en 
résultent  pour  cette  longitude. 
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de  Vcga  (a  Lyre),  pour  avril  1861  et  pour  le  temps  de  culmina- 
tion à Berlin.  On  a pour  le  commencement  de  l’année 


a = 278°  3'3o",  <?  = -+-  38“ 39' 23",  e = 23“  27'  22", 

m = 46^,062,  log/7  = 1 , 30220, 


et  on  obtient  ainsi 

logrt  = 1,47971, 
log  b = 1 ,o4973, 
loge  = 1 ,2.5409, 
log//  = o , 10309/7, 


logrt':r=  o,44S8(J, 

log  b'—  1 >99 5(*)> 

loge'  = 1,98106, 
log //'  = 2,94233  ; 


en  outre 

logfx=  1 ,4425  > 


De  plus,  on  a, 

d’après  les  Tabulée  reductionum  de  Wolfer  : 

lofi  A 

log  B 

logC 

logD 

1 

logT 

E 

Mars  3i 

1^,7494 

0,5497/7 

! ,2600// 

0,5668/7 

i ,3go5 

-»-o,o5 

Avril  10 

7,7053 

0.5279/7 

1 ,2456/7 

0,8488/7 

1 ,4362 

-4-0, o5 

20 

7,78|9 

0,4982  // 

1 ,2 1 09  /7 

1 ,0089/7 

i,4/7b 

-4-0.  o5 

3o 

/ 

^>7995 

0,4620/7 

1 ,1596/7 

1,11 55/7 

1 , 5 1 54 

n-o,o5 

et  on  obtient  ensuite,  d’après  les  formules  précédentes  (A), 


* n 


Mars  3i 

-t-  I ,203 

— 19.85 

Avril  10 

H-  I,54l 

— >9. «9 

20 

•+■  1,871 

- >7.79 

3o 

-+•  2 , 1 85 

~,5-97 

On  a maintenant 

K = -+-0,124,  a = — o,o3i, 


5h  20m 


24'' 


— h-  °>995; 


en  outre  i = o;  car  j:our  l’époque  indiquée  l’ascension  droite  du 
Soleil  est  plus  petite  que  celle  de  l’étoile-  l’argument  est  donc 
dans  ce  cas 
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On  obtient  ainsi,  pour  les  époques  de  culmination  à Berlin, 

* , 

Mars  3 1 +1,239  — *9.79  . 

Avril  10  -f  1 ,577  — 19,09 

20  -+-  1 ,906  — 17,^2 

3o  +2,219  —15,76 


En  retranchant  ces  corrections  du  lieu  apparent,  on  obtient  le 
lieu  moyen  au  commencement  de  l’année. 


Remarque.  — Dans  ses  2Vm>  Tables  for  facililing  the  computation  of  pro- 
cession, aberration  and  nutation , Daily  a donne  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D pour 
midi  moyen.  On  trouvera  dans  la  préface  du  British  Association  Catalogue 
(B.  A.  C.  ) (p.  27  et  suiv.)  les  modifications  légères  et  d'ailleurs  évidentes 
qu'entraîne  celte  convention. 

De  plus  Baily  a,  et  sans  utilité,  changé  les  notations  de  Bessel.  On  a cru 
nécessaire  de  prévenir  le  lecteur  de  cc  changement  introduit  aussi  dans  les 
publications  anglaises  et  américaines.  Le  Tableau  de  correspondance  est 
le  suivant  : 

Bessel A,  B,  C,  D, 

Baily C,  D,  A,  B, 

et  de  même  pour  les  petites  lettres  a,  h,  c,  d ; en  outre  les  quantités  a',  b'f 
c',  d' y sont  changées  de  signes,  car  les  corrections  se  rapportent  aux  dis- 
tances polaires. 

M.  Airy  a remplacé  les  nombresde  Bessel  par  d'autres  qui  s’en  déduisent 
facilement  et  qui  présentent  l'avantage  d’avoir  toujours  le  môme  signe. 
Celte  méthode  employée  h l’observatoire  de  Greenwich  repose  sur  les  re- 
marques suivantes.  Les  valeurs  négatives  de  A,  B,  D,  c'  (nous  conservons 
ici  les  notations  anglaises  pour  Incommodité  du  lecteur)  ne  peuvent  sur- 
passer ib  en  valeur  absolue;  celles  de  C,  a'f  b’ , d'  ne  peuvent  surpasser 
1,2;  de  plus,  si  nous  ne  considérons  que  les  étoiles  dont  la  distance  polaire 
est  supérieure  à 3°  10',  les  valeurs  négatives  de  c ne  peuvent  surpasser  25 
en  valeur  absolue,  et  celles  de  a , A,  d ne  peuvent  surpasser  1,2;  par  con- 
séquent si  nous  posons 


E=A4-a5,  e = a -h  1,2,  <?'  = a'  -4-  1,2, 

F = B -h  25  , J— b -T-  1,2,  /'=i'+  1,2, 

G = C 1,2,  £ = C + 25,  g'  = c'  + 25, 

H = D-t-2.5,  h = d -f  1,2,  h1  = d’-+-  t ,2, 

L — 2 ! O — .1,2  E — 1,2  F — 25  G — 1,2  H, 

/ = 210  — 2.5  e — 25  J — 1, 2 g — a5  A, 

T = 210  — j5  e'  — 25  /'  — 1,2  g1 — a5  A', 
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les  nouvelles  quantités  seront  toujours  positives,  et  si  nous  substituons 
dans  les  formules 

A a + B S + C c ■+■  Bd, 

Ae'-t-  BA'-t-  Cc’-t-  l)d', 

les  valeurs  de  A,  B, s,  S,...,  tirées  des  équations  précédentes,  nous 
aurons  les  expressions  : 

En  ascension  droite  (l'unité  étant  la  seconde  de  temps), 

Ee  -t-  F /-t-  Gg-+HA-t-L  — / — ?uo,oo; 

En  distance  polaire  (l'unité  étant  la  seconde  d'are), 

Ee’-t-F/'-t-Gfj'-t-HA'-i-L  — V — 3oo,no  j 

dans  lesquelles  chaque  symbole  représente  une  quantité  positive  en  ascen- 
sion droite  pour  toutes  les  étoiles  distantes  du  pèle  de  plus  de  3°  tof  et  en 
distanre  polaire  pour  toutes  les  étoiles.  Les  nombres  d'Airy,  E,  F,  G,  H 
sont  donnés  pour  chaque  jour  de  l'année  dans  le  Aauttcal  Almanac ; les 
autres,  e, y,  g.  h , et,...,  sont  donnés  dans  les  Catalogues  où  l'on  emploie 
celte  méthode  de  réduction  ( Catalogue  oé"3t56  stars  formed  from  thr  obsrr~ 
rations  madr  during  twelve  yrars  from  |8J(>  lo  1847  at  thr  royal  observaloty , 
Greenwich). 

89.  Autre  méthode  rie  calcul  du  lieu  apparent  d'une  étoile.  — 
La  méthode  précédente  est  surtout  commode  quand  on  veut  cal- 
culer une  éphéméride  pour  un  long  espace  de  temps  et  qu’on  doit 
réduire  un  grand  nombre  d’observations  de  la  métne  étoile.  Si 
l'on  ne  veut  effectuer  la  réduction  que  pour  un  seul  jour,  il  est 
préférable  d’employer  la  méthode  suivante,  dans  laquelle  on  est 
dispensé  du  calcul  pénible  des  constantes  a,  b,  c, . . . . 

Les  termes  de  la  précession  et  de  la  nutation  sont,  en  effet  : 

En  ascension  droite  : An»  + An  sina  tangd  H-  Beos  a tangtf  -1-  E. 
En  déclinaison  : A n cos  a — B sin  a. 

Posons  donc 

An  = gcosG,  B = gsinG,  Am  + E=/; 
les  termes  relatifs  à l’ascension  droite  deviendront 
f g-sin  (G  -t-  a)  tangtf, 
et  ceux  qui  se  rapportent  à la  déclinaison 
g cos  (G  -t-  a). 
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De  plus  , les  termes  de  l’aberration  sont , pour  l’ascension 
droite, 

Ccosa  séc#  -4-  Dsina  sécÆ, 
et  pour  la  déclinaison, 

— C sin  a sin  $ -f  Dcosa  sin<î  4-  C tange  ros  J. 


Par  suite,  si  l’on  pose 

C = AsinH,  D =:  h cos  H , / = Ctangî, 

ils  deviendront, 

En  ascension  droite  : h sin  ( H 4-  <x)  sécÆ, 

En  déclinaison  : h cos  (H  -f-  a)  sin<î  4-  feoso. 

Les  formules  complètes,  pour  la  réduction  au  lieu  apparent, 
sont,  dès  lors, 

. a' — a =/4-  £sin  (G  -f-  a)  tang  S 
1 4 -h  sin  (H  -f-  a)  sécJ  4-  tu, 

^ I â'  — S = geos  (G  4-  a)  tangÆ 

-h  hc os  H -4-  a)  sinÆ  -f-  / cos 0 -f-  tj/. 

Les  grandeurs  /,  g , h , /,  G et  H,  ont  été  réduites  en  Tables 
dont  l’argument  est  encore  le  temps,  et  se  trouvent  dans  tous  les 
Annuaires  astronomiques  pour  des  intervalles  de  dix  en  dix  ou 
de  cinq  en  cinq  jours,  et  pour  midi  moyen. 

Exemple. — Chercher  la  réduction  de  Véga  (a  Lyre)  pour  1861 
avril  10. 

L’ascension  droite  de  Véga  est  déjà  connue  approximativement  ; 
on  en  conclut  I7hi5ra  pour  temps  moyen  approché  de  sa  cul- 
mination. Or,  d’après  le  Jahrbuch  de  Berlin,  on  a,  pour  celte 
époque, 

/ = -h  26" 98,  h = 4-  18", 98,  G = 344e 3', 

£ = 4-12,20,  / = — 7 ,58,  11  = 247.3. 

G 4-  a = 262° 6',  H 4-  a = i65°6'. 

I.  18 
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cos 

(G 

— t—  a 1 • 

1 , 1 38 i3« 

S- 

. . . 

• • • • 

1 ,o8636 

sin 

(G 

■+■  a ) • 

1 ,9958 On 

cos 

(H 

a ) . 

. 1 , 985  1 5 n 

//.. 

1 ,27830 

sin 

(H 

■+■  a)  . 

1 ,4 10 16 

/=+26")98 

gsin  (G  + a)  tangiî  = — 9,67 

A sin (H 4- a) séc#  = -+-  6,25 
Tp  =z  -4-  0,08 


^sin(G-ha)  . 1,08222/7 

tangÆ 1 ,90304 

//sin  (H  ■+■  a . . 0,68846 

costf 1,89260 

i 0,87967/? 

//cos  (H -4- a) . . 1,26345 

sin»î 1 ,7956^ 

/cos#  = — 5",  92 


gc os  (G  -h  a)  — — 1 ,68 
//cos (H  -+-  a)  sino  = — 1 1 ,46 
TfJ.'  = •+■  o ,08 


a'  — a.  — 23",  64  0*'  - S =z  — 18", 98 

= -hi%576 

90.  Formules  pour  le  calcul  de  la  parallaxe  annuelle.  — Les  for- 
mules (A)  et  (B),  pour  la  réduction  au  lieu  apparent,  ne  contiennent 
. ni  l’aberration  diurne,  ni  la  parallaxe  annuelle:  l’expression  de 
l’aberration  diurne  renfermant  la  latitude,  on  ne  peut  construire  des 
Tables  générales  qui  en  donnent  les  différentes  valeurs.  D’ailleurs, 
pour  le  méridien,  l’aberration  diurne  en  déclinaison  est  nulle, 
et,  comme  nous  le  verrons  plus  lard,  l’expression  de  l’aberration 
en  ascension  droite  a la  même  forme  que  la  correction  rendue 
nécessaire  aux  observations  par  l’erreur  de  collimation  de  l’instru- 
ment; il  est  donc  plus  simple  de  réunir  ces  deux  corrections  en 
un  seul  terme. 

Quant  à la  parallaxe,  on  doit  aussi  en  tenir  compte  quand  on 
veut  obtenir  une  très-grande  exactitude  : elle  n’a  été  déterminée 
d’ailleurs  que  pour  un  petit  nombre  d’étoiles.  On  la  calcule  ù part 
comme  il  suit.  Nous  avons  trouvé  au  n°  82,  pour  les'formules 
relatives  à la  parallaxe, 

a!  — a = — 7r(cos©  sin  a — sin  © cosscosa)  sécÆ, 

3’  — 3 = — 7r  (cose  sin  a sin  3 — sin  e cos#)  sin  © 

— TT  cos  © cosa  sin  3. 
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Posons 

k cos  K = — sin  a , 
k sin  K =,  — cosacosê, 
l cosL  = — cosasintf, 

/ sin  L = -4-  sin  a sin  ^ coss  — cosàsin*, 

nous  aurons  les  expressions  suivantes  : 

• a' — a = Tr/fcos  (K.  -+■  O)  séc  Æ, 

— <j  — 7r/cos  (L  -J- 

s 

11  n’y  aura  lieu  d'appliquer  ces  corrections  que  rarement,  quand, 
par  exemple,  on  voudra  réduire  les  observations  de  a Centaure, 
dont  la  parallaxe  atteint  presque  une  seconde  d’arc,  ou  celles  de 
la  Polaire,  à cause  de  la  présence  du  facteur  sécd  dans  l’expres- 
sion de  a — a. 

II.  — Détermination  de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison 

DES  ÉTOILES,  ET  DE  L’OBLIQUITÉ  DE  l’ÉCLIITIQÜE. 

91.  Détermination  des  différences  d'ascension  droite.  — L’obser- 
vation des  temps  des  passages  des  étoiles  au  méridien  d’un  lieu 
donne  immédiatement  les  différences  de  leurs  ascensions  droites 
apparentes  exprimées  en  temps.  Ces  observations  exigent  une 
bonne  pendule,  c’est-à-dire  une  pendule  telle,  que,  pour  des 
temps  pendant  lesquels  des  arcs  égaux  de  l’équateur  traversent  le 
méridien,  elle  batte  toujours  le  même  nombre  de  secondes  (*),  et 
un  instrument  des  hauteurs  parfaitement  établi  dans  le  plan  du 
méridien,  un  cercle  méridien.  Cet  instrument  consiste  essentiel- 
lement en  un  axe  horizontal  reposant  sur  deux  supports  et  por- 
tant de  chaque  côté  un  cercle  dont  l’un  au  moins  est  divisé  avec 
soin,  et  en  outre  une  lunette.  Aux  supports  sont  adaptés  des  ver- 
niers  ou  des  microscopes  au  moyen  desquels  on  lit  sur  le  cercle 
les  arcs  parcourus  par  la  lunette  dans  tout  mouvement  simultané 
de  la  lunette  et  du  cercle  autour  de  l’axe  horizontal. 


(*)  Il  n’est  pas  nécessaire  de  connaître  ici  le  temps  absolu,  puisqu'on 
ne  doit  observer  que  des  différence*  de  temps. 
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Pour  s’assurer  de  la  régularité  de  la  marche  de  la  pendule  sans 
avoir  besoin  de  connaître  les  positions  des  étoiles,  on  observe  les 
passages  successifs  de  déférentes  étoiles  au  fil  horaire  d’un  réticule 
situé  dans  le  plan  focal  de  l’objectif,  fil  qu’on  suppose  ici  être 
exactement  dans  le  méridien  (*  ).  Le  temps  qui  s’écoule  entre  deux 
passages  consécutifs  de  la  même  étoile  au  méridien  est  égal  à 
?4h  ‘id-  -4-  Aa,  Aa  représentant  la  variation  en  de  la  réduc- 
tionau  lieu  apparent.  En  conséquence,  si  les  observations  étaient 
exemptes  d’erreurs,  et  si,  au  moment  de  ces  deux  observations, 
l’instrument  était  exactement  dans  le  méridien,  condition  que  nous 
supposerons  remplie,  l’intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  les 
deux  passages  d’une  étoile  quelconque,  observé  avec  une  pendule 
parfaitement  réglée,  serait  égal  à 24*'  Aa;  mais,  en  raison  des 
erreurs  auxquelles  est  soumise  chacune  de  ces  observations,  on 
doit  se  borner  à admettre  que  la  moyenne  des  intervalles  de  temps 
observés  avec  un  certain  nombre  d’étoiles,  diminuée  de  la  moyenne 
de  tous  les  A a,  est  égale  à 24'*. 

Lorsque  l’on  trouve,  pour  cette  moyenne,  un  nombre 
— a différent  de  24h,  la  pendule  est  imparfaitement  réglée; 
a est  ce  que  nous  appelons  sa  marche , et  il  y a lieu  de  corriger 
de  son  effet  toutes  les  heures  fournies  par  cet  appareil. 

Supposons  en  premier  lieu  que,  pendant  un  certain  intervalle 
de  temps,  chaque  étoile  donne  des  nombres  24h  — « assez  peu 
différents  les  uns  des  autres  pour  qu’on  puisse  attribuer  ces  écarts 
aux  erreurs  d’observation;  on  regardera  alors  la  marche  de  la 
pendule  comme  constante  pendant  cet  intervalle  de  temps,  et  la 
prenant  égale  à la  moyenne  de  toutes  les  valeurs  de  a , on  aura 
corrigé  les  différences  d’ascension  droite  observées,  en  les  niul- 

. . ?4  * 

tipliant  par  —, = 

1 *24  — « a 

1 ~ H 


(*)  L’un  dos  fils  de  en  réticule  est  établi  parallèlement  au  mouvement 
diurne,  de  toile  sorte  qu’une  étoile  voisine  de  l’équateur  parcoure  toute  la 
longueur  du  fil  : on  obtient  ce  résultat  au  moyen  d’une  vis  agissant  sur  la 
monture  des  fils  et  à l’aide  de  laquelle  on  fait  tourner  le  réticule  tout  en- 
tier, jusqu’à  ce  que  l'étoile  ne  quille  plus  le  fil  pendant  son  mouvement 
dans  le  cbamp  de  la  lunette. 
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Mais,  lorsque  des  observations  nombreuses  montrent  que  la 
marche  de  la  pendule  croit  ou  décroît  avec  le  temps,  on  suppo- 
sera, ce  qui  est  toujours  permis,  que  l’expression  «le  la  marche 
horaire  au  temps  t est  de  la  forme  a + b ( t — T),  a désignant  la 
marche  horaire  au  temps  T.  Multipliant  celte  expression  par  clt  et 
intégrant  entre  les  limites  t et  24  -+- /,  nous  trouverons  pour  va- 
leur de  la  marche  de  la  pendule,  dans  l'intervalle  de  deux  culmi- 
nations d'une  étoile  qui  passe  au  méridien  au  temps  t, 

24  a -t-  24 b (12  -I-  / — T)  — u. 

Pour  chaque  étoile  observée,  on  calcule  le  coefficient  de  b,  et, 
en  remplaçant  a par  la  marche  déduite  de  l’observation  de  chaque 
étoile,  on  aura  un  certain  nombre  d'équations  de  condition  à 
l’aide  desquelles  on  pourra  déterminer  a et  b par  la  méthode  des 
moindres  carrés.  Kn  définitive,  la  marche  de  la  pendule  pendant 
le  temps  t"  — 1'  est 

„(,«_!')  + b^-f)  (4  (<'  + /")  -T], 
quantité  dont  il  faudra  corriger  tout  intervalle  de  temps  observé 

Quand  on  possède  déjà  une  série  d’étoiles  dont  les  différences 
en  ascension  droite  sont  exactement  déterminées,  la  différence  du 
lieu  apparent  de  chaque  étoile  et  du  temps  U fourni  par  la  pen- 
dule donne  l’erreur  AU  de  la  pendule,  et,  en  faisant  abstraction 
des  erreurs  possibles  d’observation  et  des  erreurs  de  position  des 
étoiles,  celte  différence  doit  être  la  meme  pour  toutes  les  étoiles, 
si  la  pendule  est  exactement  réglée  sur  le  temps  sidéral.  Soit  en- 
core a la  marche  de  la  pendule  au  temps  T ; chaque  étoile  donnera 
une  équation  de  la  forme 

o=U— a-t-  4U  + a(t-T)+  'J(t-T)’, 

et,  à l’aide  d’un  grand  nombre  d’observations,  on  pourra  déter- 
miner AU,  ci  et  b. 

Pour  observer  les  temps  de  culmination  des  étoiles,  il  est  né- 
cessaire de  disposer  le  cercle  méridien  de  l’jçon  que  le  point 
d’intersection  des  fils  du  réticule  soit  dans  le  méridien  pour 
chaque  position  de  la  lunette  ; ou  plutôt  il  faut,  si  cette  eon- 
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dition  n’est  pas  remplie,  connaître  l’écart  de  l’instrument  hors 
du  méridien  (*).  Supposons  que  la  ligne  qui  joint  le  centre  optique 
de  l’objectif  au  point  d’intersection  de  la  croisée  des  fils,  et  qu'on 
appelle  ligne  île  collimation,  soit  perpendiculaire  à l’axe  des  tou- 
rillons (axe  de  rotation  de  l’instrument);  dans  la  rotation,  cette 
ligne  décrira  un  plan  qui  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  grand 
cercle.  Si,  de  plus,  l’axe  des  tourillons  est  horizontal,  le  plan  de 
ce  grand  cercle  sera  vertical,  et  si,  enfin,  l’axe  est  dirigé  du  point 
est  au  point  ouest  de  l’horizon , la  ligne  de  collimation  se  mou- 
vra dans  le  méridien.  L’installation  de  l’instrument  exige  donc 
trois  rectifications. 

On  peut  toujours,  nous  le  montrerons  plus  lard,  s’assurer  de 
l’horizontalité  de  l’axe  avec  un  niveau  à bulle  d’air,  et,  au  besoin, 
l’obtenir  en  élevant  ou  en  abaissant  l’un  des  coussinets  au  moyen 
de  vis. 

L’influence  de  l’angle  que  la  ligne  de  collimation  fait  avec  l’axe 
se  corrige  par  l’opération  appelée  retournement.  On  retourne  l’in- 
strument tout  entier  sur  ses  supports,  en  dirigeant  la  lunette,  dans 
chacune  de  scs  positions,  vers  un  objet  éloigné,  ou,  mieux  en- 
core, sur  une  seconde  lunette  ( collimateur ) établie  dans  ce  but 
devant  l’instrument,  et  dont  la  ligne  de  collimation  coïncide  avec 
celle  du  cercle  méridien.  Au  foyer  de  cette  lunette  est  disposé 
aussi  un  réticule  qu’on  verra  dans  la  lunette  du  cercle  méridien 
comme  un  objet  infiniment  éloigné,  puisque  les  rayons  émanés 
du  réticule  sortent  de  l’objectif  du  collimateur  parallèles  entre 
eux.  Si  l’angle  que  la  ligne  de  collimation  fait  avec  l'axe  du  cercle 
méridien  diffère  d’un  angle  droit  de  la  quantité  x,  les  angles  que 
les  axes  des  deux  lunettes  font  entre  eux  dans  les  deux  positions 
du  cercle  méridien  sera  7X,  c’est-à-dire  que  le  réticule  du  collima- 
teur, vu  à travers  la  lunette  du  cercle  méridien,  paraîtra  s’être 
déplacé  de  l’angle  7x  par  rapport  à l’antre.  On  fera  mouvoir  ce 


(*)  Les  méthodes  complètes  d'etablissement  du  cercle  métidien,  la  dé- 
termination do  sos  erreurs  ol  des  corrections  qui  en  résultent  seront  données 
dans  le  second  volume.  Noos  voulons  seulement  montrer  ici,  que  ces  déter- 
minations sont  possibles  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  couna lire  les  positions 
elles  mêmes  des  étoiles. 
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dernier  de  l’angle  x au  moyen  d’une  vis  dont  l’axe  est  perpendi- 
culaire à la  lignée  de  visée;  la  ligne  de  collimation  sera  alors  per- 
pendiculaire à l’axe  de  rotation,  et  le  réticule  du  collimateur  con- 
servera dans  les  deux  positions  de  la  lunette  une  situation  invariable 
par  rapport  au  réticule  de  celle-ci,  ou,  plus  rigoureusement,  il  sera 
dans  les  deux  cas  également  éloigné  du  point  de  croisée  des  fils  du 
réticule  de  la  lunette.  Si  ce  résultat  n’est  pas  encore  exactement 
obtenu,  on  peut  rendre  l’erreur,  aussi  petite  cjue  possible  en  ré- 
pétant l’opération.  Ces  conditions  une  fois  remplies,  la  ligne  de 
collimation  décrit  un  cercle  vertical. 

Reste  à faire  coïncider  Taxe  horizontal  avec  la  ligne  est-ouest; 
dans  ce  but,  on  a recours  à l’observation  des  étoiles,  mais  la  con- 
naissance de  leurs  positions  n’est  pas  nécessaire.  Excepté  pour 
de  très-petites  latitudes,  les  circompolaires,  la  Polaire  par  exem- 
ple, décrivent  un  cercle  entier  au-dessus  de  l’horizon.  Supposons 
maintenant  que  la  lunette  se  meuve  dans  un  cercle  vertical  et 
soit,  au  moins  à peu  près,  dans  le  méridien  : dans  sa  rotation, 
la  ligne  de  visée  coupera  le  parallèle  de  l’étoile  en  deux  points, 
c’est-à-dire  que,  chaque  jour,  cette  étoile  pourra  être  vue  deux 
fois  dans  la  lunette.  Observons  les  époques  de  ces  passages  sur 
la  croisée  des  fils,  d’abord  au-dessus,  puis  au-dessous  du  pôle.  Si 
le  plan  que  décrit  la  lunette  était  le  méridien,  l’intervalle  de  temps 
qui  les  sépare  serait  égal  à i2h,8id'  -4-  Aa,  A a étant  la  variation 
de  l’ascension  droite  apparente  en  12  heures;  cet  intervalle  est-il, 
ail  contraire,  plus  grand  ou  plus  petit  que  12  heures,  la  lunette 
se  meut  à l’est  ou  à l’ouest  du  méridien.  Mais,  puisqu’on  peut 
faire  mouvoir  l’un  des  tourillons  dans  la  direction  du  nord  au 
sud,  on  le  déplacera  jusqu’à  ce  que  l’intervalle  de  temps  qui  sé- 
pare deux  observations  soit  exactement  égal  à i2h  -4-  Aa;  la  lu- 
nette sera  alors  dans  le  méridien,  son  axe  sera  dirigé  de  l’est  à 
l’ouest  (*). 


(*)  L'établissement  parfait  de  l'instrument  est  irréalisable  à cause  de  la 
variation  continue  de  ses  erreurs  ; aussi  ne  cherche-t-on  à l'obtenir  que  d'une 
façon  approchée;  et  on  détermine  ensuite  per  les  méthodes  précédentes,  ou 
par  d'autres  analogues  que  nous  exposerons  dans  le  second  volume,  les 
erreurs  de  l'instrument,  et  ces  erreurs  une  fois  connues,  on  en  corrige  les 
passages  observés. 
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On  peut  aussi  comparer  entre  eux  trois  passages  consécutifs 
d’une  même  étoile  au  méridien  ; deux  d’enire  eux  sont  par  consé- 
quent d’un,  même  côté  du  pôle.  Dans  le  cas  où  l’instrument  se 
meut  dans  le  méridien,  ces  intervalles  de  temps  doivent  être 
égaux;  s’ils  sont  inégaux,  le  plan  vertical  dans  lequel  se  ment  la 
lunette  est  situé  du  côté  du  méridien  où  l’étoile  est  restée  le  moins 
longtemps. 

L’observation  des  temps  des  passages  des  étoiles,  faite  avec  un 
instrument  ainsi  établi,  donnera  immédiatement  les  différences 
des  ascensions  droites  apparentes.  Pour  obtenir  les  différences 
des  ascensions  droites  moyennes  rapportées  au  commencement 
de  l’année,  il  faut  leur  ajouter  les  réductions  au  lieu  apparent 
prises  en  signe  contraire.  Le  calcul  des  formules  relatives  à ces 
corrections  exige  que  l'on  connaisse  déjà  des  valeurs  approchées 
de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison;  on  les  trouve  dans  les 
Catalogues  d’étoiles  construits  antérieurement. 

Si  l’astre  a un  diamètre  apparent,  il  arrive  qu’on  ne  peut  en  ob- 
server que  l’un  des  bords;  et  comme  cet  astre  a toujours  un  mou- 
vement propre,  il  faut  calculer  la  durée  du  passage  au  méridien 
de  son  demi-diamètre  (n°  56  );  on  augmentera  ou  on  diminuera 
de  cette  durée  le  temps  observé,  suivant  qu’on  aura  observé  le 
bord  qui  précède  le  centre  (icr  bord),  ou  le  bord  qui  le  suit 
(2e  bord).  Pour  le  Soleil,  dont  on  peut  observer  les  deux  bords, 
il  suffit  de  prendre  la  moyenne  des  deux  observations. 

L’époque  de  culmination  d’une  étoile  peut  être  déterminée  par 
une  autre  méthode;  elle  consiste  à observer  les  instants  où  celte 
étoile  est  à des  hauteurs  égales  de  chaque  côté  du  méridien.  Pour 
ces  observations,  il  faut  un  cercle  des  hauteurs ; c’est  un  cercle  fixé 
à une  colonne  verticale  mobile  elle-même  autour  de  son  axe,  de 
telle  sorte  que  le  cercle  puisse  être  amené  successivement  dans 
tous  les  plans  verticaux.  Après  avoir  observé  avec  cet  instrument 
les  instants  où  une  étoile  a des  hauteurs  égales  de  part  et  d’autre 
du  méridien,  on  en  prend  la  demi-somme  et  on  a l’epoquc  de  la 
culmination  de  l’étoile.  Il  est  évidemment  inutile  de  connaître  la 
hauteur  de  l’étoile,  et  il  suffit  que,  dans  les  deux  observations, 
la  lunette  fasse  avec  l’horizon  des  angles  égaux.  Mais  si  ces  deux 
angles  diffèrent  quelque  peu,  il  est  facile  de  calculer  l’erreur  qui 
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en  résulte  pour  l'époque  de  la  culmination.  En  effet,  si  la  distance 
zénithale  observée  à l’ouest  est  trop  grande  de  A z,  l’étoile  avait  au 

» As 

moment  de  l’observation  un  angle  horaire  trop  grand  de : — : 

il  faut  donc  retrancher  la  quantité  yr : de  la  movenne  des 

. cosfSinA 

deux  temps  observés. 

D’ailleurs,  la  réfraction  rend  toujours  nécessaire  une  correc- 
tion de  ce  genre;  en  effet,  bien  que  la  réfraction  moyenne  soit  la 
même  pourdeux  observations  faites  à la  même  hauteur,  les  varia- 
tions survenues  dans  l'état  des  instruments  météorologiques  pen- 
dant l’intervalle  de  deux  observations  produit  dans  les  termes 
correctifs  de  la  réfraction  une  petite  différence  dont  l’influence 
peut  être  calculée  à l’aide  des  formules  données  précédemment. 
Pour  le  Soleil,  on  doit  encore  tenir  compte  de  la  variation  de  la 
déclinaison  pendant  l’intervalle  de  ces  observations. 

De  la  formule  donnée  au  n°  53,  et  que  nous  venons  de  rap- 
peler, 

dz  . . 

— — cosy  sin  A = coso  sin  p , 

résultent  plusieurs  enseignements.  11  est  clair  tout  d’abord  que, 
pour  la  détermination  qui  nous  occupe,  il  faudra  de  préférence 
observer  les  étoiles  au  voisinage  du  premier  vertical,  car  c’est 
alors  que  les  distances  zénithales  varient  le  plus  rapidement,  et 
de  plus  choisir  des  étoiles  voisines  de  l’équateur;  en  outre,  cette 
méthode  sera  surtout  avantageuse  pour  un  lieu  de  la  Terre  proche 
de  l’équateur;  car  alors  cos«p,  étant  égal  à l’unité,  à une  même 
variation  de  z correspondra  une  variation  minimum  de  t.  La  dé- 
termination des  ascensions  droites  absolues  repose,  comme  nous 
le  verrons  plus  tard,  sur  des  observations  de  passages;  aussi  em- 
ploiera-t-on avec  avantage  la  méthode  précédente,  quand  on  sera 
placé  en  un  lieu  voisin  de  l'equateur. 

92.  Détermination  des  déclinaisons  des  étoiles.  — Au  moment 
de  son  passage  au  fil  vertical  du  rende  méridien,  on  bissecte  l’é- 
toile avec  le  fil  horizontal,  et  on  fait  la  lecture  sur  le  cercle  avec  les 
verniers  ou  les  microscopes;  la  différence  des  lectures  faites  dans 
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chaque  cas  donne  la  différence  des  hauteurs  méridiennes  appa- 
rentes (*). 

Si  l’on  connaît  aussi  la  lecture  qui  correspond  au  zénith,  en  la 
retranchant  de  toutes  les  autres  on  obtiendra  les  distances  zéni- 
thales apparentes.  Le  point  du  cercle  qui  correspond  au  zénith 
se  détermine  comme  il  suit  : la  lunette  pointant  sur  le  nadir  et 
un  bain  de  mercure  étant  placé  sous  l’objectif,  on  éclaire  l’ocu- 
laire par  l’extérieur,  de  façon  que  la  lumière  soit  réfléchie  par 
le  mercure;  on  peut  alors  apeicevoir  en  même  temps  le  fil  hori- 
zontal sur  le  fond  clair  du  champ,  et  son  image  réfléchie;  on 
fait  ensuite  mouvoir  la  lunette  jusqu’à  ce  que  l’image  réfléchie  du 
fil  coïncide  avec  le  fil  lui-même.  Dans  cette  position,  la  ligne  de 
visée  de  la  lunette  est  exactement  verticale.  On  lit  la  division  cor- 
respondante du  cercle,  on  en  déduit  ensuite  celle  qui  correspond 
au  zénith. 

Les  distances  zénithales  des  étoiles  doivent  être  avant  tout  cor- 
rigées de  la  réfraction,  et  aussi  de  la  parallaxe  quand  on  observe 
le  Soleil,  la  Lune  ou  les  planètes.  Pour  cela  on  ajoute  à la  distance 
zénithale  la  réfraction  calculée  d’après  la  formule  (A)  du  n°  76, 
et  on  en  retranche  ps\i\z,  p désignant  la  parallaxe  horizontale; 
pour  la  Lune,  cependant,  on  calcule  la  parallaxe  au  moyen  des 
formules  rigoureuses.  Si  l’astre  a un  diamètre  apparent,  il  faiit, 
après  avoir  corrigé  de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe  la  distance 
zénithale  du  bord  observé,  lui  ajouter  le  demi-diamètre  apparent 
pris  avec  un  signe  convenable.  Lorsqu’on  aura  pu  observer  les 
deux  bords,  on  prendra  la  moyenne  des  deux  distances  zénithales 
corrigées.  Dans  ce  cas,  l'observation  du  bord  supérieur  et  celle 
du  bord  inférieur  se  font  à une  certaine  distance  du  fil  vertical, 
c’est-à-dire  du  méridien;  une  petite  correction  devient  donc  né- 
cessaire, car  le  fil  horizontal  représente  un  grand  cercle  de  la 
sphère  céleste  et  diffère  par  conséquent  du  parallèle  de  l’astre; 
on  y reviendra  dans  le  second  volume.  Avec  les  distances  zéni- 
thales méridiennes  et  la  latitude  du  lieu  d’observation,  on  ob- 


(*)  Nou9  donnerons  dans  lo  second  volume  les  corrections  complètes 
qu'il  faut  apporter  à celle  lecture  pour  éliminer  les  erreurs  de  l’instrument 
(erreurs  de  division  et  de  flexion). 
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tient  les  déclinaisons  d’après  les  formules  du  n°  51.  Quant  à la 
latitude,  on  peut  la  déterminer  facilement,  en  observant  les  dis- 
tances zénithales  des  circompolaires  à leurs  culminations  supé- 
rieure et  inférieure.  En  effet,  la  demi-somme  des  distances  zé- 
nithales corrigées  de  la  réfraction,  augmentée  de  ÿ. &3,  est 
égale  à la  colatitude  du  lieu  de  l'observation,  A i étant  la  varia- 
tion de  la  déclinaison  apparente  pendant  cet  intervalle  de  temps. 
On  peut  encore  obtenir  la  latitude  en  observant,  au  moment  de 
leurs  culminations  supérieure  et  inférieure,  les  circompolaires 
directement  et  par  réflexion  sur  un  bain  de  mercure.  La  demi- 
somme  des  hauteurs  corrigées,  diminuée  de  àS,  donnera  la  la- 
titude du  lieu  de  l’observation.  Mais,  puisque  les  observations 
directes  et  réfléchies  ne  peuvent  jamais  avoir  lieu  au  même  instant, 
on  fait  habituellement  dans  le  voisinage  du  méridien  plusieurs 
observations  pour  chaque  culmination,  et  l’on  réduit  chacune 
d’elles  au  méridien,  comme  on  le  montrera  dans  le  second  volume 
en  traitant  du  cercle  méridien. 

Quand  le  lieu  d'observation  est  voisin  de  l’équateur,  les  cir- 
compolaires ne  conviennent  point  à la  détermination  de  la  latitude. 
Dans  ce  cas,  au  lieu  de  chercher  directement  la  latitude,  on  dé- 
termine la  hauteur  ou  la  distance  zénithale  de  l’équateur  par  l'ob- 
servation du  Soleil  ( voir  n°  93). 

La  latitude  du  lieu  d'observation  étant  connue,  on  déduit  de  la 
distance  zénithale  observée  et  corrigée  de  la  réfraction  la  valeur 
de  la  déclinaison  apparente  de  l’étoile,  et  en  ajoutant  à cette  dé- 
clinaison la  réduction  au  lieu  apparent  prise  avec  un  signe  con- 
traire, on  obtient  la  déclinaison  moyenne  au  commencement  de 
l’année. 


93.  Détermination  de  l'obliquité  de  l’écliptique.  — La  relation 
sinA  tangi  = tangD 


montre  que  l’observation  de  la  déclinaison  du  Soleil  donnera  l’o- 
bliquité de  l’écliptique  si  l’ascension  droite  est  connue,  ou  l’as- 
cension droite  si  l’obliquité  est  déjà  déterminée.  D’un  autre  côté, 
de  l'équation 


cot  Ad  A 


2 dt 

sinat 


2r/D 
sin  2 D 
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obtenue  en  difTérenliant  logarithmiquement  la  formule  précédente, 
il  résulte  que,  pour  la  détermination  de  l'obliquité  de  l'écliptique, 
les  observations  les  plus  avantageuses  sont  celles  qui  sont  faites  au 
voisinage  des  solstices,  et  qu’au  contraire,  pour  celle  de  l’ascension 
•droite  du  Soleil , il  faut  de  préférence  faire  les  observations  au  voi- 
sinage des  équinoxes.  Si  l’on  avait  observé  la  déclinaison  du  Soleil 
au  moment  même  où  son  ascension  droite  était  go°  ou  •A700,  la 
différence  du  nombre  ainsi  obtenu  et  de  la  latitude  du  Soleil  serait 
égale  à l’obliquité  de  l'écliptique. 

En  général,  la  déclinaison  du  Soleil  a été  observée  non  point 
aux  solstices  mêmes,  mais  en  leur  voisinage;  cependant,  si  Ton 
connaît  approximativement  la  position  des  équinoxes,  ces  obser- 
vations pourront  servir  à déterminer  l’obliquité  de  l'écliptique; 
on  emploiera  dans  ce  but  la  formule  précédente,  ou  mieux  son 
développement  en  série. 

Soit  D'  la  déclinaison  observée,  B la  latitude  du  Soleil;  d’après 
les  formules  données  dans  la  remarque  du  n°  39, 


D = D'  — ~~T\  B 
cos  U 


serait  la  déclinaison  corrigée  de  l’influence  de  la  latitude  du  Soleil, 
c'est-à-dire  la  déclinaison  qu’on  aurait  obtenue  si,  au  moment  de 
l’observation,  le  centre  de  cet  astre  eût  été  dans  l’écliptique.  Soit 
x la  distance  du  Soleil  au  point  solsticial  exprimée  en  ascension 
droite  et  par  conséquent  égale  à go” — A,  on  aura 


cosx  tang«  = tangD. 

Puisque,  par  hypothèse,  x est  très-petit,  on  peut,  à l’aide  de 
cette  équation,  développer  een  une  série  rapidement  convergente, 
qu’on  obtient  au  moyen  de  la  lormule  (18)  du  n”  11, 

(A)  ( = D -+-  lang’  } x sin  2 D -t-  tang1  \x  siu  4 D -f  . . . . 

Cette  formule  permet  de  trouver  l’obliquité  de  l’écliptique  à 
I aide  d une  observation  de  la  déclinaison  du  Soleil  faite  au  voisi- 
nage du  solstice.  L’aberration,  n’ayant  d’autre  effet  que  de  chan- 
ger la  position  apparente  du  Soleil  dans  l’écliptique,  est  évidem- 
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ment  sans  influence  sur  le  résultat.  De  même,  la  valeur  de  e variera 
peu  quand  on  réduira  A et  D à un  autre  équinoxe  en  tenant 
compte  de  la  précession.  Mais  si  A et  D sont  affectés  de  la  nuta- 
tion, la  valeur  trouvée  pour  e sera  celle  de  l’obliquité  apparente 
de  l’écliptique  affectée  de  la  nutation. 

Exemple.  — Au  19  juin  i843,  on  a observé  à Kœnigsberg  la 
déclinaison  du  Soleil;  corrigée  de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe, 
celte  déclinaison  était  4-  23°26'  8",  57  ; on  a trouvé  à la  même 
époque,  pour  l’ascension  droite,  5l,48'"  5o*,54«  Ainsi,  dans  ce 
cas, 

x = oh  1 iro9%  48  = 2n47r  21  ",90, 

et,  puisque  la  latitude  du  Soleil  était  4-  o",  70,  on  avait 

Déclinaison — -\-ï30i6'  7", 87 

Premier  terme  de  la  séi  ie. . . = *4-  1 . 29  , 23 

Deuxième  terme  de  la  série.  = -4-  o , 04 

e = -4-  z3°  3')" , i4 

» 

Cette  valeur  est  l'obliquité  apparente  pour  1 84 3 juin  19,  telle 
que  l’aurait  donnée  cette  observation.  Calculons  maintenant  la  nu- 
tation de  l’obliquité  d’après  les  formules  du  n°6i  ; à cete  date 

Q ==  272037', 4,  0=  870  o',o, 

(£  = 35o.  1 7 ,0,  P = 280 . 1 4 j o, 

nous  avons  donc 

Ai  = 4-  o",  o5, 

et,  par  conséquent,  cette  observation  donnera,  pour  l’obliquité 
moyenne  en  ce  jour, 

23°27'37",o9. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat,  mais  par  une  voie  plus  lon- 
gue, en  corrigeant  A et  D de  la  nutation,  comme  on  l'a  montré 
aux  n°*61  et  03,  et  en  faisant  avec  ces  valeurs  corrigées  les  calculs 
indiqués  par  la  formule  (A).  La  nutation  en  longitude  est  égale  à 

4-  17",  18; 
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on  a,  par  conséquent, 

Ad=-t-i\  2.5,  Ai  = o",  3g, 

et,  par  suite. 

Déclinaison  corrigée. . . = -4-23°26'  7", 48 

Premier  terme = -+-  i .29  ,5^ 

Deuxième  terme = -4-  o ,04 

Obliquité  moyenne. ...  = + 23° 27'  37* , og 

Élimination  des  erreurs.  — Pour  obtenir  un  résultat  indépen- 
dant des  erreurs  accidentelles  d'observation,  on  observera  aussi 
souvent  que  possible  la  déclinaison  du  Soleil  dans  les  jours  voisins 
du  solstice,  et  on  prendra  pour  valeur  de  l’obliquité,  la  moyenne 
des  valeurs  déduites  de  chacune  de  ces  observations. 

Mais  de  cette  maniéré  les  erreurs  constantes  dont  peuvent  être 
affectés  x et  D ne  sont  point  éliminées.  Désignons  par  «'  l’obliquité 
calculée  avec  les  valeurs  précédentes  de  x et  D,  par  s la  valeur 
exacte  de  l’obliquité,  par  dx  et  d D les  erreurs  de  x et  de  D.  Chaque 
observation  donne  une  équation  de  la  forme 

, , . . , sin2i 

«=«-+-—  langxsin  2c  dx  h — ; -rfD, 

sin  2 D 

qu’on  obtient  facilement  au  moyen  de  l’équation  différentielle 
précédente,  en  y supposant  dx  exprimé  en  temps;  ainsi,  pour 
l’exemple  précédent,  on  a 

1 r=  23°27'37",09  -+-  o", 21 2 .dx  + i",oot  .f/D, 

de  telle  sorte  qu’une  erreur  d’une  seconde  de  temps,  commise  sur 
x,  produit  une  erreur  de  o",3i2  sur  l’obliquité.  Prenons  ensuite 
une  valeur  1,  de  1,  telle  que  < = t,  -+-  dt,  et  posons  t,  — e'  = n, 
on  déduit  de  chaque  observation  une  équation  de  la  forme 

. , sinîi 

o = n -\-dt  — ~ tangxsin  11  dx : d D. 

siri2D 


En  traitant  ces  équations  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
nous  obtiendrons  les  trois  équations  du  minimum  à l’aide  des- 
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quelles  nous  pourrons  considérer  th  comme  fonction  derf-r  et  </D; 
en  d'aulres  termes,  ces  équations  permettraient  de  trouver  la  va- 
riation ilt  correspondante  à des  variations  il  A = — dx,  et  </D 
des  ascensions-droites  et  des  déclinaisons  du  Soleil  : la  valeur  la 
plus  probable  de  l'obliquité,  déduite  des  observations  d'un  solstice, 
aura  donc  la  forme 

«'  -+-  ad  D -+-  bdx, 

où  la  valeur  du  coefficient  de  e/D  est  toujours  très- voisine  de 
l’unité. 

S’il  n’existe  pas  d’errcùrs  constantes  dans  D et  x,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  dD  et  d. r sont  nuis,  on  devrait,  avec  les  ob- 
servations faites  à deux  solstices  consécutifs,  trouver  des  valeurs 
de  « ne  différant  entre  elles  que  de  o",  a3,  partie  de  la  variation 
séculaire  qui  correspond  à l'intervalle  des  deux  observations.  Mais 
les  erreurs  accidentelles  commises  sur  chaque  observation  de  la 
distance  zénithale  ou  les  erreurs  accidentelles  de  la  réfraction,  ne 
disparaissent  pas  complètement  de  la  moyenne  des  observations 
faites  aux  environs  d’un  même  solstice;  nous  ne  pourrons  donc 
espérer  obtenir  une  valeur  exacte  de  l’obliquité  pour  une  époque 
déterminée,  qu’en  réduisant  à cette  époque  tous  les  résultats  ob- 
tenus, comme  nous  venons  do  l’indiquer,  pour  un  grand  nombre 
de  solstices  différents  et  en  prenant  leur  moyenne  : de  plus,  en 
déterminant  ainsi  l'obliquité  moyenne  pour  deux  époques  diffé- 
rentes, on  aura  en  même  temps  la  variation  séculaire  de  cette 
quantité. 

Cela  posé,  soit  s, -t -di  la  vraie  valeur  de  l’obliquité  moypnne 
à l'époque  t„  Ai  -+-x  sa  diminution  annuelle,  et  supposons  que 
l'observation  ait  donné  le  nombre  ■ pour  valeur  de  l'obliquité 
moyenne  au  temps  f;  si  celte  valeur  était  exacte,  on  aurait  l’é- 
quation 

• = î,  4-  dt  — (As  -t-  x)  ( t — t,). 

Ainsi,  en  faisant 

«,  — Ai(f  — t,)  — « = », 

chaque  observation  de  l’obliquité  moyenne,  faite  à l'époque  d’un 
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solstice,  donnera  une  équation  de  la  forme 

o — n + rf«  -t-  x (f — t,), 

et,  avec  un  grand  nombre  d’observations  analogues,  on  pourra, 
par  la  méthode  des  moindres  carrés,  trouver  les  valeurs  les  plus 
probables  de  rf«  et  de  x.  Iiessel  a obtenu  ainsi,  par  la  comparai- 
son de  «es  observations  propres  avec  celles  de  Bradley,  la  valeur 
23° 27' 54", 80  pour  l'obliquité  moyenne  de  l'ecliptique  en  1800, 
et  o",457  pour  sa  diminution  annuelle.  Peters,  en  comparant 
les  observations  de  Struve  avec  celles  de  Bradley,  a trouvé,  pour 
l’obliquité  moyenne  au  temps  t, 

23°  27*54",  22  — (f  — 1800), 

valeur  que  l’on  regarde  généralement  aujourd’hui  comme  plus 
exacte. 

Examinons  maintenant  le  ras  où  il  y a dans  les  données  des 
observations  des  erreurs  constantes.  Supposons  en  particulier  que 
les  observations  des  déclinaisons  soient  affectées  d’une  erreur  con- 
stante comme,  par  exemple,  si  la  latitude  du  lieu  n’est  connue 
qu’approximativement  : dans  ce  cas,  les  valeurs  de  l’obliquité, 
déterminées  aux  solstices  d’hiver  et  aux  solstices  d’été,  présentent 
entre  elles  une  différence  constante.  Or,  soit  rfy  la  correction  de 
la  valeur  adoptée  pour  la  latitude,  1 et  i la  valeur  vraie  de 
l’obliquité  et  la  valeur  déduite  des  observations.  Comme  ( n"  51  ] 
D = z -t-  y,  on  aura,  pour  déterminer  rfy,  les  équations 

observations  du  solstice  d’été t — 1'  -4- «rfy, 

observations  du  solstice  d’hiver. . . . t,  = «'  — ail  y, 

d’où 

t',  — *'■+•  1 — «, 

rfy  — j 

T a 4-  a‘ 

où  « — t,  représente  la  variation  séculaire.  Telle  est  la  correc- 
tion de  la  latitude,  en  supposant  que  la  détermination  de  : ne  soit 
affectée  d’aucune  cireur  constante.  Mais  on  peut  en  outre  trou- 
ver ainsi,  par  les  observations  des  distances  zénithales  du  Soleil 
faites  aux  jours  des  solstices  d’été  et  d’hiver,  une  valeur  déjà  ap- 
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afch) 

(trochée  de  la  latitude  du  lieu.  Soient,  en  effet,  z'  et  z"  les  dis- 
tances zénithales  observées  et  corrigées  de  la  réfraction,  de  la 
parallaxe  et  de  la  nutation,  et  regardées  comme  négatives  quand 
le  Soleil  passe  au  méridien  au  sud  du  zénith;  on  a évidemment 

T = — i (*'  + *";• 


94.  Détermination  des  ascensions  droites  absolues  des  étoiles. 
— L’obliquité  de  l’écliptique  étant  connue,  on  peut  déterminer 
l’ascension  droite  absolue  d’une  étoile,  et,  à l’aide  des  différences 
d’ascension  droite,  les  ascensions  droites  de  toutes  les  étoiles.  On 
choisit  toujours,  dans  ce  but,  une  belle  étoile  que  l’on  puisse 
observer  même  dans  le  jour  et  qui  soit  située  au  voisinage  de 
l’équateur,  comme  Procyon  (a  Petit  Chien)  ou  Altaïr  (a  Aigle). 
Supposons  actuellement  que  l’on  ait  observé  au  méridien  l’étoile 
et  le  Soleil  aux  temps  t et  T de  la  pendule;  la  quantité  t — T, 
corrigée  de  la  marche  de  la  pendule,  est  égale  à la  différence  de 
l’ascension  droite  de  l’étoile  et  de  celle  du  Soleil  à l'époque  de  la 
culmination  de  ce  dernier  astre.  Supposons  de  plus  qu’on  ait 
aussi  observé  la  déclinaison  du  Soleil  au  moment  de  son  passage 
au  méridien,  et  soit  D cette  déclinaison  corrigée  de  la  parallaxe 
et  de  la  latitude  du  Soleil,  on  aura  l’équation 


et,  par  suite, 


sinA  tangi  = tangD, 


. tang  D 
x = arc  un  — 5 — 

tang» 


T. 


En  toute  rigueur,  le  temps  T doit  en  outre  être  corrigé  de  l’in  • 
fluence  de  la  latitude  du  Soleil  par  l’addition  du  petit  terme 

B . ■ . • 

H cos  A sec  J sin  » . 

i5 


Si  la  valeur»  adoptée  pour  l’obliquité  et  la  déclinaison  D don- 
née par  l’observation  sont  erronées,  la  valeur  obtenue  pour  a le 
sera  également,  même  en  faisant  abstraction  des  erreurs  d’ob- 
servation qui  peuvent  avoir  été  commises  sur  l’intervalle  t — T. 

I.  <9 


B 
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2 9° 

Pour  apprécier  l'influence  de  ces  erreurs,  on  se  sert  encore  de 
l’équalion  différentielle  trouvée  au  n"  93 


il  X - - 


■y.  tang  A 2 tang  A 

— : ni  H : — au, 

SI0  2I  St  11  2.  D 


d’après  laquelle  chaque  observation  donne 


(A) 


x — arcsin 


tan  g D 
tang  < 


atangA  j a tangA 
sin  ai  sin  2 1) 


Celte  équation  montre  que  les  meilleures  observations  sont 
celles  qui  sont  faites  au  voisinage  des  équinoxes.  En  effet,  les  coef- 
ficients de  ilt  et  r/D  ont  alors  les  plus  petites  valeurs  possibles; 
celui  de  rit  est  nul  et  celui  de  d D égal  à cot  i,  c'est-à-dire  à 2,  3. 
De  plus,  il  est  facile  de  combiner  les  observations  de  manière  à 
annuler  les  effets  des  erreurs  constantes  qui  altéreraient  les  valeurs 
de  t et  de  D.  En  effet,  prenons  toujours  pour  l'angle  A celle  des 


valeurs  données  par  l'équation  sin  A =: 


tang  D 
tangi 


qui  est  inférieure 


à go°,  et  appliquons  la  formule  précédente  à l’ascension  droite  du 
Soleil,  t8o°  — A',  A'  étant  un  angle  aigu;  nous  aurons,  en  dé- 
signant par  t'  et  T'  les  époques  de  culmination  de  l’étoile  et  du 
Soleil, 

0 . tangD'  , atangA'  , 2 tang  A' 

ot=  i8o° — arcsin  — ht — T -I . — 8---</i : — b U D, 

tang  i sin  a « sin  a D 


équation  qui,  combinée  avec  la  précédente,  donne 


(B) 


;t(#-T)  + («'-r)] 

, / . tangD 

-4-  1 I arc  sin  — arc  sin 

\ tangi 


tang  D' 
tangi 


-4-  i8o° 


) 


( tanS  a 

\sin2D 


»«ng A'\  /D  _ tangA  — tangA'  ^ 
sin2D'/  sin  2 e 


Supposons  maintenant  que  A'  =A,  nous  aurons  aussi  D'  = D. 
Ainsi,  en  observant  les  différences  en  ascension  droite  du  Soleil  et 
d une  étoile  à des  époques  où  les  ascensions  droites  du  Soleil  sont 
supplémentaires,  les  coefiirients  de  </D  et  de  fit  dans  l’équation  (B) 


Digitized  by  Google 


ASCENSIONS  DROITES  ABSOLUES. 


29I 

seront  nuis,  et  par  conséquent  les  erreurs  constantes  commises 
sur  la  déclinaison  et  sur  l’obliquité  n’auront  aucune  influence  sur 
l’ascension  droite  de  l’étoile.  A la  vérité  on  n’atteindra  jamais  ri- 
goureusement ce  résultat,  car  jamais  il  n’arrivera  que  le  Soleil, 
ayant  l’ascension  droite  A à l’un  de  ses  passages  au  méridien,  ait 
exactement  à un  autre  passage  l'ascension  droite  180° — A.  Mais 
A'  étant  seulement  voisin  de  180° — A,  l’erreur  résiduelle  dépen- 
dant de  dû  et  d edt  sera  encore  excessivement  petite. 

Ainsi,  pour  déterminer  l’ascension  droite  absolue  d’une  étoile, 
il  faut  observer  les  différences  d’ascension  droite  du  Soleil  et  de 
l’étoile  au  voisinage  des  deux  équinoxes.  Si  la  première  observa- 
tion a été  faite  après  l’équinoxe  du  printemps,  on  fera  la  seconde 
à la  même  distance  avant  l’équinoxe  d’automne;  réciproque- 
ment, si  la  première  observation  a été  faite  avant  l’équinoxe  du 
printemps,  on  devra  faire  la  seconde  après  l’équinoxe  d’automne 
et  la  meme  distance.  Par  la  combinaison  de  deux  pareilles  ob- 
servations, les  erreurs  constantes  de  D et  de  « disparaissent,  et  il  ne 
reste  dans  le  résultat  que  les  erreurs  accidentelles  commises  dans 
l’observation  du  passage  et  de  la  déclinaison.  Ces  dernières  er- 
reurs ne  peuvent  être  éliminées  que  par  la  multiplicité  des  obser- 
vations; il  faudra  donc  combiner  non  pas  seulement  deux,  mais 
un  nombre  aussi  grand  que  possible  d’observations  faites  avant  et 
après  l’équinoxe  du  printemps,  et  pareillement  avant  et  après 
l’équinoxe  d’automne;  dans  ce  cas  il  ne  sera  même  pas  néces- 
saire de  se  limiter  au  voisinage  immédiat  de  l’équinoxe.  Supposons 
que  a,  soit  une  valeur  approchée  de  a,  de  sorte  que  a = a,  -+-  da, 
et  posons 

. tangD  , _ 

a,  — arc  sin  — — — (/  — T)  = n, 
tang. 

chaque  observation  donnera  une  équation  de  la  forme 


o = n -t-  da  -t- 


2 tang  A , 

— r— 2 — «« 

sin  2 < 


2 tangA 
sin  2 U 


dû, 


à la  condition  que  rfD  puisse  être  regardée  comme  constante  pen- 
dant tout  l’intervalle  des  observations.  Traitant  toutes  ces  équations 

>9 
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par  la  méthode  des  moindres  rarrés,  nous  trouverons  les  valeurs 
les  plus  probables  de  dx,  d i cl  d D ; en  d’autres  termes,  à l’aide 
des  équations  du  minimum  nous  déterminerons  dx  en  fonction  de 
dt  et  dD;  en  les  substituant  dans  l'expression  de  dx,  nous  trouve- 
rons la  correction  d x qui,  combinée  avec  les  valeurs  de  dt  et  dD, 
rend  minimum  la  somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles.  D’ail- 
leurs, si  les  observations  sont  assez  nombreuses  et  convenable- 
ment réparties  entre  les  deux  équinoxes,  les  coefficients  de  dt 
et  il  D,  dans  l’équation  finale  relative  à dx,  seront  toujours  très- 
petits. 

Si  les  observations  s’étendent  à une  grande  distance  des  équi- 
noxes, il  peut  arriver  que  d D ne  puisse  pas  être  regardée  comme 
ayant  une  valeur  constante  pour  toutes  les  déclinaisons  observées; 
ce  fait  se  présente  quand,  par  exemple,  les  erreurs  de  division 
du  cercle  qui  sert  aux  observations  dépendent  de  la  distance 
zénithale,  ou  bien  encore  quand  la  constante  de  réfraction  em- 
ployée a besoin  d’une  correction.  Bien  que,  dans  cette  hypothèse, 
avec  des  observations  faites  symétriquement  par  rapport  aux  équi- 
noxes, une  pareille  erreur  n’ait  aucune  influence  sur  le  résultat, 
néanmoins  la  valeur  trouvée  pour  d D,  ou  le  terme  dépendant  de 
d D dans  l'expression  finale  de  dx,  n’aurait  aucun  sens,  ou  du 
moins  ne  se  rapporterait  qu'à  une  valeur  moyenne.  Aussi,  dans 
ce  cas,  on  partage,  d'après  leurs  distances  zénithales,  les  observa- 
tions en  différents  groupes  dans  chacun  desquels  on  puisse  regar- 
der l’erreur  r/D  comme  à peu  près  constante,  et  on  traite  chacun 
de  ces  groupes  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Si  la  distance 
zénithale  est  comptée  au  sud  du  zénith,  on  aura 

D = <p-z-p; 

on  pourra  donc  remplacer,  dans  l'équation  précédente,  d D par 
dif  — r/X.  tangz — (S/(z),  où  dk  représente  la  correction  de  la 
constante  de  la  réfraction,  et  P/(z)  la  correction  de  lecture.  Pour 
la  détermination  de  ces  inconnues  elles-mêmes,  on  possède,  en 
général,  d’excellentes  méthodes. 

Exemple.  — Au  24  n,ars  1 843,  Bessel  a trouvé  à Koenigsberg, 
pour  la  déclinaison  du  centre  du  Soleil,  corrigée  de  la  réfraction 
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et  de  la  parallaxe, 

D'  = 4-  t"  1 5' 27", 24, 


et  pour  différence  des  temps  des  passages  au  méridien  du  Soleil 
et  de  Procyon  [a  Petit  Chien),  corrigée  de  la  marche  de  la  pen- 
dule , 

l — T = 7'*  ig^g*,  86. 

La  latitude  du  Soleil  était  alors  +0",  2t;  par  conséquent,  la 
correction  de  la  déclinaison  était  — o",  ig,  et  celle  du  temps  T 
était  nulle.  Il  n’est  pas  nécessaire  de  corriger  de  l’aberration  les 
quantités  D et  T relatives  au  Soleil,  puisque  celle-ci  n’a  d’autre 
résultat  que  de  déplacer  le  Soleil  dans  l’écliptique;  pour  l’étoile, 
au  contraire,  on  emploiera  la  formule  ( A ) du  n°  80;  et  comme 
la  longitude  du  Soleil  est  3”  10'  et  le  lieu  approché  de  l’étoile 
« = 1 1 20 46',  J = -t-  5°3y' , l’aberration  en  ascension  droite  pour 
l’étoile  est  o*,42>  quantité  qu’il  faut  retrancher  du  temps  t,  on 
obtient  ainsi 

D =:  -t-  i°  i5'27",o5,  t — T = 7h  tgm  2g’,  44- 

Cesdeux  valeurs  sont  rapportées  à l’équinoxe  apparent  au  temps 
de  l’observation.  Si  l’on  prend  pour  obliquité  moyenne  à cette  date 
23°  27' 35",  o5j  il  faudra  y ajouter  la  nutation  pour  trouver  l’obli- 
quité apparente  au  temps  de  l’observation;  mais  ce  jour-là 

£}  = 277°i4',  0 — i°  1 4’,  (£  = 283°56' , P = 28o°i4'} 
on  a donc,  d’après  la  formule  (A,)  du  n°  61, 


Ai  = -+-  t",  72 , 

et,  par  suite, 

1 = 23° 27'  36", 77; 
tarie  D , . 

et  comme  A = arc  sin  — 2 — , on  obtient 
tangs 


A = 2°53'  57",  44  — o11 1 1”  35*,83. 
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L’ascension  droite  rapportée  à l'équinoxe  apparent  sera  donc 

a — 3 1 01 5*,  27. 

Il  faut  ajouter  -4- 1‘,  10  pour  la  nutation  en  ascension  droite,  et 
en  retrancher  o’, 71  pour  la  précession  et  le  mouvement  propre 
depuis  le  commencement  de  l'année  jusqu'au  24  mars  (la  varia- 
tion annuelle  est  3*,  ujG);  cela  fait,  si  l’on  calcule  les  coefficients 
de  rfD  et  de  de , cette  observation  donnera,  comme  ascension 
droite  moyenne  deProrvon  pour  i843,o, 

x — 7b  3tm  3*, 46  •+•  o,  l539 dD  — o ,0092  de, 

où  d D et  de  sont  exprimés  en  secondes  d'arc. 

Le  20  septembre  de  la  même  année,  Bessel  a trouvé  par  l'ob- 
servation 

D'  = -+-  t°  16' 29",  22,  t'  — V = — 4h  i7“5*,82; 

or,  en  ce  jour  la  latitude  du  Soleil  était  B =: — o",  56,  et,  par 
suite,  la  correction  de  la  déclinaison  D',  — o',5t,  et  celle  du 
temps  T',  -+-  o*,oi  ; pour  l’étoile,  l’aberration  en  ascension  droite 
était  — o*,56.  On  avait  donc 

D'=’-+-  1*16' 29",  73,  f - T'=  — 4hi7“5‘,27; 

en  outre,  ce  jour-là, 

Q=-267°43'.  © = 178° 39',  — 1 35°4  * ’ e P= 280*1 4'; 

d’où  l’on  conclut 

= -t-  o",27, 

l’obliquité  moyenne  en  ce  jour  était  23°?7'34",  82,  d'où 
1 = 23°  27' 35",  og; 

ou  en  déduit 

A = 2°  56' 22*,  36  = oh  1 im45*,49» 
ce  qui  donne  pour  ascension  droite  du  Soleil,  rapportée  à l’équi- 
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noxe  apparent. 


i ib48ro  i4*,5i  , 


et,  par  conséquent, 


a = 7h  3in,9,,24  > 


de  plus,  la  nutation  étant  égale  à -4-  i*,ii,  la  précession  et  le 
mouvement  propre  à -+-  2%  27,  cette  observation  donne,  pour  l’as- 
cension droite  moyenne  de  Procyon  à l’époque  1 843 1 o, 


a = 7h3i,n5*,86  — o,  i53gr/D  -h  o,ooc>4  dt , 


et,  de  la  moyenne  arithmétique  des  deux  déterminations,  on 
déduit 

a = 7h3iro4*»86. 

résultat  débarrassé  des  erreurs  constantes  de  D et  de  e ( *). 

Nous  aurions  pu  obtenir  l’ascension  droite  moyenne  en  retran- 
chant de  D,  T#et  / les  réductions  au  lieu  apparent,  et  négligeant 
pour  le  Soleil  les  termes  dépendants  de  l’aberration.  En  se  ser- 
vant de  l’obliquité  moyenne  pour  chaque  jour,  on  aurait  immé- 
diatement trouvé  l’ascension  droite  rapportée  à l’équinoxe  moyen 
du  commencement  de  l’année. 


95.  Déterminations  relatives.  Emploi  des  fondamentales.  Obser- 
vation des  zones.  — Dès  que  l’ascension  droite  absolue  d’une  étoile 
est  parfaitement  déterminée,  on  connaît  les  ascensions  droites  de 
toutes  les  étoiles  dont  on  a observé  les  différences  d’ascension 
droite  avec  la  première;  on  peut  alors,  en  y ajoutant  les  déclinai- 
sons, construire  un  catalogue  de  toutes  les  étoiles.  Mais  les  as- 
censions droites  données  dans  les  catalogues  des  différents  obser- 
vateurs peuvent  présenter  entre  elles  une  différence  constante 


(*)  Dans  les  Tabulœ  Regiomonianœ,  on  trouve  a = 7b  3im  4*»8i.  Comme 
la  moyenne  arithmétique  s’approche  de  cette  valeur,  les  erreurs  acciden- 
telles commises  dans  les  deux  jours  étaient  presque  égales.  Aussi  en  com- 
parant les  déclinaisons  observées  avec  les  Tables  du  Soleil,  on  trouve  pour 
erreurs  de  ces  déclinaisons  -+-  7", 67  et  -+-  8",a4. 
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causée  par  les  erreurs  commises  dans  la  détermination  de  l’équi- 
noxe. Quant  à cette  différence,  on  la  détermine  en  comparant  un 
grand  nombre  de  positions  d’étoiles  données  dans  les  différents 
catalogues,  après  les  avoir  toutes  réduites  à la  même  époque.  Des 
différences  analogues  peuvent  se  présenter  dans  les  déclinaisons; 
on  les  trouvera  de  la  même  manière.  Mais  les  causes  que  nous 
avons  indiquées  précédemment  peuvent  rendre  ces  erreurs  va- 
riables; il  sera  donc  avantageux  de  comparer  ensemble  les  étoiles 
comprises  dans  des  zones  d’un  certain  nombre  de  degrés,  et 
de  déterminer  séparément  la  différence  propre  à chacune  de  ces 
zones. 

Afin  de  faciliter  la  recherche  des  positions  relatives  des  étoiles 
ainsi  que  celle  des  planètes  et  des  comètes,  on  a fixé  avec  une 
grande  exactitude  les  positions  apparentes  d’un  certain  nombre 
d’étoiles  appelées  fondamentales  ; les  Ephémérides  astronomiques 
contiennent  ces  positions  de  dix  jours  en  dix  jours  pour  l'instant 
de  leur  passage  au  méridien.  Pour  trouver  ensuite  l’ascension 
droite  et  la  déclinaison  d’un  astre  inconnu , on  le  comparera  à 
une  ou  plusieurs  étoiles  fondamentales,  et  on  déterminera,  en  sui- 
vant les  méthodes  indiquées  plus  haut,  leurs  différences  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison.  Si  la  déclinaison  de  l'astre  inconnu 
diffère  peu  de  celle  de  l’étoile,  les  erreurs  instrumentales  auront  à 
peu  près  la  même  influence  sur  les  deux  observations  et  disparaî- 
tront presque  entièrement  dans  la  différence. 

Lorsque  l’astre  dont  on  veut  déterminer  la  position  est  très- 
voisin  de  l’étoile,  on  peut,  pour  observer  les  différences  en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison,  employer,  au  lieu  d’un  instru- 
ment méridien,  une  lunette  munie  d’un  micromètre  (instrument 
qui  sera  décrit  dans  le  second  volume).  Cette  méthode  est  très- 
avantageuse,  car  elle  permet  de  répéter  l’observation  aussi  sou- 
vent qu’on  le  veut,  et  dispense  d’attendre  le  passage  de  l’astre  au 
méridien;  il  faut  remarquer,  de  plus,  que,  dans  le  cas  où  il  s’a- 
girait d’un  astre  faible,  l’observation  méridienne  en  serait  impos- 
sible si  ce  passage  avait  lieu  dans  le  jour.  C’est  pourquoi  l’on  em- 
ploie toujours  la  dernière  méthode  quand  on  veut  obtenir  les 
positions  relatives  d’étoiles  très-voisines,  ou  les  positions  des  pla- 
nètes et  des  comètes  nouvelles.  Il  faut  donc  connaître  un  grand 
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nombre  de  positions  d’étoiles,  afin  d’en  avoir  en  toutes  circon- 
stances qui  puissent  servir  à des  comparaisons  micrométriques 
avec  l’astre  inconnu.  Dans  ce  but,  et  en  même  temps  dans  le  but 
plus  général  d’arriver  à une  connaissance  plus  approfondie  du 
ciel,  on  a construit  et  on  construit  encore  chaque  jour  de  nom- 
breux recueils  d’observations  de  petites  étoiles  jusqu’à  la  9®  et 
io°  grandeur.  Afin  de  pouvoir  observer  le  plus  grand  nombre 
possible  d’étoiles,  et  aussi  pour  faciliter  la  réduction  à leur  posi- 
tion moyenne,  l’astronome  ne  prend  chaque  jour  que  les  étoiles 
comprises  dans  une  zone  peu  étendue  en  déclinaison,  et  note  pour 
chacune  d’elles  l’instant  de  son  passage  et  la  lecture  du  cercle.  Les 
observations  de  ce  genre  sont  appelées  observations  des  zones.  On 
construit  ensuite  des  Tables  spéciales  à chaque  zone,  qui  permet- 
tent de  déduire,  de  la  position  observée  d’une  étoile , sa  position 
moyenne  à une  époque  déterminée;  il  sera  d’ailleurs  trcs-facile 
de  calculer  ces  Tables  de  nouveau,  si  l’on  vient  à posséder  des  élé- 
ments de  calcul  plus  exacts,  par  exemple  des  positions  d’étoiles 
plus  précises.  Cette  méthode  d’observation  par  zones  offre  donc 
de  grands  avantages. 

I.e  temps  observé  t du  passage  de  l’étoile  au  fil  de  l’instrument 
et  la  lecture  z du  cercle  doivent  subir  certaines  corrections  avant 
de  servir  au  calcul  de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
moyennes  de  l’étoile.  A la  valeur  de  t il  faut  ajouter  l’état  de  la 
pendule,  la  déviation  du  fil  hors  du  méridien,  la  réduction  au  lieu 
apparent  avec  un  signe  contraire,  et  la  précession  pour  l’intervalle 
compris  entre  Inobservation  et  l’époque.  Dans  la  valeur  de  z on 
doit  introduire  l’erreur  de  collimation  du  cercle,  les  erreurs  de 
flexion  et  de  division,  la  réfraction,  et,  comme  plus  haut,  la  ré- 
duction au  lieu  apparent  avec  un  signe  contraire  et  la  précession. 
On  peut,  en  adoptant  la  marche  suivie  par  Bessel,  effectuer  très- 
commodément  ces  corrections.  On  construit  : 

i°  Une  Table  qui  donne  les  valeurs  k et  d de  ces  corrections 
pour  une  déclinaison  D correspondant  au  milieu  de  la  zone  et  de 
dix  en  dix  minutes  de  temps  pour  toute  l’étendue  de  la  zone  ; 

20  Une  Table  qui  contient  les  variations  k'  et  d' de  ces  correc- 
tions pour  une  variation  de  100  minutes  dans  la  déclinaison. 

L’ascension  droiteet  la  déclinaison  moyennes  d’une  étoile  pour 
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l’époque  assignée  s’obtiendront  alors  par  les  formules 


« = f+  /•  -t-  k' 


z — Z 

J 

IOO 


S Z -+-  d -+-  d' 


z — Z 

• 1 

IOO 


où  Z désigne  la  lecture  du  cercle  pour  la  déclinaison  D correspon- 
dante au  milieu  de  la  zone. 

Comment  déterminer  les  quantités  k,  d,  k',  d't 
Soient  : 

u et  u'  l’état  de  la  pendule  et  sa  marche  horaire, 
e et  e'  la  déviation  du  fil  en  dehors  du  méridien  correspondant 
à la  lecture  Z,  et  sa  variation  pour  100  minutes, 

P la  lecture  correspondante  au  pôle, 
p et  s la  réfraction  et  les  erreurs  de  division  et  de  flexion, 
p'  et  s'  leurs  variations  pour  too  minutes, 

Ai  et  AJ  les  réductions  au  lieu  apparent; 

supposons  de  plus  que  les  divisions  aillent  en  croissant  dans  le 
même  sens  que  les  déclinaisons,  et  prenons  pour  époque  le  com- 
mencement de  l’année,  nous  aurons 

, z — Z 

a.  — t -I-  u -|-  e -4-  u'  (t — T)  -H  e — — — A», 
v too 

. , z — Z , z — Z 

S — z — P -+-  qo°  p in  p H + t A J . 

J ^ r ^ r I oo  too 


D’ailleurs,  les  formules  du  n°  89  donnent 


fs  h 

A*  = — sin  (G  -t-  a.)  tangD  -t-  s,n  (H  ■+■  “}  séc  D 


[e  sin  (G  -t-  a)  , /i  . , , tangD 

— I -ioo  H — = sin(H-M) — i oo’  I — 

i5  cos’D  i5  v ' cosD  J i 


— Z 


oo 


Ad  = g cos  (G  -t-  o)  -t-  h cos(H  -t-  a)  sinD  + icosD 


z — Z 


[/i  cos(H  ■+-  a)  cos  D.  too'  — tsinD.  too']  ^ ; 
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nous  trouvons  donc 

k — u +e  + «'(f  — T ) — sin  (G  -f-  a ) tang  D 

sin  ( H -4-  a)  sec  D , 

i5 


/'  — 


g sin  (G  -f-  a) 
i5  cos2D 


ioo'  H = sin  (H  -f-  a) 

ï5  v ' 


tangD 
cos  D 


ioo', 


d — — P -f-  yo°  ZjfZp  s — g cos  (G  4-  a) 

— h cos  (H  -h  a)  sin  D — /cosD, 
d'  — zp  p'  -j-  sr  — [ h cos  ( H -f-  a)  cos  D . i oo'  i sin  D . i oo'  J . 

On  détermine  l’état  de  la  pendule  et  la  collimation  du  cercle  à 
l’aide  d’étoiles  connues  de  la  zone,  ou  au  moyen  d'étoiles  fonda- 
mentales observées  avant  et  après  la  zone.  On  considère  les  erreurs 
instrumentales,  la  collimation  et  la  marche  de  la  pendule  comme 
constantes  pendant  toute  la  durée  de  l’observation  delà  zone.  De 
plus,  on  construit  des  Tables  contenant  pour  toute  l’étendue  de 
la  zone  les  valeurs  de  k,  kJ , d,  d' , correspondantes  à des  valeurs 
de  t distantes  de  io  minutes,  et  on  obtient , par  interpolation , 
les  valeurs  intermédiaires. 


III.  — Des  méthodes  employées  pour  déterminer  les  valeurs  les 
plus  probables  des  constantes  qui  servent  a la  réduction  des 

POSITIONS  DES  ÉTOILES. 

96.  Détermination  de  la  latitude  et  de  la  constante  de  la  réfrac- 
tion par  la  combinaison  des  culminations  inférieure  et  supérieure 
des  circompolaires.  — Détermination  du  coefficient  de  dilatation 
de  l'air  atmosphérique.  — Nous  avons  montré  au  n°  92  comment 
l’observation  perrhet  de  trouver  les  distances  zénithales  appa- 
rentes des  étoiles;  on  les  corrigera  ensuite  de  la  réfraction  si  l’on 
veut  avoir  les  distances  zénithales  vraies.  Supposons  qu’on  ait 
observé  la  distance  zénithale  d’une  circompolaire  à son  passage 
supérieur  et  à son  passage  inférieur,  et  corrigé  le  résultat  de  la 
réfraction  et  des  petites  variations  de  l’aberration,  de  la  nutation 
et  de  la  précession  pendant  l’intervalle  de  temps  qui  sépare  les 
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deux  observations,  la  moyenne  arithmétique  des  distances  zéni- 
thales corrigées  sera  égale  au  complément  de  la  latitude,  ou  cola- 
titude du  lieu  d'observation. 

Une  série  d’observations  de  ce  genre  faites  sur  les  étoiles  de- 
vrait, si  les  valeurs  adoptées  pour  les  constantes  de  la  formule  de 
la  réfraction  étaient  exactes,  donner  pour  la  colatitude  des  valeurs 
égales,  ou  des  valeurs  dont  les  différences  resteraient  comprises 
dans  les  limites  des  erreurs  possibles  d'observation  et  des  erreurs 
accidentelles  de  réfraction  (n°  77).  En  réalité  les  latitudes  trou- 
vées à l’aide  d’étoiles  diverses  présentent  toujours  entre  elles  des 
différences  bien  plus  considérables,  et  par  cela  même  ces  observa- 
tions permettront  de  corriger  les  constantes  qui  servent  de  base  au 
calcul  des  Tables  de  réfraction. 

Désignons  par  z et  Ç les  distances  zénithales  observées  à la 
culmination  supérieure  et  à la  culmination  inférieure;  par  r et  p 
les  réfractions  correspondantes;  et  soit  y la  latitude  du  lieu,  sup- 
posée boréale,  nous  aurons  les  équations 

S — y = z ± r, 

1 8o°  — S — y = Ç -t-  p, 

où  les  distances  zénithales  sont  regardées  comme  négatives  lors- 
que l’étoile  est  au  sud  du  zénith,  et  où  nous  prendrons  le  signe 
supérieur  ou  le  signe  inférieur,  suivant  que  l’étoile,  à sa  cul- 
mination supérieure,  est  au  nord  ou  au  sud  du  zénith.  Ces  deux 
équations  donnent 

(")  90”  — ?=ï(C-é-*H-p±.r). 

Les  distances  zénithales  Ç'  et  z'  d’une  autre  étoile,  observée  aussi 
aux  époques  de  ses  deux  culminations,  fournissent  une  équation 
analogue  . 

90°  — y = ! (ï' -+-  z'  -4-  p'  ± /). 

Ces  deux  équations  nous  permettent  de  trouver  la  valeur  de  y et 
celle  de  la  constante  qui  entre  comme  facteur  dans  p,  p',  r et  r'; 
mais,  à cause  des  erreurs  d’observation,  ces  valeurs  ne  seront 
qu’approchées.  De  plus,  ainsi  que  le  montre  l’équation  (/)  du 
n°  73,  la  réfraction  n’est  pas  rigoureusement  proportionnelle  à la 


t 
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constante  a;  et,  outre  la  constante  a,  les  formules  de  la  réfraction 
en  renferment  d’autres,  dont  il  serait  désirable  de  déterminer  les 
valeurs  par  l’observation.  La  formule  d’Ivorv  contient,  en  même 
temps  que  a,  la  constante  /qui  dépend  de  la  loi  du  décroissement 
de  la  température  avec  l’élévation  au-dessus  de  la  surface  de  la 
Terre,  et  qui,  n'ayant  d’ailleurs  d'influence  sensible  qu'au  voisi- 
nage de  l’horizon,  peut  être  négligée  ici.  Comme  toutes  les  autres 
formules,  elle  renferme  encore  le  coefficient  de  dilatation  de 
l’air,  qu’il  sera  avantageux  de  déterminer  aussi  par  les  observa- 
tions astronomiques.  En  effet,  ce  coefficient  dépend  de  l’état 
hygrométrique  de  l’air,  sa  valeur  obtenue  à l’aide  d’un  grand 
nombre  de  réfractions  observées,  conviendra  donc  à un  état  hy- 
grométrique moyen  de  l’atmosphère,  et  par  suite  les  réfractions 
calculées  avec  ce  coefficient  auront  des  valeurs  aussi  voisines  que 
possible  de  la  moyenne  d’un  grand  nombre  d’observations,  c’est- 
à-dire  les  valeurs  que  l’on  aurait  obtenues  en  supposan  t à l’at- 
mosphère un  état  hygrométrique  moyen.  Soient  R la  réfraction 
moyenne,  R'  la  réfraction  vraie,  on  a (n”  76) 


R'  — R(B.T)A  [i  +£(t— 5o)]-\ 
si  A = i + },1=i  + /i,  « = — , et  t.—  5o°  F.  On  obtient  donc 


rIK'  = -y—  da 

d a l -t-  « (t  — 5o) 


Lkv.. 


rfR'  , 1 (t  — 5o) 

rfR  = a — — A — « — - - R i, 

da  I + C (t  — 5o) 


ea  posant 


a-4-da  — a(l-t-A), 

Mais  la  formule  (/)  du  n°  73  donne 

“,7 7 = R+(T=^)ïïïr.^a^a)-+(,-,l* 

L’influence  du  dernier  terme  du  second  membre  de  cette  équation 
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ne  commence  à se  faire  sentir  que  pour  des  distances  zénithales 
supérieures  à 8o°.  Soit  encore 


l’équation  devient 


quant  aux  valeurs  de  y elles  se  tirent  de  la  Table  suivante  : 


1 

y 

8 

y 

8o° 

24G 

86° 

Go,  5 

8i 

2c5 

87 

43,2 

82 

168 

88 

'•*9. 5 

83 

1 35 

89 

«9, « 

84 

106  • 

89.30' 

1 4 ; 8 

85 

82 

Supposons  maintenant  que  les  réfractions  employées  dans  le 
calcul  de  l’équation  (a)  doivent  être  corrigées  de  dp  et  <//-,  et 

désignons  par  m et  u les  deux  valeurs  de  ■■  qui  cor- 

D 1 * i + s(t  — 5o)  1 

respondenl  à la  culmination  supérieure  et  à la  culmination  infé- 
rieure; nous  aurons 

9o°  — 9 =-i  (ç-+-z)-h  ^ (pdzr) 

-+- 1 [f  ('+ ^)  ± ^ - ï (f*P  =!=""•) '• 

Soit  çpo  une  valeur  approchée  de  <p,  de  sorte  que  «p  = <p,  -4—  r/ç ; 
soit  de  plus 

i(C-4-  *)  -f-i(pdzr)  — 90°  = «i 

en  combinant  les  deux  passages  d’une  même  étoile  nous  obtien- 
drons une  équation  de  condition  qui  aura  la  forme 

. (6)  o = n ^ |"p  do  rj  k — } (f*p±  mr)i. 


COEFFICIENT  DE  DILATATION  DE  l’AIR.  3o3 

Les  observations  des  différentes  étoiles  n’ont  pas  le  même 
poids,  car  les  erreurs  accidentelles  d’observation  sont  de  plus  en 
plus  grandes  à mesure  que  l’étoile  traverse  le  méridien  plus 
près  de  l’horizon.  L’erreur  probable  d'une  observotion  augmente 
donc  en  général  avec  la  distance  zénithale  méridienne  de  l’étoile. 
Si  les  valeurs  de  k et  i étaient  déjà  connues  et  substituées  dans 
les  équations,  les  quantités  n représenteraient  les  erreurs  réelles 
d’observation,  et  Ton  pourrait,  pour  chaque  étoile,  déterminer 
l’erreur  probable  d’une  observation.  Mais  puisque  ces  valeurs 
sont  inconnues,  la  différence  entre  le  résultat  de  l’observation 
d’une  étoile  et  la  moyenne,  permettra  seule  de  déterminer  cette 
erreur  probable.  Soient  w et  w'  les  erreurs  probables  de  l’obser- 
vation d’un  passage  supérieur  et  d’un  passage  inférieur  d’une 

étoile,  en  divisant  par  -4-  iv'7  toutes  les  équations  relatives  à 
cette  étoile,  on  donnera  le  même  poids  aux  équations  relatives  aux 
différentes  étoiles.  On  résoudra  alors  toutes  ces  équations,  et  dans 
le  cas  où  leur  résolution  donnerait,  pour  les  erreurs  probables, 
des  valeurs  sensiblement  différentes,  on  recommencerait  le  calcul. 

Les  étoiles  qui  passent  au  méridien  au  sud  du  zénith,  peuvent 
aussi  servir  à déterminer  la  correction  / du  coefficient  de  dilata- 
tion de  l’air.  En  effet,  en  conservant  les  notations  déjà  employées, 
et  en  considérant  les  distances  zénithales  comme  positives,  on  a 


ou 

(«) 

si 

Multiplions  encore  les  équations  relatives  à chaque  étoile  par  les 
poids  correspondants,  et,  de  toutes  les  équations  relatives  à une 
seule  étoile,  tirons  les  équations  du  minimum,  nous  pourrons 
ensuite  éliminer  les  inconnues  d($  — <p)  et  k,  de  telle  sorte  que 
chaque  étoile  donnera  en  définitive  une  équation  de  la  forme 

{d)  o = N — ML 


tpa  — Oo  "t*  ) — 2 -4-  r -+-  /■  1 1 —j—  — \ k — ni  ri , 

v J J 

o — n -+-  d(à  — <p)  -+-  r ^ 1 -b  k — mri. 


n — z -+•  r ■+  S0  — <p0. 
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Toute  circompolaire  observée  à scs  deux  culminations  fournira 
aussi  une  équation  de  ce  genre,  que  l’on  obtiendra  en  traitant  de 
la  même  manière  les  équations  ( b ) relatives  à cette  étoile.  On  a 
donc  ainsi  autant  d’équations  de  la  forme  (d)  qu’il  y a d’étoiles 
observées;  il  est  facile  d’en  déduire  la  valeur  la  plus  probable 
de  / (*).  Telle  est  la  méthode  suivie  par  Bessel  pour  déterminer  la 
quantité  /,  et  avec  elle  le  coefficient  de  dilatation  de  l’air  pour 
un  état  hygrométrique  moyen  de  l'atmosphère.  Il  a déduit  de  ses 
observations  faites  à Kœnigsberg  (voir  Bkssel,  Jstronomiscfie 
Beobachtungen , septième  Partie,  p.  x)  la  valeur  0,002024  3 
pour  un  degré  Fahrenheit.  Actuellement  substituons  à i sa  valeur 
la  plus  probable,  dans  les  équations  (ô),  ou  plutôt  dans  les 
équations  du  minimum  trouvées  pour  chaque  étoile;  par  la  com- 
binaison de  toutes  les  équations,  nous  obtiendrons  ensuite  les 
valeurs  les  plus  probables  de  </<p  et  de  I (**  ). 

Pour  avoir  égard  aussi  à la  correction  de  la  constante  y*,  il 


aurait  fallu  ajouter  dans  d R'  le  terme  — — df \ 

dJ 

/ -+-  df  = /(  1 -h  h ),  le  terme  /-— r h — , 

df  x 

valeurs  de  x se  tirent  de  la  Table  suivante  : 


ou,  en  posant 
dans  lequel  les 


1 

T 

& 

X 

85° 

338 

88° 

59,3 

8G 

196 

89 

29,8 

87 

1 1 1 

89 . 3o 

20,6 

(*)  Les  variations  de  la  température  ayant  une  influence  d'autant  plus 
grande  que  les  étoiles  sont  plus  basses,  il  conviendra  de  11'emptoyer  dans 
ce  calcul  que  des  étoiles  dont  la  hauteur  méridienne  est  inférieure  à Go°. 

(**)  Les  équations  de  condition  employées  dans  l'exemple  du  n°  25,  sont 
celles  que  l'on  aurait  obtenues  en  supposant  le  même  poids  à toutes  les 
observations  et  en  prenant  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  équations 
relatives  à une  étoile.  Si  la  valeur  de  i est  déjà  corrigée,  la  forme  des 
équations  sera  o = n-t-  </  ç>  «A . Bessel  ayant  rapporté  toutes  ces  observa- 
tions au  point  polaire  du  cercle,  et  non  pas  comme  on  l’a  supposé  ici  à son 
point  zénithal,  la  valeur  qu’il  a donnée  pour  le  coefficient  a est  différente  de 
celle  que  nous  avons  employée. 
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97.  Constantes  de  l’aberration  et  de  ta  nutation;  leur  déter- 
mination par  l'observation  de  la  Polaire ; parallaxe  annuelle.  — 
l/aberr.ition,  la  nutation  et  la  parallaxe  annuelle  forment  l’en- 
semble des  termes  périodiques  contenus  dans  l’expression  des 
positions  apparentes  des  étoiles,  termes  dont  il  faudra  déterminer 
les  constantes  par  l’observation  des  positions  apparentes  des  étoiles 
à différentes  époques.  L'aberration  et  la  parallaxe  ont  une  période 
d’une  année,  et  par- conséquent  peuvent  être  déterminées  par  la 
comparaison  des  lieux  apparents  observés  pendant  le  cours  d’une 
année.  Le  terme  principal  de  la  nutation  a une  période  de  18  ans 
et  219  jours,  temps  de  la  révolution  complète  des  nœuds  de  l'or- 
bite lunaire  sur  l’écliptique;  on  ne  pourra  donc  trouver  la  con- 
stante de  la  nutation  que  par  la  comparaison  d’un  grand  nombre 
d’obset  valions  de  positions  apparentes  faites  pendant  une  longue 
suite  d’années. 

Les  observations  les  plus  convenables  pour  la  détermination 
des  constantes  de  l’aberration  et  de  la  nutation  sont  celles  des 
ascensions  droites  de  l’étoile  polaire,  dont  les  positions  apparentes 
éprouvent  de  grandes  variations,  comme  le  prouve  la  présence 
des  facteurs  séc  3 et  tangJ.  P<  ur  la  même  raison,  il  y aura  un 
grand  avantage  1 appliquer  la  même  méthode  à la  détermination 
de  la  parallaxe  de  l’étoile  polaire.  Posons 

a sin  A r=  — cos  x cos  «, 
a cos  A = — sin  x, 

et  désignons  par  b la  constante  de  l'aberration,  par  n la  paral- 
laxe, et  par  ?(«’)  les  termes  du  second  ordre;  les  formules  des 
n°*  80  et  82,  relatives  à l’aberration  et  à la  parallaxe  en  ascen- 
sion droite,  donnent 

*'  — a — -4-  ka  sin  (O  -I-  A)  séc  3 

-t - r.n  cos  (O  -f-  A)  séc  3 -+-  y ( A’ ) . 

Si  l’on  a fait  un  grand  nombre  d’observations  aux  époques  où 
sin  (Q  -+-  A)  = rfc  1 , pour  lesquelles  l’aberration  atteint  son  maxi- 
mum, la  comparaison  des  ascensions  droites,  observées  à ces 

I AO 
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deux  époques  et  réduites  à un  même  équinoxe  moyen,  donne 
une  valeur  approchée  de  k ; on  en  obtiendra  ensuite  une  valeur 
plus  exacte  en  déterminant  la  valeur  la  plus  probable  qui  résulte 
d'un  grand  nombre  d’observations.  Appelons  Aa  et  A X les  erreurs 
de  l’ascension  droite  moyenne  a et  de  la  valeur  adoptée  pour  la 
constante  k,  en  sorte  que  a -4-  A a et  k -t-  \k  soient  les  valeurs 
exactes  de  ces  quantités.  Appelons  encore  a,  l'ascension  droite 
apparente  déduite  de  a au  moyen  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
tion supposées  exactes,  et  du  nombre  k adopté  pour  constante 
de  l'aberration,  ascension  droite  dans  laquelle  on  a conservé  les 
termes  qui  dépendent  de  k : et  du  produit  de  l'aberration  et  de 
la  nutation;  car  ces  termes,  très-petits  par  eux-mémes,  varient 
fort  peu  pour  une  petite  correction  apportée  à la  valeur  de  k. 
Désignons  enfin  par  a'  l’ascension  droite  apparente  observée, 
nous  aurons 

a'=a,  -t-Aa-t-AX.nsin(O-t-A)  séc  J + ia  cos  ( Q -h  A ) séc  S ; 
et  si  l’on  pose 

a,  — J — n, 

toute  observation  de  l'ascension  droite  de  la  Polaire  fournira  une 
équation  de  la  forme 

o = fl-4-Aa  + AX.nsin(©-4-A)  séc  3 4-  ica  cos  (0  -I-  A)  séc  J. 

La  combinaison  de  toutes  ces  équations  permettra  de  trouver,  par 
la  méthode  des  moindres  carrés,  les  valeurs  les  plus  probables 
de  A a,  A k et  ce. 

Si  les  observations  sont  réparties  dans  une  longue  période 
d'années,  on  pourra  déterminer  en  même  temps  la  constante  de 
la  nutation,  c'est-à-dire  le  coefficient  de  cos  dans  l’expression 
de  la  nutation  de  I obliquité.  Désignons  par  Av  la  correction  de  ce 
coefficient  ; il  faudra  ajouter  aux  équations  de  condition  précé- 
dentes le  terme  H — — - Av  (la  valeur  de  a été  donnée  au 
rfv  r/v 

n°  G2).  L’equation  complète  qui  permet  de  déterminer,  par  des 
observations  d'ascensions  droites  apparentes,  les  constantes  de 
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l’aberration  et  de  ia  nutation,  ainsi  que  la  parallaxe  annuelle  de 
la  Polaire,  est  donc 


o — n + ia  + sin  (0  -h  A ) séc 3 

d 2, 

-f-  tc a cos  (O  -4-  A ) séc  3 h — — Av. 

av 


On  peut  faire  servir  à cette  détermination  les  observations  de 
différents  observatoires;  mais  il  faut  alors  attribuer  à chaque  série 
d’équations  le  poids  qui  lui  correspond,  en  déterminant  les  er- 
reurs probables  des  observations  faites  en  chaque  observatoire. 
La  correction  A a peut  n’avoir  pas  non  plus  la  même  valeur  pour 
des  observations  faites  en  deux  observatoires  différents,  puis- 
que entre  les  ascensions  droites  observées  il  peut  y avoir  une  dif- 
férence constante.  Après  avoir  déterminé  cette  différence,  on 
l’ajoutera  aux  observations  de  chaque  observatoire,  ou  bien  on 
éliminera  les  quantités  inconnues  A a,  Aa,...  entre  les  équations 
données  par  les  observations  de  chaque  observatoire. 

Celte  méthode  a été  appliquée  par  Lindenau  (*)  aux  ascensions 
droites  de  la  Polaire  observées  dans  un  intervalle  de  6o  ans  par 
Bradley,  Maskelyne,  Pond,  Bessel  et  Lindenau  lui-même;  il  a 
trouvé 


k = 20", 44^6,  v = 8", 977  07,  7?  = o",  144  4 > 

avec  6o3  observations  faites  par  Struve  et  Preuss  à Dorpat,  de 
1822  à i838,  Peters  a obtenu  (**) 

/ = 20", 425  5,  v = y",  236  i,  7r  = o//,i72  4< 

Quand  on  veut  faire  servir  la  déclinaison  à la  détermination  de 
ces  constantes,  le$  observations  de  la  Polaire  sont  encore  très- 
avantageuses  ; car  en  faisant  à chaque  culmination  un  grand 
nombre  de  pointés  sur  cette  étoile,  on  peut  pour  ainsi  dire  rendre 
ces  observations  aussi  exactes  qu’on  le  veut. 


(*)  I.isdesac. — Comparaison  de 810 observations  delà  Polaire,  faites  par 
Bradley,  Maskelyne,  Pond,  Bessel  et  Lindenau.  — Jahrbuch  de  liode,  pour 
1820,  p.  210. 

(**)  Peters.  — Kuntvrus  constans  nutalionis. 

20. 
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Posons 

b sin  B = -+-  sin  x sin  3 cos  s — cos  3 sin  s , 
b cos  B — — cos  x sin  3. 

L’aberration  en  déclinaison  aura  pour  expression  kb  sin  (0  H-  B), 
et  la  parallaxe  7rZ>cos(0  -+-  B).  Appelons  3t  la  déclinaison  appa- 
rente déduite  de  la  déclinaison  moyenne  à l’aide  de  la  préces- 
sion  supposée  exacte,  des  constantes  k et  v de  l’aberration  et  de 
la  nutation,  et  en  tenant  compte  des  petits  termes  qui  dépen- 
dent de  X1  et  du  produit  de  l’aberration  et  de  la  nutation  ; ap- 
pelons encore  3'  la  déclinaison  apparente  observée,  et  posons 
5,  — o'  — n , chaque  observation  de  la  déclinaison  fournira  une 
équation  de  la  forme 

o — n -+-  A3  H—  A k . b sin  ( 0 -H  B)  -H  i r b cos  -+-  B ) -1 — Av , 

et  si  les  observations  embrassent  une  période  de  temps  suffisam- 
ment longue,  on  pourra,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
déterminer  les  valeurs  de  A3,  A k,  tc  et  Av  (*).  C’est  en  faisant 
des  observations  de  ce  genre,  et  en  particulier  en  observant  les 
distances  zénithales  méridiennes  que  Bradley  découvrit  l’aberra- 
tion. A partir  de  l’année  1725,  il  suivit  à Kew  l’étoile  7 Dragon 
et  22  autres  étoiles  passant  près  du  zénith  de  ce  lieu,  et  remar- 
qua une  variation  périodique  de  leur  distance  zénithale,  qui  ne 
pouvait  s’expliquer  par  l’effet  de  la  parallaxe,  dont  la  décou- 
verte était  le  but  réel  de  ses  observations.  Il  reconnut  plus  tard 
que  cette  variation  résultait  de  la  combinaison  du  mouvement  de 
la  lumière  et  de  celui  de  la  Terre.  L’instrument  dont  il  se  servait 

pour  ces  observations  était  un  secteur  zénithal , c’est-à-dire  un 

» 

secteur  circulaire  d’un  très-grand  rayon,  avec  lequel  il  pouvait 
observer  les  distances  zénithales  des  étoiles  dans  un  intervalle 


( *)  Dans  le  cas  où  l'étoile  possède  un  mouvement  propre,  on  doit  ajouter 
aux  équations  qui  donnent  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  «les  termes 
de  la  forme  p (/  — /,)  et  q (/  — f0),  où  p et  q sont  les  mouvements  propres 
en  ascension  droite  et  en  déclinaison;  a cl  0 représentent  alors  les  posi- 
tions moyennes  à l'époque  * 
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de  12°  de  part  et  d’autre  du  zénith.  L’étoile  y Dragon,  étant 
située  près  du  pôle  de  l’écliptique,  était  particulièrement  propre 
à la  détermination  de  la  parallaxe,  et  par  conséquent  aussi  de 
l’aberration.  En  effet,  pour  le  pôle  de  l’écliptique:  a =270°, 
S 90°  — e,  donc  b ==  1 et  B = — 90°;  par  conséquent  aussi 
le  maximum  et  le  minimum  de  l’aberration  et  de  la  parallaxe  en 
déclinaison  ont  pour  valeurs  zh  X et  ih  7 r. 

C’est  encore  par  des  observations  analogues  faites  à Kew  et  à 
Wanstead  que  Bradley  fut  conduit  à la  découverte  de  la  nutation. 
Ces  observations  s'étendent  du  19  août  1 727  au  3 septembre  1 7 4/  : 
elles  comprennent  donc  une  période  complète  de  la  nutation. 

Busch  (*)  par  la  discussion  de  1949  d'entre  elles  a obtenu 
• # 

X = 20;/,  2Il6,  v — 9",  23. 

Lundahl  a déduit  de  plus  de  i 200  observations  de  la  décli- 
naison de  la  Polaire  faites  à Dorpat  par  Struve  et  Preuss, 

X = 20",  55o8,  v = 9',  2 16  4,  r ” o",  147  3. 

La  valeur  de  la  constante  de  la  nutation  donnée  au  n°  61  est 
celle  qu’a  publiée  Peters  dans  son  Mémoire  ( N urne  rus  constans 
nutationis)  : elle  est  déduite  des  trois  déterminations  précédentes 
faites  par  Peters,  Busch  et  Lundahl,  en  tenant  compte  de  l’erreur 
probable  de  chaque  résultat. 

t 

Méthode  de  Struve  par  l'observation  des  étoiles  dans  le  premier 
vertical.  — La  valeur  de  la  constante  de  l’aberration  donnée  au 
n°  80  ne  résulte  pas  des  valeurs  précédentes,  mais  elle  a été  ob- 
tenue par  Struve  à l’aide  des  observations  de  passage  de  certaines 
étoiles  dans  le  premier  vertical. 

Si  avec  un  instrument  exactement  installé  dans  le  premier  ver- 
tical on  observe  le  temps  du  passage  d’une  étoile  dans  ce  plan, 
l’étoile  étant  d’abord  à l’est,  puis  à l’ouest  [voir  au  n°  26  du  se- 
cond volume),  la  demi-différence  des  temps  observés  sera  égale  à 
l’angle  horaire  de  l’étoile  au  moment  de  son  passage  dans  le  pre- 


(*)  Réduction  of  the  observations  mode  bjr  U radier , lo  détermine  the  quan- 
tifies 0/ aberration  and  nutation,  by  Ür  Htscii  (Oxford,  18I8). 
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mier  vertical.  Soit  t cet  angle  horaire,  le  triangle  rectangle  formé 
par  le  zénith,  le  pôle  et  l’étoile  donnera  l'équation 

tangd  = tangy  cost, 

d’où  résulte  la  possibilité  de  déterminer  les  déclinaisons  des 
étoiles  par  des  observations  de  ce  genre.  Prenons  les  logarithmes 
des  deux  membres  et  différentions,  nous  obtiendrons 


d 3 


sinîJ 
— ; (1  © 


sin  i 3 tang  t.  rit. 


Ainsi  une  erreur  commise  dans  l’observation  de  t a une  influence 
d’autant  moindre  que  t est  plus  petit,  c'est-à-dire  qu’au  moment 
de  son  passage  dans  le  premier  vertical,  l’étoile  est' plus  voisine 
du  zénith.  Si  la  distance  zénithale  est  très-petite,  cette  méthode 
donnera  donc  avec  une  grande  exactitude  la  déclinaison  d'une  pa- 
reille étoile.  Chaque  étoile  fournit  une  équation  de  condition  ana- 
logue à celle  que  nous  avons  donnée,  et  les  étoiles  qui  permettront 
la  meilleure  détermination  de  la  constante  sont  évidemment  celles 
qui  sont  situées  prés  du  pôle  de  l'écliptique.  Telle  a été  la  marche 
adoptée  par  Struve  (*).  Ses  observations  s'étendent  à un  grand 
nombre  d’étoiles,  offrent  la  plus  grande  concordance,  et  la  valeur 
20",  445 1 qu’elles  donnent  pour  la  constante  de  l'aberration  est 
certainement  fort  approchée  de  la  vérité.  Mais  elles  embrassent 
un  intervalle  de  temps  trop  restreint  pour  pouvoir  servir  à la 
détermination  de  la  constante  de  la  nutation;  cependant  la  meme 
méthode  donnerait  avec  un  grand  degré  d’approximation  la  va- 
leur de  cette  constante  ainsi  que  la  parallaxe  de  ces  étoiles. 


Détermination  de  Ut  constante  île  l’aberration  h l'aide  des 
éclipses  des  satellites  de  Jupiter.  — Comme  on  l'a  vu  au  n°  80, 
la  constante  de  l'aberration  se  déduit  immédiatement  dé  la  vi- 
tesse de  la  lumière  et  de  la  vitesse  du  mouvement  de  translation 
de  la  Terre.  Le  moyen  mouvement  sidéral  de  la  Terre  en  un 
jour  est  connu  avec  la  plus  grande  exactitude,  il  est  égal  à 
59'  8",  ig3. 


(•)  Struve. — Obsavaiiones  nstronomica,  vol.  3,  p.  ixiv  (Dorpat). 
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Reste  donc  à trouver  la  vitesse  de  la  lumière.  La  première 
détermination  de  ce  nombre  a été  faite  en  1675  à l’Observatoire 
de  Paris,  par  l’astronome  danois  Olaf  Rœmer,  à l’aide  des 
éclipses  des  satellites  de  Juÿter.  F.n  observant  avec  assiduité  ces 
éclipses,  et  en  particulier  celles  du  premier  satellite,  il  reconnut 
que  le  phénomène  était  irrégulier  : l’intervalle  qui  sépare  deux 
immersions  ou  deux  émersions  consécutives  n’est  pas  constant;  à 
partir  d’une  opposition  de  Jupiter  jusqu’à  la  conjonction  suivante, 
cet  intervalle  est  plus  grand  que  sa  valeur  moyenne  calculée  à l’aide 
d’un  grand  nombre  d’éclipses;  de  la  conjonction  à l’opposition,  il 
est  au  contraire  moindre  que  cette  valeur  moyenne.  Rœmer  ex- 
pliqua cette  différence  en  supposant  qu’il  existe  un  rapport  fini 
entre  la  vitesse  de  la  lumière  et  la  vitesse  de  translation  de  la  Terre. 
Dans  cette  hypothèse,  le  temps  qui,  pour  l’observateur,  sépare 
deux  immersions  consécutives  doit  en  effet  augmenter,  si  la  dis- 
tance de  la  Terre  à Jupiter  augmente.  La  somme  de  tous  les 
retards  constatés  depuis  une  opposition  jusqu’à  la  conjonction 
suivante  est  égale  au  temps  nécessaire  à la  lumière  pour  parcou- 
rir le  diamètre  de  l’orbite  terrestre.  Soit  K ce  temps  exprimé  en 
secondes,  A la  distance  du  satellite  de  Jupiter  à la  Terre  expri- 
mée avec  le  demi  grand  axe  de  l’orbite  terrestre  pour  unité  et  T 
l’époque  du  commencement  ou  de  la  fin  d’une  éclipse  donnée  par 
les  Tables;  pour  faire  concorder  ce  temps  avec  le  temps  observé, 
il  faudra  lui  ajouter  le  terme  -h  K A qu’on  appelle  équation  de 
la  lumière. 

Soit  donc  T0  l’époque  ainsi  corrigée  de  l'immersion  ou  de 
l’émersion  du  satellite  dans  le  cône  d’ombre  portée  par  Jupiter, 
V l’époque  observée.  Chaque  observation  d’éclipse  donnera  une 
équation  de  la  forme 

o = T0  — T'-f-  A</K. 

Un  grand  nombre  d’observations  de  ce  genre  permettront  de 
trouver  la  valeur  la  plus  probable  de  dK.  Mais  l’observation  d’une 
immersion  ou  d’une  émersion  est  toujours  incertaine,  car  le  sa- 
tellite ne  perd  que  graduellement  son  éclat,  et  l’erreur  d’obser- 
vation dépend  de  la  puissance  de  la  lunette.  Il  conviendra  donc 
non-seulement  de  ne  combiner  que  les  observations  faites  avec 
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on  même  instrument,  mais  aussi  de  traiter  à part  les  observations 
d'immersion  et  les  observations  d’émersion. 

D’une  première  série  d’observations  Kcemer  avait  con<  lu  22'" 
pour  valeur  de  K;  une  seconde  série  lÿ  avait  donné  la  valeur  i4“- 
Beaucoup  plus  tard  Delambre,  en  discutant,  comme  nous  l’avons 
indique,  un  grand  nombre  d’observations  des  satellites  de  Jupi- 
ter faites  pendant  le  xvm'  siècle,  surtout  |iar  Bradley,  en  tenant 
compte  en  outre  des  perturbations  du  mouvement  de  ces  satel- 
lites, a trouvé  que  la  lumière  met  8,nl3*  pour  venir  du  Soleil  à 
la  Terre.  Cette  valeur  donne  20",  255  comme  constante  de  l’aber- 
ration, nombre  trop  faible,  comme  cela  résulte  des  observations 
de  Struvc. 

Remarque.  — Nous  croyons  utile  de  donner  ici  un  tableau  des  valeurs 
trouvées  par  les  différents  observateurs  pour  la  constante  de  l'aberration, 
c'est-à-dire  pour  Porc  dont  le  sinus  est  égal  au  rapport  de  la  vitesse  de 
translation  de  la  Terre  et  de  la  vitesse  de  la  lumière. 


Observations  anciennes. 

Observations  des  satellites  de  Jupiter,  calculées  par  Delambre.  ..  ao",a55 

Observations  de  Bradley,  calculées  par  Busch 20",  21? 

Observations  modernes. 

Observations  de  la  Polaire,  calculées  par  Lindcnau 20”, 449 

Observations  de  Struvc  et  Preuss,  sur  les  variations  de  la  Polaire 

en  ascension  droite,  calculées  par  Peters 20",  426 

Observations  de  Struvc  sur  les  variations  de  la  Polaire  en  décli- 
naison, calculées  par  Lundahl 20*,55i 

Observations  de  Peters  à l'observatoire  de  Pulkowa  ao",5ot 


Ainsi  en  prenant  30% 5 pour  valeur  de  la  constante  de  l’aberration,  l'er- 
reur sera  moindre  que  de  seconde.  Le  rapport  de  la  vitesse  de  la  Terre 
• celle  de  la  lumière  est  donc  connu  à 7777  près  de  sa  valeur,  et  si  la  vitesse 
de  la  lumière  peut  être  déterminée  avec  une  grande  approximation,  on  en 
déduira  une  valeur  fort  approchée  des  dimensions  de  l'orbite  terrestre  ( voir 
n°  140). 

98.  Détermination  des  parallaxes  annuelles  des  étoiles.  — La 
parallaxe  annuelle  d'une  étoile  peut  être  obtenue  par  une  méthode 
différente  de  celle  que  nous  avons  déjà  donnée,  et  qui  consiste  à 
mesurer  les  variations  de  sa  position  par  rapport  à une  étoile 
voisine  dont  la  parallaxe  est  nulle.  Cette  méthode  a sur  la  précé- 
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tknte  cet  avantage  que  les  positions  relatives  de  deux  étoiles  voi- 
sines peuvent  être  déterminées  avec  une  grande  exactitude  au 
moyen  de  mesures  micrométriques,  et  que  de  petites  corrections 
apportées  aux  positions  de  ces  deux  étoiles  produisant  sur  cha- 
cune d’elles  des  effets  égaux,  de  petites  erreurs  commises  sur  les 
valeurs  des  constantes  employées  ne  peuvent  occasionner  d’er- 
reurs sensibles  sur  les  positions  moyennes  qui  s’en  déduisent  (*). 
En  réalité,  cette  méthode  ne  donne  que  la  différence  des  paral- 
laxes des  deux  étoiles  considérées.  Mais,  en  général,  il  est  permis 
de  supposer  que  des  étoiles  très-petites  sont  très-éloignées,  et  que, 
par  suite,  leurs  parallaxes  sont  insensibles;  on  peut  donc  tou- 
jours espérer  que,  si  l’on  a pris  pour  étoiles  de  comparaison  des 
étoiles  faibles,  la  valeur  trouvée  pour  la  parallaxe  s’approchera 
beaucoup  de  la  vérité  (**). 

Chaque  comparaison  de  deux  étoiles,  dont  les  résultats  auront 
été  corrigés  comme  il  est  nécessaire,  donnera  deux  équations  de 
la  forme 

o — //  -h  Aa  -t-  7:  n cos  (O  -+-  A)  séc£  -t - p ( t — /,), 

0 = tt'-t-A<?-t-irè  COS  (O  -4-  B)  -f-  q (t  — f,), 

où  a'0 — a0,  — $0  étant  les  différences  de  leurs  coordonnées  au 

temps  t0,  a'  — a.  S' — d les  différences  au  temps  tf  on  a posé 

n — (a\—  at)  — (a  — a),  n'  = (^0—  §0)  — {$'  — $), 

et  représenté  par  A a et  A<î  les  erreurs  des  valeurs  adoptées. 

Ordinairement,  au  lieu  des  différences  en  ascension  droite  et 


(*)  Quand  les  étoiles  sont  très-voisines,  il  est  préférable  de  ne  pas  cal- 
culer séparément  la  position  moyenne  de  chacune  d’elles,  mais  d’appliquer 
à la  différence  seule  des  lieux  apparents,  les  corrections  dues  aux  effets  de 
la  réfraction,  de  l’aberration,  de  la  précession  et  de  la  nutation.  Les  for- 
mules qu’on  emploie  dans  ce  but  seront  données  aux  paragraphes  V il l et  IX 
du  second  volume. 

(**)  Au  lieu  de  n’observer  qu’une  seule  étoile  de  comparaison  il  sera  bon 
d’en  observer  deux  dans  des  directions  rectangulaires  par  rapport  à l’étoile, 
ainsi  que  Bessel  l’a  fait  dans  la  recherche  de  la  parallaxe  de  la  61e  du  Cygne 
( Astronomische  Unterstichuiigen , vol.  1,  p.  I2Ü,  et  Astronomischc  Nuchrichten, 
n°  401  ). 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


3i4 

en  déclinaison  de  deux  étoiles,  on  observe  leur  distance  et  leur 
angle  de  position,  angle  formé  par  le  cercle  de  déclinaison  de 
l’une  des  étoiles  avec  le  grand  cercle  sur  lequel  elles  sont  situées. 
Soient  : 

a et  3 l’ascension  droite  et  la  déclinaison  vraies  de  l’une  des 
étoiles, 

a'  et  S'  ses  coordonnées  affectées  de  la  parallaxe, 
a"  et  8"  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  de  l’étoile  de  com- 
paraison. 

Les  variations  apportées  par  la  parallaxe  dans  les  différences 
en  ascension  droite  et  en  déclinaison  seront  données  par  les  équa- 
tions 

<f(a"  — a)  = a — a'  = irR  (cos  ©sin  a — sin©  cos  £ cosa)  séc  J, 
rf(J"  — 8)  — 3 — 3‘  — n R (cosi  sin  a sin  3 — sin  t cos  3)  sin  © 

•4-  wRsin  3 cos  a cos  ©. 

Soient  & et  P la  distance  et  l’angle  de  position  vrais,  on  a 

4 sin  P = (a”  — a)  cosô , 

A cos  P = 3"  — 3 ; 

d’où 

d A = sin  P cos  3 rf(a"  — a)  -+-  cos  P <l{  8"  — 8) , 

ArfP  = cosPcosic/(a'—  a)—  sin  P d (J"—  S). 

Portons,  dans  ces  équations,  les  valeurs  qui  précèdent,  et  po- 
sons : 

m cos  M 
rn  sin  M 

/n'cosM' 
m'sin  M' 


= sin  a sin  P 4-  sin  3 cos  a cos  P, 

= ( — cosasinP  -t-sin<ïsinacosP)cost  — cos  8 cos  P sin  s; 

= — (sin  a cos  P — sinocosa  sin  P}, 

A 

= — [ — (cosa  cos  P -I-  sin  5 sin  a sin  P)  cost 

-t-  coiS  sin  P sin«]. 
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Nous  trouverons  facilement 


dl  = n R m cos  (0 — M), 
dP  = 7rR/7i'cos  (Q  — M'). 

Par  conséquent,  si  d\  représente  la  correction  de  la  distance  ad- 
mise pour  l’époque  t01  dq  la  correction  de  la  valeur  adoptée  pour 
le  mouvement  propre  dans  la  direction  de  A,  les  distancés  et  les 
angles  de  position  mesurés  donneront  les  équations 

° — v -+-  d A0  -f-  ( t — /„)  dq  -h  7r  R m cos  ( 0 — M ) , 

° — v'  ■+*  dP0-{~  (/  — dq'  -h  7r  R m1  cos  (O  — M'), 

qu’on  résoudra  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  C’est  ainsi 
que  Bessel  a déterminé  la  première  parallaxe  connue,  celle  de  la 

6i*  du  Cygne,  et  l’a  trouvée  égale  à o",  37. 

« 

* 

Remarque.  — Outre  le9  ouvrages  déjà  indiqués,  consulter  : 

Strcvb,  Astronomischc  Nachrichten , n°  48G. 

Hcbdard,  Coffih  et  Keitü,  Tables  de  nutation  ( Washington ’j  Observations, 
vol.  III  ). 


99.  Détermination  de  la  précession  luniso/aire  à l'aide  des 
positions  moyennes  des  étoiles  à deiuc  époques  éloignées.  — Nous 
avons  vu,  au  n°  58,  que  les  variations  annuelles  de  Fascension 
droite  a et  de  la  déclinaison  8 d’une  étoile,  dues  à la  précession, 
ont  pour  expressions 


da.  dlt  da  dlt  . 

cos  î0  — ™ H — — sine0  tango  sina  — m n tango  sinx, 

d8  dlt  . 

— = sm«„cosa  = n cos  a, 


et  qu’en  outre  on  obtient  les  variations  de  ces  mêmes  coordon- 
nées relatives  à l’intervalle  /'  — t , en  multipliant  par  t'  — t les 


dot 

~dt 


d8 

dt 


valeurs  de  —7-  et  — correspondantes  à l’époque 


t'  1 


Mais  la 


, , . . da 

valeur  numérique  de  — 


étant  .donnée  par  la  théorie  des  inêga- 
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lités  séculaires  des  planètes,  la  comparaison  avec  les  formules  pré- 
cédentes des  différences  des  ascensions  droites  ou  des  déclinaisons 
d’une  étoile  observée  aux  époques  t et  t permettra  de  déterminer 


ci! 

la  valeur  de  la  précession  lunisolaire  ou  constante  de  la  pré- 


cession. Si  les  étoiles  conservaient  dans  l’espace  des  positions  in- 
variables. elles  donneraient  toutes  pour  ^ la  meme  valeur,  va- 

1 (lt 

leur  qui  serait  d’autant  plus  exacte  que  les  observations  seraient 
plus  distantes  l’une  de  l’autre;  il  est  bien  évident,  en  effet,  que 
l’influence  des  erreurs  accidentelles  d’observation  deviendrait 
alors  de  moins  en  moins  considérable.  Or,  il  arrive  que  l’on 

trouve  ainsi  pour  des  valeurs  différentes,  et  cela  non-seule- 


ment avec  des  étoiles  differentes,  mais  aussi  avec  les  ascensions 
droites  et  les  déclinaisons  d’une  même  étoile;  ces  différences  doi- 
vent être  attribuées  aux  mouvements  propres  des  étoiles;  ils  sont, 
comme  la  précession,  proportionnels  au  temps,  et  par  suite  on  ne 
peut,  dans  le  calcul,  les  en  séparer  : la  difficulté  est  encore  ac- 
crue par  ce  fait,  que  les  mouvements  propres,  en  partie  du  moins, 
suivent  une  certaine  loi  dépendante  de  la  position  de  l’ctoile.  On 
ne  peut  donc  éliminer  ces  mouvements  propres  que  par  la  com- 
paraison d’un  très-grand  nombre  d’étoiles  distribuées  dans  toutes 
les  parties  du  ciel,  comparaison  d'où  l’on  devra  exclure  toutes 
celles  qui , par  suite  d’un  mouvement  propre  très-considérable, 
donneraient  une  valeur  de  la  précession  fort  différente  de  la 
moyenne.  Par  ce  grand  nombre  d’observations  on  aura  éliminé 
autant  que  possible  l’influence  des  mouvements  propres  et  com- 
plètement celle  des  erreurs  accidentelles  d’observation.  Puisque 
les  mouvements  propres  sont  proportionnels  au  temps,  l’incer- 
titude que  cause  leur  existence  sur  la  valeur  de  la  précession 
reste  la  même,  quelque  grand  que  soit  l’intervalle  de  temps  com- 
pris entre  les  époques  des  deux  catalogues  servant  de  base  à la 
comparaison  : on  choisira  donc  des  catalogues  ayant  le  plus  grand 
nombre  possible  d’étoiles  communes,  et  dont  les  époques  soient 
d’ailleurs  assez  distantes  pour  que  l’incertitude  due  aux  erreurs 
d’observation  soit  rendue  suffisamment  petite. 
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Désignons  par: 

w0  et  n%  les  valeurs  de  m et  de  n employées  dans  la  compa- 
raison des  deux  catalogues; 

x,  'S  et  x',  <?'  les  positions  moyennes  qu’ils  donnent  respective- 
ment pour  une  étoile  aux  temps  / et  tr  ; 

A x et  A#  les  différences  constantes  des  deux  catalogues  en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison, 

et  posons 

v {t'  — t)  z=z  a — a'  -4-  (f'  — t ) (w,  -f-  tang£,  sina,}, 

*/  ( S / ) = £ — <?'  -h  ( t'  — / ) 17 0 COS  Z*  , 

chaque  étoile  donne  deux  équations  de  la  forme 


o — v -f- 


Ax 


t ' — t 


dm0  -+-  <ln9  tang  <J0  sin  xa. 


A<î 


o = v'  -+-  -+-  dn9  cos  z«  ; 


en  considérant  donc  les  mouvements  propres  qui  sont  contenus 
dans  v et  v'  comme  de  même  nature  que  les  erreurs  accidentelles 
d’observation,  il  sera  possible,  avec  un  grand  nombre  d’équa- 
tions semblables,  de  trouver,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
les  valeurs  les  plus  probables  des  inconnues.  Cette  hypothèse  se- 
rait conforme  à la  vérité,  si  les  mouvements  propres  des  étoiles 
ne  suivaient  pas  en  partie,  comme  on  l’a  dit  plus  haut,  une  loi 
dépendant  de  la  position  de  l’étoile;  mais,  comme,  en  réalité,  il 
est  très- difficile,  sinon  impossible,  d’introduire  dans  les  équations 
précédentes  un  terme  exprimant  cette  loi  (sur  laquelle  nous  re- 
viendrons plus  tard),  il  faut  se  contenter  de  l’hypothèse  précédente, 
en  ayant  soin  toutefois  d’employer  un  très-grand  nombre  d’étoiles 
distribuées  aussi  également  que  possible  dans  toutes  les  parties 
dif  ciel.  On  déduira  ainsi  des  ascensions  droites  une  détermination 
de  m et  de  /?,  des  déclinaisons  une  détermination  de  n ; mais  l’er- 
reur commise  sur  les  ascensions  droites  absolues,  constante  pour 
chaque  catalogue,  se  combinera  avec  dmt9  et,  de  plus,  les  valeurs 

adoptées  pour  les  masses  des  planètes  étant  inexactes,  — ne  sera 
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connu  qu'approximativement,  d’où  résulte  une  nouvelle  erreur 
sur  la  valeur  de  m. 


La  détermination  de  n ou  ^ siu  ta,  au  moyen  des  ascensions 

droites,  est  indépendante  d’une  pareille  erreur  constante,  et,  d'un 
autre  côté,  les  déclinaisons  donnent  tout  aussi  bien  n que  l'er- 
reur constante  de  déclinaison.  Mais  comme  on  ne  peut  admettre 
que,  dans  les  deux  catalogues,  cette  erreur  soit  la  même  pour 
toutes  les  déclinaisons,  il  vaut  mieux  grouper  les  étoiles  en  zones 
d’un  certain  nombre  de  degrés,  de  io°  en  déclinaison  par 
exemple,  et  résoudre  séparément  les  équations  relatives  à chacune 
d’elles,  de  manière  à déterminer  la  différence  moyenne  A S pour 
chaque  zone  considérée.  Telle  est  la  méthode  suivie  par  Bessel 
dans  les  Fundamcnta  Aslrnnomiœ.  Il  a déterminé  la  valeur  de  la 


constante  à l’aide  de  plus  de  3000  étoiles  observées  soit  par 

Bradley,  soit  par  Piazzi,  et  réduites,  les  premières  à l'année  rj55, 
et  les  dernières  à 1800.  Il  a trouvé  ainsi  pour  i^5o  la  valeur 
5o", 34o 4 99 ; plus  tard,  à l’aide  des  observations  faites  par  lui 
à Kœuigsberg,  il  fut  conduit  à adopter  la  valeur  un  peu  différente 
5o",  3^5  72  [Astronomischc  Nac/iric/iten,  n°92). 


100.  Mouvements  propres  des  étoiles.  Détermination  du  point 
vers  lequel  est  dirigé  le  mouvement  du  Soleil.  — Si  les  positions 
des  étoiles  observées  à des  époques  différentes  et  réduites  à la 
même  époque  à l’aide  de  la  constante  de  la  précession  que  nous 
venons  de  trouver  présentent  entre  elles  des  différences,  celles-ci 
doivent  être  attribuées  aux  mouvements  propres  des  étoiles.  Kn 
général,  en  restant  dans  les  limites  des  erreurs  possibles  d’obser- 
vation, on  peut  supposer  que  les  mouvements  s'effectuent  suivant 
un  grand  cercle  et  avec  une  vitesse  constante.  Halley,  en  1713, 
découvrit  le  premier  les  mouvements  propres  de  Sirius,  Ahléba- 
ran  et  Arcturus  (*).  Depuis  on  s’est  assuré  qu’un  grand  nombre 
d étoiles  ont  aussi  un  mouvement  propre,  et  on  doit  supposer  que 


(*)  Celle  dernière  étoile  a un  mouvement  propre  de  1 seconde»  en  dé- 
clinaison ; depuis  Hipparque  sa  déclinaison  avait  donc  varié  de  plus  de  i°. 
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c'est  le  cas  général,  quoique  pour  beaucoup  d’étoiles  ces  mouve- 
ments propres  soient,  en  raison  de  leur  extrême  petitesse,  com- 
pris dans  les  erreurs  d’observation  et  ne  soient  pas  encore  déter- 
minés. 

Voici  quelques-uns  de  ces  mouvements  propres  les  plus  consi- 
dérables : 

VARIATIONS  AKNCtUES 

en  ascension  droite.  en  déclinaison, 
w » 

Ci  Cygne 5, i 3, a 

a.  Centaure : 7,0  0,8 

i83o  (Groombridge, . . . 5, a 5,7 

W.  Herschel  découvrit  le  premier  une  loi  dans  la  direction  des 
mouvements  propres  des  étoiles.  La  comparaison  d’un  grand 
nombre  d’entre  eux  lui  prouva  qu’en  général  les  étoiles  s’éloignent 
d’un  point  du  ciel  voisin  de  l’étoile  ).  Hercule.  Pour  expliquer  ce 
fait,  il  supposa  que  les  mouvements  propres  des  étoiles  ne  sont,  en 
partie  du  moins,  qu’une  apparence  produite  par  un  mouvement  du 
système  solaire  tout  entier  vers  ce  point  du  ciel,  hypothèse  qui  fut 
confirmée  par  les  recherches  postérieures.  Le  mouvement  propre 
d’une  étoile  résulte  donc  et  de  son  mouvement  propre  particulier 
en  vertu  duquel  elle  se  meut  dans  l’espace  suivant  une  loi  qui  nous 
est  inconnue,  et  d'un  mouvement  apparent  ou  parallaclique  ré- 
sultant du  déplacement  du  système  solaire.  Le  premier  de  ces 
deux  mouvements,  ne  s’effectuant  suivant  aucune  loi  déterminée, 
déplacera  les  étoiles  situées  dans  différentes  portions  du  ciel  sui- 
vant les  direc.ions  les  plus  diverses;  le  second,  au  contraire,  le 
mouvement  apparent,  sera  complètement  déterminé  si  l'on  con- 
naît l'ascension  droite  A et  la  déclinaison  D du  point  vers  lequel 
notre  système  solaire  est  entraîné;  il  sera  dès  lors  facile,  en  effet, 
de  calculer  la  direction  dans  laquelle  chaque  étoile  paraît  empor- 
tée par  suite  du  déplacement  du  Soleil.  La  comparaison  de  la  di- 
rection ainsi  calculée  avec  la  direction  réellement  observée  nous 
donnera  pour  chaque  étoile  une  équation  de  condition  entre  la 
différence  de  ces  deux  directions  et  les  variations  de  l'ascension 
droite  A et  de  la  déclinaison  D;  la  paitie  de  cette  différence  qui 
tient  au  mouvement  particulier  de  l'étoile,  ne  suivant  point  une  loi 
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déterminée,  peut  être  traitée  comme  une  erreur  accidentelle  d’ob- 
servation, et  par  suite,  au  moyen  d’un  grand  nombre  de  res 
équations  de  condition  , on  déterminera  par  la  méthode  des 
moindres  carrés  les  valeurs  les  plus  probables  des  corrections  ri  K 
et  ri  D. 

Pour  nous,  ce  mouvement  parallactique  sc  fait  évidemment  sui- 
vant le  grand  cercle  mené  par  l’étoile  et  le  point  vers  lequel  le 
système  solaire  est  emporté;  car,  en  supposant  rectiligne  le  mou- 
vement du  Soleil,  l’étoile  est  toujours  vue  dans  le  plan  que  dé- 
terminent sa  position  et  deux  positions  quelconques  du  Soleil. 
Soient  ; 

a le  rapport  qui  existe  entre  le  déplacement,  supposé  recti- 
ligne, du  Soleil  pendant  le  temps  /'  — / et  la  distance  de  l’étoile 
au  Soleil  ; 

a et  <?,  a'  et  S'  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  de  l’é- 
toile aux  temps  / et  /' , 

p le  rapport  des  distances  de  l’étoile  au  Soleil  à ces  deux 
époques  ; 

on  a les  équations 

p cos  S'  cos  a'  = cos  S cos  a — a cos  D cos  A , 
p cos  Æ'sina'  = cosô  sin  a — acosD  sin  A , 
p sin  <T  — sino  — a sin  D ; 

multiplions  la  première  de  ces  équations  par  cos  a',  la  seconde 
par  sin  a',  et  ajoutons  les  résultats;  de  même,  du  produit  de  la 
première  par  sin  a,  retranchons  le  produit  de  la  seconde  par  cos  a, 
et  négligeons  dans  les  deux  cas  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  nous  obtenons 

coso'  — cos<î  r/cosDsin  (a  — A), 

(a'  — a)  cosô'  = r/eos  Dsin  (a  — A)  ; 

en  combinant  d’une  façon  analogue  la  troisième  des  équations  pri- 
mitives avec  la  dernière  de  celles  que  nous  venons  de  trouver,  nous 
mettons  en  évidence  la  différence  <î'  — <î,  et  le  système  définitif 
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q ue  nous  conserverons  sera 

cos<T  (a'  — a)  = r/cosDsin  (a  — A) , 

6'  — S — a [cos<?  sin  D — s\nd  cos  D cos  (a  — A)]. 

Ces  formules  nous  permettent  de  calculer  ay  ou,  si  a est  connu, 
les  différences  a!  — a et  <T — S.  D’autre  part,  dans  le  triangle 
formé  par  le  p<\le  de  l'équateur,  l'étoile  et  le  point  dont  les  coor- 
données sont  A et  D,  on  a,  en  désignant  par  A la  distance  de  ce 
point  à l’étoile  et  par  P l’angle  à l’étoile, 

( sin  A sin  P = cos  D sin  (a  — A ), 

( sin  A cos  P = sin  D cosd  — cosD  sinrj  cos  (a  — A). 

De  plus,  p représentant  l’angle  de  la  direction  du  mouvement 
de  l’étoile  avec  son  cercle  de  déclinaison,  on  a 

a ’ — a 

tang/>—  -y  coso'  ; 

on  voit  donc  que 

p — r 8o°  — P , 


c’est-à-dire  que  l’étoile  se  meut  sur  le  grand  cercle  qui  joint  sa 
position  actuelle  au  point  dont  l’ascension  droite  et  la  déclinai-  ■ 
son  sont  A et  D,  en  s’éloignant  de  ce  dernier. 

D’autre  part,  de  la  troisième  des  formules  (i  i)  du  n°  9 appli- 
quée au  cas  qui  nous  occupe,  on  déduit 


f/P  — — 


cosd  sin  (a  — A ) 


sin3  A 


' d D 


cos  D 

- f sin  3 cos  D — cos  S sin  D cos  (a  — A)  1 d.K  , 

sin3  A L v ;J  * 


ou  bien 
dp- 


cosÆ  sin  (a  — A) 


sin3  A 


d D 


cos  D r . . _ * . _ , , 

— | sin  S cos  D — cos  £ sin  D cos  { a — 

sin3A  L ' . 


I. 


A)]rfA; 

2! 
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par  conséquent,  si  p'  est  la  valeur  que  donne  l’observation  (*) 
pour  l’angle  de  la  direction  du  mouvement  propre  et  du  cercle  de 
déclinaison,  si  p est  la  valeur  obtenue  par  le*  calcul  à l’aide  des 
valeurs  approchées  A et  D,  chaque  étoile  donnera  une  équation 
de  la  forme 


o — 


, cosâ sin  (a  — A ) 
p—p  H r-T '/D 


sin3  A 


cos  D 
sin3A 


[sin S cos  D — coso  sinD  cos  (a  — A )]d  A , 


ou  bien 


o 


= (i 


,,  . coso  sin  (a — A) 

//)  sin  A H -- dQ 


sin  A 


cosD 
sin  A 


[sirnîcosD  — costfsinD  cos  (a  — A)]r/A; 


et,  en  traitant  par  la  méthode  des  moindres  carrés  les  équations 
fournies  par  un  grand  nombre  d’étoiles,  on  trouvera  les  valeurs 
les  plus  probables  de  <7 A et  r/D. 

Telle  est  la  méthode  suivie  par  Argelander  pour  déterminer  la 
direction  du  mouvement  du  système  solaire  ( Astronomischc  \ach- 
ri  chien , n°  363).  Bessel  avait,  dans  ses  Fundamçnta  Astrono- 
mice , trouvé  les  mouvements  propres  d'un  grand  nombre  d’étoiles 
par  la  comparaison  des  observations  de  Bradley  et  de  Piazzi.  Ar- 
gelander choisit  dans  toutes  ces  étoiles  celles  qui,  dans  l’inter- 
valle de  45  ans,  île  à 1800,  avaient  un  mouvement  propre 
plus  grand  que  5",  et  détermina  leurs  mouvements  propres  d’une 
manière  plus  précise  en  comparant  les  anciennes  observations  de 
Bradley  avec  celles  qu’il  fit  lui-même  à l’observatoire  d’Abo  (**). 


(')  Les  quantités  données  par  Inobservation  directe  sont  les  différences 
«' — a et  o'  — 0';  l’angle  p'  s’en  déduit  par  la  formule 

. I «'  — « 

tang/>  = — coso  . 

0 — 0 

(**  ) Argelander,  DLX  stellarum  Jisantm  posiliones mediœ  ineunte  anno  l83o. 
Helsingforsise,  1 835. 
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Pour  calculer  la  direction  du  mouvement  du  système  solaire,  il 
employa  3go  étoiles  dont  le  mouvement  propre  annuel  surpassait 
o,,,t.  Il  les  partagea  en  trois  groupes,  d’après  la  grandeur  de  leurs 
mouvements  propres,  et  déduisit  isolément  de  chacun  de  ces 
groupes  les  corrections  et  d D des  valeurs  adoptées  pour  A et  D. 
Les  trois  nombres  obtenus  sont  sensiblement  concordants,  et  leur 
moyenne  prise  en  tenant  compte  de  la  précision  de  chacune  de 
ces  déterminations,  donne  les  valeurs  suivante^  pour  les  coor- 
données A et  D,  rapportées  à l’équateur  et  à l'équinoxe  de  1800, 

A = 259°  5 1',  8,  D = -4-  32°  29',  1 , 

valeurs  qui  s'accordent  très-sensiblement  avec  celles  adoptées  par 
Herschel.  Lundahl  se  servit,  pour  déterminer  ce  même  point,  de 
1 47  étoiles  différentes  des  précédentes,  et,  en  comparant  les 
positions  de  Bradley  à celles  données  par  le  Catalogue  des 
1 1 12  étoiles  de  Pond  pour  i83o,  il  trouva  ( Astronomische  iïac/i- 
richtcn , n°  398) 

A”252°:>4\4>  D=  -f-  i4°26',  1. 

Une  discussion  de  ces  deux  déterminations  a été  faite  par  Arge- 
lander,  et,  en  ayant  égard  à leurs  erreurs  probables,  il  en  a déduit 

A = 259°  59',  7,  D = -f-  28°  49',  7. 

Des  recherches  semblables  ont  été  faites  par  Otto  Struve  et 
plus  récemment  par  Galloway.  Struve  compara  4°°  étoiles 
observées  à Dorpat  aux  positions  données  par  ie  Catalogue  de 
Bradlev,  et  trouva 

A = 261°  21  ',8,  D = -h  3^°  3f>',o. 

Galloway  se  servit,  dans  ses  recherches,  des  étoiles  australes,  et 
par  la  comparaison  des  observations  faites  par  .lohnson  à Sainte- 
Hélène,  et  par  Henderson  au  cap  de  Bonne- Espérance,  avec  celles 
de  Lacaille,  il  obtint 

A — 260°  1',  D = -4-  34°?3'. 

Le  travail  le  plus  considérable  sur  cette  question  est  celui  de 

21. 
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Maedler,  qui  obtint,  avec  un  très-grand  nombre  d’étoiles  (*), 

A = ?.6i°38',8,  D = -+-  39° 53', 9. 

Toutes  ces  valeurs  s’accordent  sensiblement  entre  elles,  et  par 
conséquent  le  point  vers  lequel  est  emporté  le  système  solaire 
est  ainsi  déterminé  avec  autant  d’exactitude  que  le  permet  la  diffi- 
culté de  cet  important  problème. 


101.  Valeur  absolue  du  mouvement  propre  du  Soleil.  — Con- 
stante de  la  précession.  — La  formule 


tang  P = 


cos  D sin  (a  — A ) 


sin  D cos<î  — cos  D sino  cos  (a  — A) 


où  l’on  emploie  la  moyenne  des  valeurs  trouvées  pour  A et  D, 
permet  (le  déduire  «les  observations  de  chaque  étoile  une  direc- 
tion suffisamment  approchée  de  ce  mouvement  parallactique.  Si 
l’on  connaissait  en  outre  pour  chaque  étoile  la  valeur  du  mouve- 
ment annuel  suivant  cette  direction,  on  pourrait,  pour  chacune 
d’elles,  calculer  les  variations  annuelles  en  ascension  droite  et  en 
déclinaison  qui  résultent  de  ce  mouvement  parallactique,  et  les 
ajouter  aux  équations  de  condition  données  dans  le  n°  99  pour 
déterminer  la  constante  de  la  précession.  Ce  mouvement  paral- 
lactique dépend  nécessairement  de  la  distance  de  l’étoile  au  Soleil, 
et  si  celle  dernière  était  connue,  il  serait  facile  d’obtenir  la  gran- 
deur absolue  de  ce  mouvement,  pour  une  distance  déterminée.  En 
effet,  en  posant 

g cos  G — cos  â0, 

g sin  G — sin  S0  cos  (a0  — A), 


les  équations  des  deux  numéros  précédents  donnent 

, , . . K cos  D . . 

o = v H-  dm , -h  «//,  tang  o0  sin  a0  -4-  sin  ( a0  — A , 


A cos d0 


K 


o = v'  -H  dn0  cos  a,  -h  - g-  sin  ( G — D ) . 


( * ) Die  F.igenbcwegungcn  der  Fixsletnrn  in  ihrsr  Bezichung  zum  Gesamml- 
sjr  tient,  J.-H.  Mædler;  Dorpat,  i85C. 
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Si  A était  connu,  ces  équations  permettraient  de  calculer  la 
grandeur  K,  c’est-à-dire  le  mouvement  du  Soleil  exprimé  en  se- 
condes pour  une  distance  égale  à l’unité  adoptée,  et  les  gran- 
deurs dm0  et  dnt  indépendantes  du  mouvement  parallactique  des 
étoiles;  comme  on  ne  connaît  pas  les  distances  des  étoiles,  ce  pro- 
cédé est  inapplicable.  O.  Struve  tourna  la  difficulté  en  adoptant 
pour  A les  valeurs  hypothétiques  données  par  W.  Struve  dans  ses 
Éludes  d‘ Astronomie  stellaire.  Cet  astronome  y groupe  les  étoiles 
d’après  leur  éclat;  et  du  nombre  deS  étoiles  contenues  dans  cha- 
que classe,  ainsi  que  de  leur  plus  ou  moins  grande  condensation, 
il  déduit  les  rapports  des  moyennes  distances  au  Soleil  des  étoiles 
de  différentes  classes  (*).  O.  Struve  compara  les  observations  de 
4oo  étoiles  faites  par  W.  Struve  et  Preuss  à Dorpat  avec  les  ob- 
servations faites  par  Bradley.  En  négligeant  d’abord  le  mouvement 
général  du  système  solaire,  les  ascensions  droites  et  les  déclinai- 
sons lui  donnèrent,  pour  les  corrections  de  la  constante  de  la  préces- 
sion, deux  valeurs,  l’une  positive  et  l’autre  négative,  et,  par  suite, 
contradictoires.  Mais  en  tenant  compte  du  mouvement  propre 
du  Soleil,  il  trouva  les  corrections  -h  i",i6  à l’aide  des  ascen* 
sions  droites,  et  -f-  o",66  à l’aide  des  déclinaisons.  En  ayant  égard 
ensuite  à leurs  erreurs  probables,  il  obtint,  pour  la  valeur  de  la 
constante  de  la  précession  en  i 790,  le  nombre  5o",?.3449»  valeur 
plus  grande  de  o",oi343  que  celle  donnée  par  Bessel.  Il  en  dé- 
duisit, pour  le  mouvement  angulaire  annuel  du  Soleil,  vu  A 
angle  droit  et  de  la  distance  des  étoiles  de  première  grandeur, 
4-  avec  les  ascensions  droites,  et  +0",  357  avec  les  dé- 

clinaisons. Mais  on  ne  doit  pas  oublier  que,  malgré  sa  précision 
apparente,  celte  détermination  de  la  constante  de  la  précession  et 
du  mouvement  du  Soleil  repose  sur  le  rapport  hypothétique  des. 


(*)  Struve  prend  pour  unité  la  distance  d’une  étoile  de  première  gran- 
deur et  adopte  les  nombres  suivants  : 


Pour  la  distance  d'une  étoile  de 


2e  grandeur 

»,7‘ 

3* 

» 

2,5? 

4e 

b 

3,;6 

5« 

b «.•••• 

•VU 

6e 

1»  

7,86 

rC 

4 

>;  

>»,3j 
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distances  moyennes  des  étoiles  de  differentes  grandeurs.  De  plus, 
il  n’y  a pas  lieu  d’approuver  entièrement  Je  choix  des  étoiles 
<jui  servent  de  base  à ce  calcul  : elles  sont  trop  peu  nombreuses, 
et  sont,  pour  la  plupart,  des  étoiles  doubles. 

Si  l’on  veut  tenir  compte  du  mouvement  du  système  solaire 
dans  la  détermination  de  la  constante  de  la  précession,  il  est 
peut-être  préférable  de  ne  pas  introduire  les  rapports  hypothé- 
tiques des  distances  moyennes  des  étoiles  de  différentes  gran- 
deurs, mais  de  grouper  les  étbiles  en  classes  d'après  leurs  grandeurs 
ou  la  grandeur  de  leurs  mouvements  propres,  et  de  déterminer, 

pour  chaque  classe,  une  valeur  du  rapport  - et  de  la  correction  de 

A 

la  constante  de  la  précession.  Les  valeurs  de  — trouvées  ainsi  peu- 
vent être  considérées  comme  des  valeurs  moyennes  pour  ces 
differentes  classes,  et  les  valeurs  de  m et  de  n seront  indépen- 
dantes d’une  portion  au  moins  du  mouvement  parallaetique, 
d’autant  plus  considérable  que  les  rapports  des  distances  des 
étoiles  d’une  même  classe  seront  plus  voisins  de  l’unité  (*). 

Celte  méthode  permet  d’avoir  égard  aux  variations  de  A et  D. 

En  effet,  si  l’on  pose  - = nr,  on  peut  donner  aux  équations  qui 
précèdent  la  forme 


cos  D 


o = v -h  dm0  -+■  dn,  tang  o0  sin  x0 — cos(  a0 

cos  o„ 

A) 


A)  ri  A 


, ~ ^ , sin  ( a0  — 

(cosD  — sinDf/Dj r 

1 ' costL 


a. 


o — '/  -4-  dn0  cos  — g cos  (G  — D ) a d D 

H-  cos  D sin  % sin  (a„  — A)  a ci  A -h  ag  sin  (G 


D); 


ers  équations  peuvent  servir  à déterminer  pour  chaque  classe  les 
valeurs  les  plus  probables  de  a , ad  A,  adD,  dm%  et  da0.  Dans  le 


g*)  L'auteur  de  cet  Ouvrage  a entrepris  cette  recherche  depuis  1111  cer- 
tniif  nombre  d’années,  et  n'a  pu  jusqu’à  présent  la  terminer.  Les  mouve- 
ments propres  y sont  déduits  de  la  comparaison  des  observations  de 
Bradloy  avec  celles  faites  par  Hendcrson  à Edimbourg.  Les  valeurs  d»*6 
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cas  où  l’on  adopte  les  rapports  des  distances  données  par  Struve, 
la  valeur  de  l’inconnue  a,  déduite  de  ces  équations,  dans  lesquelles 

on  a multiplié  son  coefficient  par  — > doit  être  la  même  pour  toutes 

éJt 

les  classes.  [Poir,  sur  le  même  sujet,  un  travail  d’Airy  dans  le 
volume  XXVIII  des  Manoirs  of  thc  Royal  Astronomical  Society.) 

102.  Réduction  de  la  position  de.  la  Polaire  à une  époque  quel- 
conque. — Nous  pourrons  désormais  supposer,  et  cela  sans  erreur 
sensible,  qu’à  quelques  exceptions  près,  les  mouvements  propres 
des  étoiles  s’effectuent  sur  un  grand  cercle,  et  proportion- 
nellement au  temps.  Les  variations  annuelles  qui  en  résultent 
dans  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  d’une  étoile  seraient 
constantes  si  les  plans  auxquels  ces  coordonnées  sont  rapportées 
conservaient  la  même  situation  par  rapport  à la  direction  du  mou- 
vement propre  de  l’étoile.  Mais  il  n’en  est  pas  ainsi,  ces  plans  se 
déplacent;  les  variations  annuelles  rapportées  à ces  mêmes  plans 
sont  donc  variables,  et  il  est  nécessaire  d’en  tenir  compte,  au  moins 
pour  les  étoiles  très- voisines  du  pôle. 

Les  formules  qui  servent  à transformer  les  coordonnées  po- 
laires rapportées  à l’équinoxe  du  temps  t' , en  coordonnées  rap- 
portées à l’équinoxe  du  temps  t,  sont,  d’après  le  n°  39, 

cos£'  sin  («'  -h  a'  — z')  = costf  sin  (a  y- a s), 

cos£'  cos  (a'  -h  a'  — ï)  = r cos<?  cos  (a  -ha  -h  z)  cos©  — sin<î  sin  0, 

sin<?'  =,coso  cos  (a  -H  a -+-  z)  sin©  -h  sinôcos©, 

* 

où  a et  a'  désignent  la  précession  planétaire  pour  les  temps  t et 


mouvements  parallaciiqucs  annuels  des  étoiles  de  differentes  grandeurs  sont 
les  suivantes  : 

Pour  3i  étoiles  de  grandeur  3.4 o",o68 985  ±z  o,oio 

» ^5  » 4 0^,0697 15  ± 0,006 584 

« 71  ».  4.5 o",o|G 81 1 ± 0,0069^5 

» 284  » 5 o”,  0:290 13  ± 0,002  446 


On  a exclu  do  cette  recherche  les  étoiles  dont  le  mouvement  propre  ex- 
cède o*,3. 
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et  t,  i et  e des  quantités  auxiliaires  obtenues  à l'aide  des  for- 
mules (A)  du  n°  59.  F.n  raison  de  la  petitesse  des  mouvements 
propres  on  peut  négliger  leurs  carrés  et  leurs  produits,  et  en  se 
rappelant  que  les  formules  précédentes  sont  déduites  d'un  triangle 
sphérique  ayant  pour  côtés  90" — f,  90° — i et  e,  et  pour 
angles  a a -I-  z,  180°  — a'  — a'  -t-  a'  et  c,  on  obtient,  d’après 
la  première  et  la  troisième  des  formules  {1  1)  du  n"  9, 

A J'  = A J cos  c — A a sin  0 sin  (a'  -+-  a'  — *'  ), 
cos  i'  A a'  = Ai  sin  c ■+■  A a eus)  cos  c-, 

en  remplaçant  sine  et  cos  c par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
autres  éléments  du  triangle,  6n  aura 

AajcosB  -h  sine  tango'  cos(a'  •+-  0’  — a')] 

A i . sin  (a'  -+-  a'  — i'\ 

~t~ -sine  — — — 9 * 

eus  0 cos  0 

— A a sinQ  sin  { a'  -t-  a'  — 1' ) 

■+•  cos  i’ [cose  -t-  sine  langd'cos(a'  -t-n'  — z'  )]; 


et  de  même 

Aa'  [cose  — sine  tango  cos(  a -| - a -t-  1)] 

Ai'  . sin  a n -+-  z) 

57  sin  e -, « 

cos  0 cos  0 

Aa'  aine  sin  (a  -4-  a 1) 

Ai' 

H cosi;  cose  — sin  0 tangi  cos  % -h  a -t-  *11. 

cos  J 

Exemple.  — L’ascension  droite  et  la  déclinaison  moyennes  «le 
la  Polaire  au  commencement  de  1 ç55  étaient 

a = 10" 55' 44** 9^5,  i = -t-  87" 59' 4 1".  >2; 

en  y ajoutant  la  précession,  on  trouve,  pour  la  position  de  la  Po- 
laire au  commencement  de  t85o, 


t'=  iti"  1 a'5<i",9t  7,  i’ = + 88'’3o'34',68o. 


VARIABILITÉ  DES  MOUVEMENTS  PROPRES.  3?-9 

D’après  les  Tabula?  Regiomott tance  de  Bessel,  les  coordonnées  de 
la  Polaire,  à la  même  époque,  étaient 

a'  = i6°  i5'  iç)",53o,  <T  — -h  88('3o'34//,898. 

J.a  différence  entre  ces  deux  valeurs  provient  du  mouvement 
propre  de  la  Polaire  ; on  en  conclut  que,  dans  l’intervalle  de  i ^55 
à i85o,  il  a pour  valeur 

-h  2'22",6i3  en  ascension  droite, 

•4-  o ,218  en  déclinaison. 

Rapportées  à l’équateur  de  i85o,  les  variations  annuelles  de  l’as- 
cension droite  et  de  la  déclinaison  (Je  la  Polaire  dues  à son  mou- 
vement propre  sont  donc  , 

A a'  = 4-  1 ",  5o  1 1 89,  A <T  = -f-  o",  002  29.5. 

Si  maintenant  on  veut  obtenir  le  mouvement  propre  de  la  Po- 
laire rapporté,  par  exemple,  à l’équateur  de  1755,  on  emploiera 
les  formules  (é),et  l’on  trouvera 

© — 0°3l'  45",  600,  a + fl  + zr:  11°  32'9",53o, 

d’où 

A a = -h  1",  108  36,  AÆ  = -h  o",  oo5o63. 

Variabilité  de  certains  mouvements  propres.  — Compagnon 
de  Sinus,  — Pour  les  étoiles  voisines  du  pôle,  les  variations 
du  mouvement  propre  annuel  en  ascension  droite  et  en  déclinai- 
son s’expliquent  par  les  déplacements  des  plans  fonda men-  • 
taux.  Mais  il  est  d’autres  étoiles,  comme  Sirius,  Procyon,  dont 
les  distances  polaires  sont  considérables,  et  cependant  dont 
les  observations  faites  à des  époques  éloignées  présentent,  après 
correction  du  mouvement  parallactique,  des  différences  considé- 
rables qui  ne  peuvent  être  attribuées  aux  erreurs  d’obiervation. 
Cette  erreur  résiduelle,  ce  résidu , Bessel  l’a  remarqué  le  premier 
sur  Sirius  et  sur  Procyon,  et  l’a  attribué  dans  chaque  cas  à l’at- 
traction d’un  corps  invisible  et  de  masse  considérable  placé  dans 
le  voisinage  de  l’étoile.  Basant  ses  recherches  sur  cette  hypothèse, 
Peters  à Altona  a déterminé  au  moyen  des  écarts  en  ascension 
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droite  de  Sirius  l’orbite  de  cette  étoile  autour  de  son  compagnon, 
et  a exprimé  par  la  formule  suivante  la  correction  qu’il  faut  ap- 
porter à l’ascension  droite  de  Sirius  : 

<1  — o',  127  -+-  o',ooo5o(r  — 1800)  -+-  o’,t7  1 sin  («  4-  77"44'  )> 

l'angle  u est  donné  par  l'équation 

M 70,! 865  (/  — 1791 ,43i)  = « — 0,7994  s'n  "> 

70, i865  étant  le  moyen  mouvement  de  Sirius  autour  du  centre 
de  gravité  du  système. 

D'après  les  recherches  de  SalTord  à Cambridge,  les  déclinaisons 
de  SiritiS'Ont  aussi  une  variation  périodique,  et  l'on  doit,  pour  en 
tenir  compte,  appliquer  aux  déclinaisons  observées  la  correction 

1/  = -+-  o",56  H-  o",0202  (/  — 1800)  H—  1 ",47  sin  u -t-  o"5i  cosu, 

dans  laquelle  u a la  même  signification  que  dans  l'équation  pré- 
cédente (*j. 


(•;  A.  C'arke  découvrit  en  186a,  à Chicago,  ce  compagnon  obscur  de 
Sirius,  à une  distance  de  celte  cioile  de  8*  environ. 

Consulter  sur  le  mouvement  propre  de  Sirius  : Notices  astronomiques  de 
Brunnow,  n°  28. 
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CHAPITRE  V. 

DÉTERMINATION  DE  LA  POSITION  DES  GRANDS  CERCLES  FIXES 
DE  LA  SPHÈRE  PAR  RAPPORT  A L’HORIZON  D’UN  LIEU. 


Nous  avons  déjà  montre  (noî  91  et  92  '.  comment,  au  moyen 
d’un  instrument  méridien  parfaitement  stable,  on  peut  détermi- 
ner, par  rapport  à l’horizon,  les  positions  des  grands  cercles  fixes 
de  la  sphère  céleste.  En  effet,  si  la  ligne  de  collimation  de  l’in- 
strument décrit  un  grand  cercle  vertical,  il  sera  facile,  au  moyen 
de  l’observation  des  deux  culminations  d’une  circompolaire,  d’ame- 
ner cette  ligne  de  collimation  à décrire  le  méridien,  et  de  déter- 
miner ainsi  le  plan  vertical  qui  contient  le  pôle  de  l’équateur.  On 
reconnaît  que  ce  résultat  est  obtenu,  lorsque  l’intervalle  de  temps 
compris  entre  les  deux  observations  est  de  i2h,si(1,  -h  A a,  Aa  étant 
la  variation  de  l’ascension  droite  apparente  pendant  cet  inter- 
valle de  i2h. 

L’instrument  étant  ainsi  dans  le  méridien,  l’observation  des  dis- 
tances zénithales  d’une  étoile  à ses  deux  culminations  donnera  la 
latitude,  car  son  complément  est  égal  à la  moyenne  arithmétique 
des  deux  distances  zénithales  corrigée  de  la  réfraction  et  aug- 

montée  de  la  demi-variation  — de  la  déclinaison  apparente  dans 

l’intervalle  des  observations.  De  plus,  la  détermination  de  l’heure 
du  passage  au  méridien  d’une  étoile  dont  l’ascension  droite  est 
connue,  donne  l’angle  horaire  à cet  instant  de  l’équinoxe  du  prin- 
temps, ou  le  temps  sidéral  ; et  si,  au  même  instant,  on  fait  dans 
un  autre  lieu  une  détermination  semblable,  la  différence  des  deux 
temps  observés  sera  égale  à la  différence  des  angles  horaires  de 
l’équinoxe  du  printemps  aux  deux  lieux,  ou  à la  différence  de 
leurs  longitudes  géographiques.  11  s’agit  maintenant  de  connaître 
les  méthodes  qui  permettent  de  s’assurer  de  la  simultanéité  des 
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deux  observations,  ou  au  moins  de  déterminer  la  différence  des 
époques  d’observation  aux  deux  lieux. 

Les  méthodes  les  plus  simples  et  les  plus  exactes  reposent  sur 
l’emploi  d’un  instrument  des  hauteurs  établi  d’une  façon  stable 
dans  le  méridien;  mais  on  peut  encore  déterminer  la  position  du 
zénith  par  rapport  au  pôle  et  celle  de  l’équinoxe  du  printemps, 
en  observant  hors  du  méridien  les  coordonnées  rapportées  à l’ho- 
rizon d’étoiles,  connues  ; cette  marche  donne  lieu  à un  grand 
nombre  de  procédés  qui  permettent  aux  voyageurs  et  aux  ma- 
rins de  faire  ces  déterminations  avec  plus  ou  moins  d’avantages, 
suivant  les  circonstances,  et  qu’on  peut  d’ailleurs  suivre  toutes  les 
fois  que  l’on  manque  des  moyens  nécessaires  à l’emploi  des  mé- 
thodes indiquées  précédemment. 

Pour  exprimer  les  relations  qui  existent  entre  la  hauteur  et 
l'azimut  d'une  étoile,  son  ascension  droite  et  sa  déclinaison,  le 
temps  sidéral  et  la  latitude  du  lieu  d’observation,  nous  avons 
trouvé  les  formules  suivantes  : 


sin//  = sin<p  sin£  -t-  cos<p  cos<?  cos  (0  — a), 
cos<p  tang£ 


cot  A 


sin  (v@  — a) 


4-  sin çp  cot  (0  — a). 


Ces  équations  montrent  que,  par  l’observation  de  la  hauteur 
ou  de  l'azimut  d’une  étoile  connue,  on  peut  déterminer  le  temps 
si  la  latitude  est  connue,  ou  la  latitude  si  le  temps  est  connu. 
Par  conséquent,  on  aura  la  latitude  et  le  temps  sidéral  en  combi- 
nant deux  observations  de  hauteur  ou  d’azimut  de  la  même 
étoile,  ou  bien  les  observations  de  deux  étoiles  connues. 

On  devra,  dans  toutes  ces  déterminations,  corriger  les  obser- 
vations de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe  diurne  (si  l’astre  ob- 
servé n’est  pas  une  étoile  fixe),  et,  dans  le  calcul,  employer  les 
positions  apparentes.  L’instrument  dont  on  se  sert  pour  ces 
observations  est  un  altazimut  installé  de  telle  sorte  que  la  ligne  de 
collimation  de  la  lunette  décrive  un  cercle  vertical  pendant  le 
mouvement  de  rotation.  ( Voir  n°  12  du  second  volume.)  On  peut 
aussi,  dans  le  cas  où  l’on  n’observe  que  les  hauteurs,  se  servir 
d’un  instrument  de  réflexion  avec  lequel  on  mesure  l’angle  com- 
pris entre  l’étoile  et  son  image  donnée  par  un  horizon  artificiel , 
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c’cst-à-dire  le  double  de  sa  hauteur.  Dans  le  cas  où  l’on  emploie 
un  altazimut,  on  peut,  comme  avec  un  instrument  méridien, 
déterminer  le  point  zénithal  du  cercle  au  moyen  d’un  horizon 
artificiel,  ou  bien  encore  observer  l’étoile  dans  une  première 
position  de  l’instrument  , et  recommencer  l’observation  après 
avoir  fait  tourner  celui-ci  de  i8o°  autour  d’un  axe  vertical. 


dz 

Soient  Ç et  Ç'  les  lectures  faites  aux  deux  époques  0 et  ©',  — 
fl2  z 

et  les  dérivées  de  la  distance  zénithale  (n°  53)  correspondantes 


à l’époque  0O=  ? Z la  lecture  correspondante  au  zénith  ; 

nous  aurons,  pour  les  lectures  réduites  à la  moyenne  des  temps, 
en  supposant  que  dans  la  première  position  du  cercle  les  lectures 
croissent  dans  le  même  sens  que  les  distances  zénithales, 


z„  -4-  Z _ Ç -h  —777  {©»  -&)—{-  (0  — 0O)\ 


d&o 


■L  - Z.  _ n + A (e'  - e.)  + ’ t£'  (e'  - e,)*. 

La  distance  zénithale  correspondante  à la  moyenne  des  temps 
a donc  pour  valeur 


Si  l’étoile  a été  observée  directement  et  par  réflexion,  le  pre- 
mier membre  de  la  seconde  équation  doit  s’écrire  180° — zt  -f-  Z, 
en  conservant  la  même  convention  pour  le  sens  dans  lequel  crois- 
sent les  lectures,  et  cette  seconde  équation  devient 

9o°-*.  = tCÏ'-?)  + t^  (e'  — e)1  f,. 


(*)  Nous  supposons  ici  que  c'est  le  même  point  «lu  cerclo  qui  correspoml 
au  zénith  dans  les  deux  positions  «le  l'instrument.  Four  s'en  assurer,  on 
adapte  au  cercle  un  niveau  dont  la  bulle  se  déplace  quand  une  ligne  fixe 
<l«i  cercle  change  d'inclinaison  par  rapport  à lu  verticale.  Ce  niveau  in- 
dique donc  la  variation  du  point  zénithal  et  donne  en  même  temps  lu 
moyen  de  la  mesurer.  ( Voir  n°  13  du  second  volume.) 
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Pour  observer  avec  cet  instrument  l’azimut  d’un  astre,  il  faut 
encore  déterminer  le  point  du  cercle  horizontal  qui  correspond  au 
méridien  ou  le  zéro  des  azimuts;  nous  donnerons  plus  tard  les 
méthodes  qui  permettent  d’effectuer  cette  détermination,  et  sup- 
poserons actuellement  que  ce  point  est  connu.  Soient  L0  et  L les 
lectures  du  cercle  qui  correspondent  au  méridien  et  à l’azimut  A, 
on  aura 

A = ±(L-Lo), 

» 

suivant  que  les  lectures  croissent  ou  décroissent  dans  le  sens  des 
azimuts. 


I.  — Détermination  du  méridien  ou  d’un  azimut  absolu. 


103.  Méthode  des  plus  grandes  hauteurs.  — La  méthode  la 
plus  simple  pour  trouver  la  direction  du  méridien  est  fondée  sur 
l’observation  de  l’instant  où  un  astre  atteint  sa  plus  grande  hau- 
teur au-dessus  de  l’horizon;  avec  un  instrument  des  hauteurs 
on  observe  le  Soleil,  par  exemple,  et  on  admet  que  cet  astre  est 
dans  le  méridien  aussitôt  que  sa  hauteur  cesse  de  varier.  Cette 
méthode  est  employée  en  mer  pour  trouver  approximativement 
l’instant  du  midi  vrai;  elle  est  nécessairement  très-incertaine,  car 
au  méridien  la  hauteur  de  l’astre  atteint  son  maximum,  et,  par 
suite,  n’éprouve  que  de  petites  variations  avant  et  après  la  cul- 
mination. 


Méthode  des  digressions  de  la  Polaire.  — Une  autre  méthode 
repose  sur  l’observation  des  plus  grandes  digressions.  Nous  avons 
vu  (n°  55)  que  l’angle  horaire  de  plus  grande  digression  d’une 
circompolaire  était  donné  par  l’équation 


cosf  — 


tangy 

tangÆ 


ou 


tang3 


t 

2 


sin  (S  — <p) 
sin  ( S + 7 ) * 


et  qu’à  cette  époque  le  mouvement  de  l’étoile  était  perpendicu- 
laire à l’horizon;  le  mouvement  en  azimut  est  donc  nul,  puisque 
le  cercle  vertical  est  tangent  au  parallèle  de  l’étoile.  Or  si,  avec 
un  instrument  azimuta!  dont  la  ligne  de  collimation  décrit  un 
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cercle  vertical,  on  veut  suivre  une  semblable  étoile,  il  faudra  en 
général,  pour  conserver  l'étoile  sous  la  croisée  des  fils  du  réticule, 
déplacer  la  lunette  sur  son  cercle  vertical  et  faire  tourner  celui-ci 
par  rapport  au  cercle  azimutal,  tandis  qu’à  l’époque  de  la  plus 
grande  digression  il  suffira  d’un  déplacement  vertical  de  la  lunette. 
Aussitôt  que  ce  résultat  est  atteint,  on  lit  sur  le  cercle  azimutal  la 
position  de  l'instrument,  puis  on  recommence  la  même  opération 
de  l’autre  côté  du  méridien,  et  si  a et  a'  désignent  les  deux  lec- 
tures, a a donnera  le  point  du  cercle  qui  correspond  au  mé- 
ridien. Il  convient,  pour  appliquer  cette  méthode,  de  choisir  l’é- 
toile polaire  à cause  de  son  éclat,  et  aussi  parce  qu’en  raison  de 
la  lenteur  de  son  mouvement  elle  reste  plus  longtemps  à sa  plus 
grande  digression. 

Méthode  tles  hauteurs  correspondantes.  — A des  angles  ho- 
raires égaux  de  part  et  d’autre  du  méridien  correspondent  aussi 
des  hauteurs  égales;  il  en  résulte  que  si,  à des  épocpies  différentes, 
on  a observé  une  étoile  à la  meme  hauteur,  on  a,  par  là  meme, 
déterminé  deux  cercles  verticaux  également  distants  du  méridien. 
Ainsi,  après  avoir  fait  coïncider  l'image  d'une  étoile  avec  la  croi- 
sée des  fils  du  réticule  d’un  instrument  azimutal  et  lu  la  position 
correspondante  du  cercle  azimutal,  on  attendra  qu’après  sa  cul- 
mination l’étoile  vienne  encore  coïncider  avec  la  croisée  des  fils 
delà  lunette  dont  la  hauteur  n’a  pas  varié;  on  fera  de  nouveau  la 
lecture  sur  le  cercle  azimutal,  et  la  moyenne  arithmétique  des 
deux  lectures  donnera  le  point  du  cercle  qui  correspond  au  mé- 
ridien. . 

Si,  dans  ces  observations,  on  emploie  le  Soleil  dont  la  décli- 
naison varie  dans  l’intervalle  des  deux  observations,  il  faudra  faire 
subir  une  petite  correction  à la  direction  trouvée  pour  le  méri- 
dien. En  effet,  différentions  l’équation 

sin  S = sintp  sin/i  — costp  cos  h cos  A 

en  n’y  considérant  comme  variables  que  A et  i,  nous  aurons 

cos  S dS  dS 

dk  = — : — • 

cosy  cos  « sin  A cosysinr 
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Ainsi  A£  désignant  la  variation  de  la  inclinaison  pendant  l’inter- 
valle des  deux  observations,  et  les  divisions  croissant  dans  le  même 
sens  que  les  azimuts,  il  faudra  de  la  moyenne  arithmétique  des 
lectures  retrancher  la  quantité 

A 3 cos  3 S 3 

2 cos  cos  h si  n A 2co$<j>sin/ 


Méthode  îles  culminations  d’une  circompotaire.  — La  quatrième 
méthode  est  identique  avec  celle  qui  a été  donnée  au  n°  91  pour 
l'installation  exacte  d’un  instrument  méridien.  On  observe  les 
époques  où  une  circumpolaire  a le  même  azimut  au-dessus  et  au- 
dessous  du  pôle;  le  plan  dans  lequel  se  meut  l’instrument  coïn- 
cidera avec  le  méridien  si  l’intervalle  compris  entre  les  deux  ob- 
servations est  égal  à i a1»-»'*1  - -f-  Aar,  A a étant  la  variation  de  l’ascen- 
sion droite  apparente  pendant  l’intervalle  des  observations.  Si  cette 
condition  n’est  pas  réalisée,  on  trouvera  la  valeur  de  l’azimut  delà 
manière  suivante.  L’azimut  étant  compté  à partir  du  point  nord, 
et  non  plus  du  point  sud,  la  première  obseivation  donne 


cos/i  sin  A = co«o  sin/, 

cos  4 cos  A = sin  3 cos<p  — cosÆ-sin?  cos/, 


tt  la  seconde,  faite  au-dessous  du  pôle, 

cos/t'sinA  = cosS  sin/', 

. cos  h'  cosA  = sinÆ  cosep  — cosÆ  sin  <p  cos/'  ; 


ajoutons  la  première  et  la  troisième  de  ces  équations,  retranchons 
la  seconde  de  la  quatrième,  et  divisons  les  résultats  membre  à 
membre,  nous  aurons 


tang  A = col  ÿ (/'  — /) 


tang  ÿ ( //  -4-  h! ) tang  \[h  — h’ 
sin  9 


Si  /'  — / diffère  peu  de  qo°—  ÿ (/'  — /),  et  par  suite  A, 

sera  un  petit  angle,  et  comme  -j  (//  -h  /*')  et  } [h  — h' ) sont  alors 
presque  égaux  respectivement  à et  90°  — 3,  l’équation  précé- 
dente peut  s’écrire 


9P° “ H''-') 
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101.  Détermination  tic  in  rlirection  du  méridien  nu  de  l'azimut 
d’un  mire  quand  on  cannait  le  temps  et  la  latitude  du  Heu.  — Ces 
méthodes  ne  supposent  pas  que  le  temps  et  la  latitude  du  lieu  soient 
connues,  ou  du  moins  n’en  exigent  qu'une  connaissance  appro- 
chée. Mais  si  l'on  possède  leurs  valeurs  exactes,  chaque  obser- 
vation faite  avec  un  cercle  azimutal  permet  de  trouver  le  point 
méridien  du  cercle;  il  suffit  de  comparer  la  lecture  du  cercle  avec 
l'azimut  déduit  des  équations 

I cos  A sin  A =4-  cos<î  sin  t, 

(/»)  . 

( cos//  cos  A = — sin 'J  cos  y 4-  sin  y cosJ  cosr. 

Si  l’on  fait  une  série  d’.observations  de  ce  genre,  il  n’est  pas 
nécessaire  de  calculer  ainsi  l’azimut  correspondant  h chaque  obser- 
vation, maison  peut  opérer  plus  brièvement.  Soient  0,  0', 
les  époques  des  n observations,  ©,  leur  moyenne  arithmétique, 
A,  l’azimut  correspondant  1 l'époque  ; on  a 

d A , d1  K 

A =A.4-  — te  -e.)  + ; — (e  — e.)1, 

A'  = A.  4-  ~ (»'-  e.)  + } ~ (e’-  e,)*, 


et,  puisque 

0 — 0,  4-  0 0,  + • ■ . — — O , 

on  obtient,  en  ajoutant  toutes  ces  équations, 

A -t-  A'  -t-  A*  4-  . . . i d‘  A 


A.= 


n 2 n dt 

A 4-  A’  4-  A"  4-  • . _l  d^  A 

n « dt7 


-i{0-e.)\ 

ï2  sin’  J (0  — 0,). 


On  a remplacé  les  quantités  ~ (0 — 0,i*  par  les  quantités 
7-sin1  J-  (0  — 0,',  qui  en  diflèrent  très-peu.  On  trouve  dans  tous 
les  Recueils  de  Tables  astronomiques,  dans  celui  de  Warnstorff 
par  exemple,  des  Tab’es  commodes  qui  donnent,  avec  l’argu- 
I.  22 
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ment  ( exprimé  en  temps,  la  valeur  de  2 sin7- exprimée  en  se- 
t-ondes d’arc.  D'après  le  n°  53,  on  a encore 


r/7A 

dp 


cos»  sin  A, 
cos7  //„ 


( cos  /i„  sin  o -f-  2 cos»  cos  A0). 


Par  conséquent,  si  la  moyenne  arithmétique  tle  toutes  les 
lectures  on  ajoute  la  quantité 


cos»  sin  A0  , . . , . . i.2Sin3  j{©  — 0#) 

: f cosAf„  sino  -f-  2 cos  1 cos  A,  ) » 

cos*’  //„  ‘ n 


on  obtient  une  valeur  A,  que  l’on  tlevra  comparera  l'azimut  donné 
par  les  formules  ( a ),  pour  l'époque  / = 0O  — a. 

La  différentiation  des  équations  (/»),  ou  la  dernière  des  équa- 
tions différentielles  du  n°  36,  donne 


cosd  cos /j 

d A = 7 — dt  — lung//  sin  A do 

co  s h 0 ‘ 


sin  p 
cos  h 


dS, 


relation  d’où  il  résulté  que  les  meilleures  déterminations  du  mé- 
ridien, faites  d’après  celte  méthode,  seront  données  par  l’observa- 
tion de  la  Polaire  à l’epoque  de  sa  plus  grande  digression,  car 
alors  p est  égal  à 90",  et  sauf  pour  les  fortes  latitudes  A est  voi- 
sin de  180”;  de  telle  sorte  qu'une  erreur  commise  sur  la  valeur 
du  temps  n’aura  aucune  influence  sur  l’azimut  obtenu,  et  qu'une 
erreur  commise  sur  la  bititude  aura  sur  cette  meme  quantité  une 
influence  très  faible;  le  point  méridien  du  cercle  sera  donc  ob- 
tenu ainsi  avec  une  grande  exactitude. 

Ce  point  une  (ois  déterminé,  la  différence  des  deux  lectures  qui 
sur  le  cercle  correspondent  à ce  point  et  à un  objet  quelconque 
céleste  ou  terrestre  donnera  immédiatement  l'azimut  de  cet  ob- 
jet n. 


(*)  Pour  les  objets  , et  dans  le  cas  où  la  limeiie  est  fixée  à 

IVtlrémité  d'un  ax<-,  il  funi  faire  subir  h celte  différence  une  petite  correc- 
tion. (Voir  le  n°  12  du  second  \ul1111n».) 
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105.  Détermination  tic  l’azimut  d'(/n  objet  terrestre  par  l'ob- 
servation de  sa  distance  h un  astre.  — On  peut  encore,  mais  avec 
moins  d’exactitude  il  est  vrai,  et  à la  condition  de  connaître  le 
temps  et  la  latitude,  déterminer  l'azimut  d’un  objet  terrestre  de  la 
faç.rn  suivante  : au  moyen  d’un  instrument  de  réflexion  on  me- 
sure sa  distance  à un  astre  quelconque,  et  en  même  temps  on 
observe  sa  hauteur  au-dessus  de  l’horizon. 

En  effet,  la  connaissance  de  l’angle  horaire  de  l’étoile  à l’époque 
de  l’observation  de  la  distance  permet,  comme  nous  l’avons  vu 
au  n°  35,  d’obtenir  la  hauteur  h et  l'azimut  a de  l’astre;  et,  de 
plus,  le  triangle  formé  par  le  zénith  et  les  positions  apparentes 
de  l’astre  et  de  l’objrt,  donne  l’équation 

(a)  cos  A = sin//  sin  H -4-  cos//  cosH  cos  (a  — A), 


où  H et  A représentent  la  hauteur  et  l’azimut  de  l'objet,  et  A la 
distance  observée  (*).  On  trouve  ensuite  a — A par  la  formule 


(A) 


cos  [a  — A)  — 


co  s A — sin//  sin  11 
cos  b co  s H 


qui  donne  l'azimut  A,  puisque  a est  connu. 

l.’équation  (A)  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  commode 
pour  le  calcul  logarithmique.  On  a en  effet 


et 


d’où 


l •+-  cos  (a  — A)  — 


1 — cos  la  — A ) = 


cos  ( H -4-  //  ) -I-  eos  A 
cos//  eos  H 

cos  (H  — ht  — cos  A 
cos//  eos  H 


tang’  j-  ( a — A ) 


sin  7 : A — H -+-  //  ) sin  ! ( H — //  -+-  A ) 
cos  " ( A -t-  H -(-///  cos  } ( H -t - //  — a j ’ 


(*j  Dans  celle  formule  h 11c  représenta  pa.  réellement  la  hauteur  calculée, 
mais  cotte  hauteur  à laquelle  ou  a ajouté  la  réfraction,  et  dont  on  o retranché 
la  parallaxe  si  l’astre  est  le  Snlêil.  De  même  11  représente  In  hauteur  ob- 
servée  affectée  de  la  réfraction;  de  la  sorte  cca  quantités  h cl  H peuvent 
entrer  dans  les  formules  en  môme  temps  quu  la  distance  mesurée  A. 
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, »in(S—  H)sin(S—  AJ 

(B;  langS  (»-*)  = ■ -7^ScS(S- 4) 


en  posant 


2 S — A + 11  + //• 


Si  l'objet  est  à l’horizon,  H = o,  et  on  a simplement 

tang3  \(n  — A)  = tang  4 ( A + h)  lang  \ {à  h). 

La  différentiation  de  l’équation  la),  faite  en  y considérant  a—  A 
et  A comme  variables,  donne 

v sinA 

il  [a  — A ) = j T. — ; — j r\  » 

' cos  //  cos  H sm  [a  — A ) 


et,  d’après  le  n°  36, 


da  — 


cos<î  cos  p 
cos// 


dt. 


Celte  équation  montre  que,  pour  diminuer  l’influence  que  peut 
avoir  sur  A une  erreur  commise  dans  l’observation  du  temps  et 
dans  la  mesure  de  la  distance,  il  faut  prendre  l’astre  au  voisinage 
de  l’horizon,  car  s’il  était  près  du  zénith  le  dénominateur  cos// 
serait  très-petit. 

R km  arque.  — Quand,  à deux  époques  différentes,  on  a me- 
suré la  distance  d’un  astre  à un  objet  terrestre,  il  est  facile  de  cal- 
culer  l’angle  horaire  et  la  déclinaison  de  cet  objet,  et,  par  suite 

aussi,  son  azimut  et  sa  hauteur. 

Soient,  en  effet,  T et  D,  / et  S l’angle  horaire  et  la  déclinaison 

de  l’objet  et  de  l’astre,  et  X le  temps  écoulé  entre  les  deux  obser- 
vations (dans  le  cas  du  Soleil  X doit  être  exprimé  en  temps  vrai); 
les  deux  triangles  formés  par  le  pôle,  l’objet  et  les  deux  positions 
de  l’astre  donneront  les  relations 

cos  A = sin<5  sin  D -4-  cosÆ  cosD  cos  ( t — T) , 
cos  A' = sin  £ sin  D -+-  cos<J  çosD  cos  (/  — T -+-  >.). 

Au  moyen  d’une  méthode  de  calcul  que  nous  donnerons  au 
n"  UC,  on  déduira  D et  / — T de  ces  deux  équations;  ces  va- 
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leurs  obfermes,  on  calculera  l’angle  horaire  / de  l’astre  pour  l’é- 
poque de  la  première  observation,  ce  qui  fera  connaître  T,  puis, 
avec  T et  D,  on  aura  facilement  A et  H ( voir  n°  35). 


II.  — Détermination  du  temps  ou  de  la  latitude  a l’aide  d’une 

SEULE  OBSERVATION  DE  HAUTEUR. 

106.  Détermination  du  temps  par  l’ob servat ion  de  la  hauteur 
d’une  étoile.  — L’observation  de  la  hauteur  d’une  étoile  connue, 
en  un  lieu  dont  la  latitude  est  connue,  donne  immédiatement  l’angle 
horaire  au  moyen  de  l’équation 

sin  h — sin©  sin# 

cos/  — • 

cos<$>  cos  o 

Le  procédé  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  le  numéro  pré- 
cédent peut  encore  être  employé  pour  rendre  cette  équation  cal- 
culable par  logarithmes*,  en  introduisant  les  distances  zénithales 
au  lieu  des  hauteurs,  et  posant 

2 S Z -f-  — f-  3 , 

on  obtiendra 


(A) 


tang’^r  = 


sin  (S  — ?)  sin(S  — 3) 
cos  S cos  (S  — z) 


comme  celte  équation  ne  détermine  pas  le  signe  de  /,  il  faut  <a- 
voir  de  quel  côté  du  méridien  l’observation  a été  faite  et  prendre 
t positif  ou  négatif,  suivant  qu’elle  a eu  lieu  à l’ouest  ou  à l’est. 

Si  a est  l’ascension  droite  de  l’astre  observé,  le  temps  sidéral  0 
de  l’observation  est  toujours  égal  à /-ha;  dans  le  cas  où  l’on  a 
observé  le  Soleil,  l’angle  horaire  calculé  représente  le  temps  so- 
laire vrai. 

Exemple.  — Le  29  octobre  1822,  le  Dr  Westphal  a observé, 
à Abutidsch,  en  Égypte,  pour  hauteur  du  bord  inférieur  du 
Soleil , 

h = 33”  42"  1 8",  7 

au  moment  où  le  chronomètre  marquait  20h  i6m20*.  Quel  était  le 
temps  correspondant?  On  doit  d’abord  corriger  cette  hauteur  de 
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la  réfraction  et  de  la  parallaxe;  mais,  puisque  les  instruments 
météorologiques  n’ont  pas  été  observés,  on  ne  peut  se  servir  que 
de  la  refraction  moyenne,  dont  la  valeur,  donnée  par  les  Tables, 
est  1 ’ 26”,  4 • On  la  retranchera  de  la  hauteur  observée,  on  v 
ajoutera  la  parallaxe  de  hauteur  6", 9 et  le  demi-diamètre  du 
Soleil  16' 8", 7,  et  on  aura,  pour  la  hauteur  réduite  du  centre  de 
cet  astre, 

h = 33“57'  7".  9- 

La  latitude  d’Almlidsch  est  27<’5'o"',  et  la  déclinaison  du  So- 
leil était  ce  jour-là  * 

3 — — 1 3°  38'  1 1 ',  1 ; 


le  calcul  est  donc  le  suivant  : 

S = -4-  34°44,5o",5  séc S o,o853o<)9 

S — S = -4-  48  • 23 . i ,6  sin  (S  — 3)...  1.8736751 

S — f = 4-  7.39.50,5  sin,  S — y)...  ' 1 , n5o385 

S—  : = — 21.18.  1 ,6  séc  (S  — 1)...  0,0307293 

1,1147439 

lang;' 1,5573719 

, / — — i9°5o'  37", 98, 

'=  — 3g.4i.i5  ,96, 
z = — 2h38"’  ,J5*,  06. 


Le  temps  solaire  vrai  à l’instant  de  l’observation  était  donc 
égal  à 2ih  21 m i4’>9>  t-l>  puisque  l'équation  du  temps  était 
— on  avait  pour  le  temps  moyen  2i1,5“l6,,2.  Le  chro- 

nomètre retardait  donc  de  48m46*>2  sur  Ie  temps  moyen;  en 
d’autres  termes,  il  fallait,  pour  avoir  le  temps  moyen,  ajouter 
-4-  48m46,,2  à' l’heure  qu’il  marquait. 

Remarque  I.  — La  déclinaison  du  Soleil  et  l’équation  du  temps 
varient  à chaque  instant;  il  faudrait  donc,  en  toute  rigueur,  con- 
naître déjà  le  temps  pour  pouvoir  employer  dans  le  calcul  de  t 
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la  déclinaison  et  l’équation  du  temps  qui  correspondent  réelle- 
ment à l'instant  de  l’observation;  mais,  dans  la  pratique,  on  pren- 
dra d'abord  une  valeur  approchée  de  la  déclinaison  du  Soleil, 
qui  permettra  une  détermination  approchée  du  temps;  à l’aide 
des  Éphémérides  et  par  interpolation,  on  obtiendra  une  nouvelle 
valeur  de  la  déclinaison  plus  approchée  que  la  première,  avec  la- 
quelle on  recommencera  le  calcul. 

Remarque  II.  — Le  nombre  qu’il  faut  ajouter  à l’heure  donnée 
par  la  pendule  à un  instant,  pour  obtenir  l’heure  exacte  au  même 
instant,  s’appelle  Vctat  de  ta  pendule.  L^etat  est  positif  ou  négatif, 
suivant  que  la  pendule  est  en  retard  ou  en  avance  sur  le  temps 
exact.  Si  la  pendule  était  parfaitement  réglée,  l’état  serait  le 
même  ù deux  époques  différentes  t et  t -+-  0 : en  d’autres  termes, 
l’heure  donnée  par  la  pendule  au  temps  6,  augmentée  de  l’état 
au  temps  t,  serait  égale  à l’heure  exacte.  Mais,  pour  avoir  cette 
dernière,  il  faut  en  général  à l’heure  corrigée  comme  nous  venons 
de  le  dire,  ajouter  encore  un  nouveau  nombre  qui  représente  la 
quantité  dont  la  pendule  a marché  par  rapport  au  temps  exact,  et 
qu’on  appelle  la  marche  de  la  pendule.  Elle  est  égale  à la  différent  e 
des  états  à ces  deux  époques,  différence  qu’il  faut  affecter  du  signe  -+- 
si  la  pendule  retarde,  et  du  signe  — si  elle  avance.  Pendant  un 
court  inlcrvalhe  de  temps,  on  pourra  d’ailleurs  supposer  que  cette 
marche  varie  d'une  manière  uniforme;  ainsi,  si  deux  observa- 
tions sont  distantes  de  — t,  et  si  An  est  la  marche  de  la  pen- 
dule pendant  cet  intervalle,  la  marche  en  24h  sera  donnée  par 
l’expression 

, S a Su 

24  — e r 

'“S4 

Equations  différentielles  relatives  au  problème  précédent.  — Eu 
différentiant  l’équation  primitive 

sin/i  = sin^  sin  3 + cos»  cos  3 cos  t, 
on  obtient,  comme  on  l'a  vu  au  n”  36, 

dh  — — cos Kdq  — cos 3 sin/>  dt , 
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d'où 
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puisque 


dt  — — : — — dh do  , 

cosysmA  cosytanj^A 

coso  sin/>  = cos ’f  si n A. 


Les  coefficients  de  dh  et  de  dy  seront  d'autant  plus  petits  que  la 
valeur  de  A se  rapprochera  davantage  de  ±90".  Dans  ce  cas  li- 
mite, la  valeur  de  la  tangente  est  infinie,  et  par  conséquent  une 
erreur  commise  sur  la  latitude  n'a  aucune  influence  sur  la  déter- 
mination du  temps.  De  plus,  sinA  étant  alors  maximum,  le  coef- 
ficient de  dh  est  ininimuifl,  et,  par  suite,  une  erreur  commise  sur 
la  hauteur  aura  sur  la  détermination  du  temps  la  plus  petite  in- 
fluence possible.  Ainsi,  pour  déterminer  le  temps  par  des  obser- 
vations de  hauteurs,  il  sera  toujours  bon  de  les  faire  aussi  près 
que  possible  du  premier  vertical. 

Puisque  le  coefficient  de  dh  peut  encore  être  exprimé  par 

: 1 on  voit  que,  pour  déterminer  le  temps  par  des 

coso  stn /t 

observations  de  hauteurs,  on  devra  se  garder  de  prendre  des 
étoiles  dont  la  déclinaison  soit  grande,  et  qu'il  y aura  tout  avan- 
tage à observer  des  étoiles  équatoriales. 

Calculons  les  valeurs  numériques  des  dérivées  dans  l’exemple 
précèdent;  tout  d'aburd  la  formule 


cosÆsmr 

stn  A =; — 

cos« 

donne 

A = - 48" a5', 8; 

nous  en  concluons 


dt  -t-  I ,5ot3  dh  -f-  0,9966 dy, 
ou,  en  exprimant  dt  en  secondes  de  temps, 

dt  = -t-  O , tOOl  dh  -+-  o,ob6.(  dy. 

Ainsi  une  erreur  d’une  seconde  d’arc  commise  sur  la  hauteur 
donne  une  erreur  de  o’,  10  sur  le  temps;  la  même  erreur  commise 
sur  la  latitude  ne  produit  sur  le  temps  qu'une  erreur  de  o*.  07. 
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L'équalion  différentielle  montre  encore  que  la  détermination 
du  temps  par  l'observation  des  hauteurs  devient  de  plus  en  plus 
incertaine  à mesure  que  cos?  diminue,  c’est-à-dire  à mesure  que 
la  latitude  augmente.  Près  du  pôle,  celte  méthode  serait  tout  à 
fait  inapplicable. 


107.  Méthode  de  calcul  dans  le  cas  où  l'on  a observé  plusieurs 
hauteurs  d’une  même  étoile  *).  — Si  l’on  a observé  successive- 
ment plusieurs  hauteurs  ou  plusieurs  distances  zénithales,  il  n’est 
pas  nécessaire  de  calculer  l’état  île  la  pendule  pour  chaque  obser- 
vation, à moins  que  l’on  ne  veuille  s’assurer  de  la  concordance 
des  diverses  observations;  mais  on  peut,  pour  obtenir  cet  état, 
employer  la  moyenne  de  toutes  les  distances  zénithales  observées. 
Comme  les  distances  zénithales  ne  croissent  point  proportionnel- 
lement au  temps,  il  faut  à leur  moyenne  arithmétique  appliquer 
une  correction  (comme  on  l’a  fait  au  n“  101  pour  les  azimuts}, 
afin  d'obtenir  ensuite,  à l’aide  de  cette  distance  zénithale  corri- 
gée, l’angle  horaire  correspondant  à la  moyenne  arithmétique  des 
temps;  ou,  plus  simplement,  appliquer  une  correction  à l'angle 
horaire  calculé  à l'aide  de  la  moyenne  arithmétique  des  distances 
zénithales,  pour  le  faire  correspondre  à la  moyenne  arithmétique 
des  temps. 

Soient  t,  t',  t",  . . . les  temps  des  n observations,  T leur 
moyenne  arithmétique,  et  Z la  distance  zénithale  correspondante; 


-,  <17-  .r  , rt'JZ  / 

z z + — • t — r 1 -t-  j — (t 


dt 


T)’, 


où  / est  l'angle  horaire  correspondant  au  temps  T;  comme 
:_T  + t'-T  + î"-T+,..  = o, 


(*)  Celle  mélhoJé,  due  à Soldée*,  Jahrbuch  de  Berlin  pour  1818,  a vie 
souvent  appliquée  par  PcissaüT,  Nouvelle  description  géométrique  de  lu 
France , vol.  I,  p.  96  et  suiv. 
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on  obtient,  en  ajoutant  les  équations  précédentes, 


z 4-  s'-f-  z"  + . „ , //*Z  (t  —t  T)1  -4-  (t' — T )*  -4-  . . . 

n ' dl‘  n 

î + :'  + j''  + ...  d1  Z - 2 sin1  vr  — T) 

n dt1  n 


d2Z 

En  remplaçant  — ^ par  l’expression  trouvée  au  n°  53,  on  ob- 
tient enfin 


Z — 


: + 2'+î"+,. 


costfcos?  lasin5~{T — T) 


// 


sin  Z 


cos  A cos  /? 


« 


Avec  cette  moyenne  arithmétique  des  distances  zénithales  cor- 
rigée, on  calculera  l'angle  horaire,  et  par  suite  le  temps  qui, 
comparé  au  temps  T,  donne  l’état  delà  pendule.  Si,  au  contraire, 
on  a calculé  l’angle  horaire  avec  la  moyenne  arithmétique  des 
distances  zénithales  non  corrigée,  on  ajoutera  à l’angle  horaire 
trouvé  la  correction 

dt  eos<î  cos®  1 1 sin5 -j(t — T) 

— • . ■■■  cosAcos» î 

t/z  sin  Z n 


valeur  qui,  si  on  l’exprime  en  secondes  de  temps,  et  si  l’on  y 

remplace  — ^ par  sa  valeur  (n°53),  deviendra 
dz 

+ 

cos/?  cos  A 1 2 sin*!  (t  — T) 

(« j r — : ? 

i5smr  n 

A et  p étant  donnés  par  les  foi  mules 

sinr  . . sin  t 

sin  A = -t— - cos  d , sm/?  = cos®. 
sin  Z sin  Z 

Ces  équations  ne  déterminent  ni  le  signe  de  cosA,  ni  celui  de 
cos/?;  mais  les  considérations  suivantes  permettent  de  décider  fa- 
cilement quel  est  le  signe  de  la  correction  (#  ). 
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Si  l'on  compte  les  angles  horaires  non  plus  à la  façon  habi- 
tuelle, mais  de  o“  à i8o"  de  chaque  côté  du  méridien,  il  faut 
toujours  ajouter  la  correction  à la  valeur  absolue  de  t ; celte  cor- 
rection est  d’ailleurs  de  signe  contraire  à celui  du  produit 
cosAcos^>.  Or  on  a 


cos p = 


cos  A 


/ si n <î\  . , /sin?  \ 

sin  u i — cos  z — : — 1 sin  J I — — j — cos  z ] 

T\.  sm?  j \stntf  / 

sin  zens  J sin:  cos  S 

! sin<f\  . ./cosz  sin?  \ 

in®  cosz r— I sino — . . — i 

T \ sin®  / \ sino  / 


sin  Z COS  ? 


sin  z cos? 


par  conséquent,  si  o cos  p est  toujours  > o,  et  on  a 


. sin  3 

cos  A > o,  si  cosz_>  ~ — » 
sin  ? 

» , sini 

cosA  <T  o,  si  cosz<T  - — ; 

sin? 


si,  au  contraire,  3 > ?,  cosA  est  toujours  <(  o,  et  on  a 


. sin® 

co;/)<_o,  si  cos  z — — -, 
sino 

COSp>n,  SI  COSZ<  •; — 

sin  3 


Ainsi,  l’on  cherchera  la  valeur  de  la  fraction 

sin  3 . sin?  . 

- — SI  ?>0,  ou  -r-f  si  ? •< 3, 
sin?  1 sirnî  1 

et  les  deux  cosinus  auront  le  même  signe,  et  par  suite  la  correc- 
tion (n)  sera  négative,  lorsque  cosz  sera  plus  grand  que  cette 
fraction;  ils  auront  au  contraire  des  signes  différents,  et  la  cor- 
rection sera  positive,  lorsque  cosz  sera  moindre  que  cette  frac- 
tion. Pour  les  étoiles  de  déclinaison  australe,  cosA  et  cos p sont 
toujours  positifs;  la  correction  'est  donc  toujours  négative.  (Voir 
W arnstorff  ’s  Hülfstofeln,  p.  taa.) 
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Kxempi.f.  — Le  29  octobre  (voir  n°  106),  le  Dr  Westphal  a 
observé  non-seulement  une  distance  zénithale  du  Soleil,  mais  les 
huit  distances  zénithales  suivantes  : 

Vraie  d i si  an  ce 

Temps  zénithale 


du  chronomètre. 

du  centre  du  Soleil. 

T— T 

i.in*i(r-T) 

h m b 

0 / « 

■ s 

m ■ 

20. l6 .20 

56.  2.5a, 1 

3.3a 

24,5l 

20. I7.21 

55.52.5i,5 

a.3i 

12,43 

20.l8.2l 

55.4a.5i ,0 

I . il 

4,52 

20. 19.21 

55.3a.5o, 5 

o.3t 

0,52 

20 .20.21 

55 . 22 . 5o , 0 

0.29 

0,46 

20.21 .23 

55.12,49,4 

i.3i 

4,5  a 

20.22.23 

55.  2.48,9 

a.3i 

■ 2,43 

20.23.25 

54.52.48,4 

3.33 

24.74 

20. 19.51 ,9 

55.27.50,2 

10, 5a 

L’angle  horaire 

qui  correspond  à la 

moyenne 

arithmétique  des 

distances  zénithales  55<’27'5o",2  et  à 

1 la  décli 

naison  du  Soleil 

! 

c 

UJ 

OC 

-Sn 

vJ 

est  égal  à — ?.h  351 

” i3%  18, 

valeur  qu’il  faut 

corriger.  Or  on  a 

log  sinp  = 1 ,83079,  log  sin  A = 1 ,86881  ; 

et  comme  la  déclinaison  est  australe,  la  correction  a pour  valeur 
— 8",  3a  ou  — o*,  55. 

Avec  l'angle  horaire  corrigé  — 2'* 35“  12’, 63,  on  obtient  pour 
valeur  du  temps  moyen  2 t’1 8'"  38*,  70;  l'état  de  ta  pendule  était 
donc  -t-  48“’46,1  8. 

108.  Détermination  tic  la  latitude  h l'aide  d'une  seule  obsena- 
tion  tic  hauteur.  — Une  seule  observation  de  la  hauteur  d’une 
étoile,  faite  dans  un  lieu  où  le  temps  est  connu,  permet  de  cal- 
culer la  latitude  du  lieu  d'observation.  En  effet,  revenons  à l’é- 

sin  h = sin  y sin  S +■  cos  ? cos  S cosf , 

j Msin  N = sinj, 
j M cos  N — cosé  cosr, 


quation 

(«) 

et  posons 

(A) 
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nous  trouvons 

• sin//  = Mcos(? — N), 

•et  par  suite 


cos  (?  — N)  — 


sin// 


sinN 

sin<? 


sin//. 


Il  y a ici  ambiguïté,  puisque?  — N n’est  déterminé  que  par 
son  cosinus;  mais  il  est  toujours  facile  de  lever  la  difficulté 
par  des  considérations  géométriques.  En  effet  [J ?g . 8),  abaissons 

Fig.  8. 


P 


du  lieu  S de  l’étoile  une  perpendiculaire  SQ  sur  le  méridien,  nous 
voyons  aisément  que  N = 90° — PQ,  qtt’ainsi,  N représente  la 
distance  du  point  Q à l’équateur,  d’où  ZQ  = ? — N,  et  que,  d’un 
autre  côté,  M est  le  cosinus  de  l’arc  SQ.  Il  faut  donc  prendre  ? — N 
ou  N — ? pour  valeur  de  l’angle  donné  par  la  formule  (B),  sui- 
vant que  SQ  rencontre  le  méridien  au  sud  ou  au  nord  du  zénith, 
c’est-à-dire  suivant  que  l’astre  observé  est  au  sud  ou  au  nord  du 
premier  vertical. 

Si  l’on  a observé  la  hauteur  méridienne  de  l’étoile,  on  ob- 
tient ? à l’aide  de  l’équation  simple 

? = Æ dz  z, 

\ 

où  l’on  prend  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  suivant 
que  l’étoile  passe  au  méridien  au  sud  ou  au  nord  du  zénith.  Pour 
une  culmination  inférieure,  l'équation  deviendrait 

? — 1 8o°  — S — z. 
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Exemple.  — Le  19  octobre  1822,  à Bénisuef  en  Égypte,  le 
Dr  Westphal  observant  la  haulenr  du  centre  du  Soleil  à i3b  t"  10** 
de  temps  moyen,  l'a  trouvée  égale  à 49°  17'  22",  8 ; k cette  époque, 


la  déclinaison 

du  Soleil  était 

1 

O 

0 

Ci 

et  l’equation  du 

temps  — i5mi 

3', o-,  l'angle  horaire  du  Soleil  avait  donc  pour  valeur 

23h  t6m  to’  = 

; — io°57'  3o',o. 

On  a donc 

tang  J.. . 

1 ,2552942  n 

sin  N 

1 , 256  t o63n 

cos/.. .. 

1 , 9920078 

sino 

1 , 2483(x>5« 

tang  N.. 

1 , 263  2864" 

M 

0,007  7368 

N = — 

10"  2 3’  2.3  ",67 

sin  h 

7,8796788 

cos  (y  — N ) . 

1,871 9420 

q — N — 

39"  29'  54",  5i. 

»=. 

29 . 6 . 3o  , 84  • 

Equations  différentielles . — 

- Pour  estimer  l’in 

fluence  que  peut 

avoir  sur  y une  erreur  commise  dans  la  détermination  de  h et  de/, 

différentions  l’équation  («), 

il  viendra,  d’après 

le  n"  36, 

dy  — — sécAd/i  — cosy  tang  A dt. 


I.es  coeflicients  contenus  dans  celle  formule  auront  leur  valeur 
minimum  lorsque  A est  égal  à o"  ou  à 180”;  dans  ce  cas,  en 
effet,  sécA  atteint  son  maximum  ± 1 ; toute  erreur  commise  sur 
la  hauteur  produira  alors  sur  la  latitude  une  erreur  égale  en  valeur 
absolue;  et,  puisque  tangA  est  nulle,  les  erreurs  commises  sur  le 
temps  seront  sans  influence  sur  la  détermination  de  la  latitude. 
Par  conséquent,  les  observations  les  plus  favorables  à l’applica- 
tion de  cette  méthode  seront  celles  qui  auront  été  faites  le  plus 
près  possible  du  méridien. 

Dans  1 exemple  précédent,  A = — i6°4<>  j 1 , on  a donc 
dy  — — 1 ,o44  dh  -|-  0,2616  dt, 
ou,  en  exprimant  dt  en  secondes  de  temps, 

df  — — 1 , o44  dh  -|-  3 , 92.4  dt. 
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Si  l’on  a observé  plusieurs  hauteurs,  la  hauteur  correspon- 
dante à la  moyenne  arithmétique  des  temps  est,  comme  nous 
l’avons  vu  au  n°  107,  donnée  par  la  formule 

„ //  -4-  h'  -+-  h"  -h . . . cos  S cos®  Sîsin’ifr  — T) 

H = — -t cos  A cosw -- 

n cos  H n 


- 109.  Détermination  de  la  latitude  par  les  hauteurs  circummé * 
ridiennes.  — Si  l’observation  de  la  hauteur  a été  faite  le  plus  près 
possible  du  méridien,  on  peut  déterminer  la  latitude  en  suivant 
une  marche  plus  commode  que  la  précédente.  En  effet,  les  hau- 
teurs des  étoiles  atteignent  leur  maximum  au  méridien,  et  par 
conséquent,  au  voisinage  de  celui-ci,  elles  varient  très-lentement; 
il  suffira  donc,  pour  déduire  la  hauteur  méridienne  d’une  hau- 
teur observée  près  du  méridien,  d’ajouter  à celle-ci  une  correc- 
tion toujours  petite,  et  dont  le  calcul  par  logarithmes  n’exigera 
qu’un  petit  nombre  de  décimales.  A l’aide  de  la  hauteur  méri- 
dienne et  de  la  déclinaison  de  l'étoile,  on  trouvera  immédiatement 
la  latitude.  Ce  procédé  de  détermination  de  la  latitude  est  connu 
sous  le  "nom  de  Méthode  des  hauteurs  circummèridicnncs . 

Formule  de  Delambre.  — L’équation 

cos  s “ si  n sin<î  -f-  cosep  cosÆ  cos  / 

peut  s’écrire 


cos  i 9=r.  cos  ( y — o)  — 9.  cos  © cos  S si  n5  { *, 

y 

ou,  d’après  la  formule  ( 19)  du  n°  11, 

„ 2COSO>COS<Î  . , 2COSJ*COS’o 

Z — <p  — <?  H-  T r- 510*7*  ” T: -TT1 FT  Cül  (? 


sin  (<p 


sin3(  o — £) 


0 sin’  ljt} 


ou 


(A  ; <p  = z -f-  S — b . 2 sin1 ~t  -t-  b1  cot  (<p  — 0) . 2 sin’  j*, 

...  . , . . COS<pCOS<î 

en  désignant  par  b la  quantité  - — r-* 

D 1 sin  {7  — 0; 

Au  moyen  de  cette  formule,  due  à Delambre,  la  réduction  au 

méridien  se  fera  de  la  manière  suivante.  On  calculera  <p  — S et 

avec  line  valeur  approchée  de  <p,  et  l’on  prendra  dans  des  Tables 
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ayant  pour  argument  t les  valeurs  de  2sin'jf  et  de  2 sin*  ' <;  de 
cette  façon,  le  calctd  de  la  latitude  sera  très-simple.  On  trouve 
ces  Tables  dans  le  recueil  de  Warnstorff,  où,  pour  plus  de  com- 
modité, on  a donné  aussi  les  logarithmes  île  ces  grandeurs.  Si  la 
valeur  trouvée  pour  y diffère  beaucoup  de  la  valeur  adoptée,  il 
faudra  recommencer  le  ralrul  avec  cette  nouvelle  valeur,  et  alors 
il  suffira  presque  toujours  de  calculer  le  premier  terme  de  la 
formule  précédente. 

Pour  les  étoiles  qui  passent  au  méridien  près  du  zénith,  cette 
méthode  ne  peut  être  employée;  car,  en  raison  du  petit  diviseur 
ç — J,  la  quantité  b acquiert  alors  une  très-grande  valeur,  et  par 
conséquent  une  erreur  commise  sur  la  valeur  de  I prend  une 
influence  considérable. 

Exemple.  — Le  Dr  Weslphal  a trouvé  au  Caire  le  3 ortobre 
1822,  à 0h  2™  2 ',7,  temps  moyen,  pour  distance  zénithale  du 
centre  du  Soleil, 

34»  r 34",  2. 

La  déclinaison  du  Soleil  était 

- 3“48'5i",2, 

l'équation  du  temps 

— iom48*,G, 

et,  par  conséquent,  l’angle  horaire  du  Soleil 

-+-  1 2”'  5t‘,  3. 

Or  on  trouve  dans  les  Tables  : 

log  2 sin’  j / = 2,5 1 1 o5,  log  2 sin*  J / = 1,406  o. 

Prenons  ç = 3of-  /(',  nous  avons  log  b — o,  190  06,  et  les  deux 
ternies  de  la  correction  sont  — 8' 22",  47  et  -t-o',f)i. 

Ainsi 

Correction...  z= — o”  8' 21", 56 

: + i = -t-  3o.  12.43  ,00 

? =-+-  3o.  4.21 ,44 
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Une  variation  de  i'  sur  la  valeur  adoptée  pour  y donne  dans 
ce  cas  une  variation  de  o",  3o  sur  la  latitude  calculée,  de  telle 
sorte  cpie  la  valeur  vraie  obtenue  en  recommençant  le  calcul  est 

Ÿr=3o°4,2i%54. 


La  formule  (A)  convient  au  cas  où  l’étoile  passe  au  méridien 
au  sud  du  zénith  ; mais  si  la  déclinaison  de  l'étoile  est  plus  grande 
que  la  latitude,  c’est-à-dire  si  l’étoile  passe  au  méridien  entre  le 
zénith  et  le  pôle,  il  faudra  remplacer  <j>  — S par  o — <p,  et  on 

aura 


? 


— 3 — z — |- 


COSoCOSlî  . , cos5©cos5<î  , . . 

- — ^ 2 sin5  ~t — — r cot  (e— ©)2sin‘  ' t. 

Sin(e?  — y)  * sinJ  iS  — v T;  2 


sin5  (3  — <p) 


Enfin  si  l’étoile  est  voisine  de  sa  culmination  inférieure,  on  a, 
en  comptant  t à partir  de  l'instant  de  cette  culmination, 


cos  z = cos  ( 1 8o°  — <p  — 3 ) -t-  2 cos  <p  cos  3 sin5  \ t 

et,  par  conséquent, 

o . cos  9 cos  3 . , , 

y = 1 8o°  — d — z : — — 2 Sin5  [ t 


cos5  y cos5  3 
sin5  («p  -+*  3) 


sin  (<p  -f-  3) 
cot(<j>  -f-  3)  2 sin4  ~t. 


Pour  déterminer  ainsi  la  latitude  d’un  lieu,  il  faudra  dans  la 
pratique  ne  pas  se  contenter  d’observer  une  seule  dislance 
zénithale  au  voisinage  du  méridien,  mais  en  observer  successive- 
ment un  grand  nombre,  afin  d’obtenir  par  leur  moyenne  un 
résultat  plus  exact.  On  cherchera  pour  chaque  valeur  de  t les 
valeurs  de  2sin5~f  et  de  2 sin4  - 1-,  on  multipliera  leur  moyenne 
par  les  facteurs  constants,  on  ajoutera  ensuite  la  correction  ainsi 
trouvée  à la  moyenne  arithinéiique  des  distances  observées  ( *). 

Méthode  des  approximations  successives.  — La  réduction  au  mé- 
ridien peut  encore  être  effectuée  d’une  autre  manière.  De  l’équation 

cos  z — cos  («p  — 3 ) =z  — 2 cos  y cos  3 sin5  ~ /, 


(*)  Dan»  le  cas  où  l'on  a observé  le  Soleil,  on  doil  tenir  compte  de  lo 
variation  de  la  déclinaison.  ( Voir  le  n°  110.) 

I. 
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il  résulte 

sin  ÿ — <î  — I—  z)  sin  ’ [f  — 3 — z)  = — cos  f cos  iJ.sin’-j  t. 
Posons 

? — 3 — t = — x; 


— x sera  la  réduction  au  méridien,  et  nous  aurons 


' — 3 + y r. 


par  conséquent 


. . cos®  cos  3 

sin  { x — — i-j p—  sin' 

sin  — tf-t-jX) 


équation  qu  on  peut  écrire 


sin  ~ x cos®cosJ  ...  sin  («  — J) 

x— pî—  =-.—r T\  a*in’ï<-=-; — ^ r~V 

,x  sin  (y  — 3)  sin  (y  — 3 -t-  J-  x) 

Or  (n“  10),  ~~~  — \ cos  a i ai'*  termes  du  quatrième  ordre 

, . , sin/r  a 

près;  remplaçons  donc par  y/cos«  et  prenons  pour  pre- 

mière valeur  approchée  de  x,  la  valeur  Ç tirée  de  l’équation 


(B) 


il  viendra 


cos  if  eos  5 
sin  ;vf  — 3) 


■>.  sin1!  t, 


x y/  cos  J x 


. sin  (y  — _ 

sin  (®  — 3 -H  } x)  ’ 


nous  résoudrons  cette  équation  par  rapport  à x en  remplaçant 
partout  dans  le  second  membre  x par  ç;  nous  obtiendrons  ainsi 
une  nouvelle  valeur  approchées’)  donnée  par  l’équation 


= 5 


sin  (<p  — 3) 
sin  (y  — 3 -+-  ' 


Dans  la  plupart  des  cas,  la  seconde  approximation  fournira 
une  solution  suffisamment  exacte.  Mais,  s’il  n’en  est  pas  ainsi, 
on  calculera  une  nouvelle  valeur  de  ? à l’aide  de  S’;  puis  on 
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déduira  del’équalion  (B)  une  nouvelle  valeur  el  on  aura  pour 
valeur  corrigée 


sin 


sin  (* 


- i + { Ç.) 


Exemple.  — Pour  les  données  de  l’exemple  précédenf, 


? 22", 4;, 

d’où 


logç -2,70111 

logsin(<p — <î) 1,74820 

logcoséc(cp  — S -h  -j  E) 0,25293 

log£' 2,7002.4 

d’où 


É':=8'2l",47,  7 = 3o°4'2i'/,53. 


110.  Même  problème  en  supposant  variable  la  déclinaison  de 
Castre  observé.  — Solution  de  Gauss.  — Quand  on  s’est  servi  du 
Soleil  pour  opérer  cette  détermination,  il  faut  encore  tenir 
compte  de  la  variation  de  sa  déclinaison,  et,  dans  le  calcul,  em- 
ployer avec  chaque  angle  horaire  une  déclinaison  différente.  Il 
conviendra  alors  d’effectuer  la  réduction  comme  il  suit. 

Soit  D la  déclinaison  du  Soleil  à midi;  on  peut  toujours  repré- 
senter la  déclinaison  correspondante  à un  angle  horaire  t par 
l’expression  D -4-  fit,  dans  laquelle  ($  est  le  mouvement  horaire 
en  déclinaison,  t étant  exprime  en  fractions  d’heure  ; el  comme, 
en  général,  on  a 


cp  — z -f-  o 


cos  o cos  <? 

— r - 2.sin 2 if, 

sin(7  — à)  1 


il  viendra 


(«) 


7 - - z H-  D -f-  [if . — - 


cos  <p  cos  S 


sin  (7 — ô) 


2 sin2  ■ t ; 


(.b) 


sin  (7  — <?) 


cos7  cosÆ 
sin  (7  — $) 


2 sin1  -+- j), 

23. 


356  astrosojhe  smiériqie. 

la  valeur  de  * s’écrira  ; *) 


■'  Al 


ros  i cos  o . , , , 

;+  D r— ^ r 2Sin»i(f-f-r), 


sin  » — i) 


et  chaque  observation  du  Soleil  donnera  une  équation  analogue; 
la  valeur  de  y étant  connue,  il  sera  facile  d’obtenir  la  latitude. 
La  quantité  y est  donnée  par  l’équation 


P' 


cos»  cos  3 
smi  » — à) 


[sin1  ; (/  +y)  — sin:  j / ] 


ou 


puisque 


sin  f ^ — 3)  t 
cos  <j  cos  S sin  (r  -t-  Jvj 


sin’o  — sin’6  = sin  [a  -t-  b)  sin  [a  — b). 


En  remplaçant  sin(/-+-  ’v)  par/,  et  remarquant  que  l’heure 
est  l'unité  avec  laquelle  on  mesure  /,  tandis  que  sin  t était  au 
contraire  rapporté  au  rayon,  on  en  déduira 


sin  i y — 3\  io6î65 
cos  y cos  3 1 5 X 36oo 


Soit  p la  variation  de  la  déclinaison  du  Soleil  en  quarante-huit 
heures,  exprimée  en  secondes  d'arc,  on  aura 


8 = 


f* 

48’ 


et,  si  l'on  veut  avoir  ) en  secondes  de  temps. 


et  par  suite , 

(B)  •r=-Ï8b(,anSî-tane^. 


(*)  Il  faudrait  .'«jouter  encore  le  terme  dépendant  de  J»in*  \ t. 
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La  quantité  j*  n'est  d'ailleurs  que  l'angle  horaire  de  plus  grande 
hauteur  pris  négativement.  En  effet,  an  n°  32  nous  avons  trouvé, 
pour  cet  angle  horaire,  l’expression 

rl  S 306265 

-Jt  (tani?Ÿ~  lanë°)  ' ' ,g~  » 


où  l est  exprimé  en  secondes  de  temps,  et  — représente  la  varia- 
tion de  la  déclinaison  en  une  seconde  de  temps.  Mais  comme  la 
variation  de  la  déclinaison  en  une  seconde  de  temps  est  égale  à 


— -,  l’expression  en  secondes  de  temps  de  l'angle  horaire 
40  3(>oo 

de  plus  grande  hauteur  devient 


ti  206  2.65 

,„ngT-,angJi-(joo><- 

= Tb575(,ang?-taneo')’ 


valeur  égale  à/  et  de  signe  contraire.  Il  en’résulte  que  t +/  est 
l’angle  horaire  de  l’astre,  compté,  non  plus  à partir  de  la  culmi- 
nation, mais  à partir  de  l’instant  de  la  plus  grande  hauteur. 

Celle  interprétation  de  y donne  lieu  à une  conséquence  impor- 
tante. Quand  on  aura  fait,  près  du  méridien,  plusieurs  observa- 
tions d'un  astre  dont  la  déclinaison  est  variable,  il  ne  sera  pas 
nécessaire  d’employer,  pour  la  réduction  au  méridien,  la  décli- 
naison correspondante  à chaque  angle  horaire;  mais  on  pourra 
supposer  qu’à  chacun  d’eux  correspond  la  déclinaison  de  l’instant 
de  la  culmination,  à la  condition  de  compter  alors  les  angles  ho- 
raires non  plus  du  passage  au  méridien,  mais  à partir  du  moment 
de  la  plus  grande  hauteur.  On  aura  ainsi  ramené  le  calcul  à avoir 
la  meme  simplicité  que  dans  le  cas  011  la  déclinaison  de  l’astre 
observé  est  considérée  comme  invariable. 


Exemple.  — Pour  l'observation  faite  au  Caire  (n°  109),  on  a 
logp  = 3,4458/1,  D=-3»48'3«",57, 
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jr  — -i- ( )’,G  et  t -t- y — i3m  o%9; 

)<■  premier  terme  de  la  réduction  au  méridien  est  donc 
— 8'35',oo. 

A cause  du  second  terme  dépendant  de  sin*  j /,  il  faut  encoie 
ajouter  à la  correction  -t-  o",  <)i , de  telle  sorte  que  l’on  a pour  9 la 
valeur 

?=3o»4'a.',54. 

Dans  le  cas  ou  l’on  n'a  observé  qu’une  seule  hauteur,  il  est 
évidemment  plus  commode  d’interpoler  la  dérlinaison  du  Soleil 
pour  l'époque  de  l'observation;  si,  au  contraire,  on  a fait  plu- 
sieurs observations  de  hauteurs,  la  méthode  de  réduction  qui  pré- 
cède est  inliniment  plus  simple. 

111.  Détermination  de  ta  latitude  par  des  observations  extra- 
méridiennes  de  ta  Polaire.  — L'étoile  polaire,  à cause  de  sa  proxi- 
mité du  pôle,  ne  s'écarte  jamais  beaucoup  du  méridien,  aussi 
peut-elle,  à un  instant  quelconque,  être  employée  avec  grand 
avantage  pour  la  détermination  de  la  latitude.  Mais  les  séries 
données  au  n"  109  n’étant  convergentes  que  pour  de  petites  va- 
leurs de  l’angle  horaire,  la  méthode  de  calcul  que  nous  avons 
alors  employée  n’est  plus  applicable  ici.  Il  faut  dans  le  cas  actuel 
suivre  une  autre  voie,  et,  comme  la  distance  polaire  est  toujours 
très-  faible,  il  sera  évidemment  commode  de  développer  suivant 
les  puissances  de  cette  quantité  l’expression  de  la  correction  qu’il 
faut  apporter  à la  hauteur  observée. 

Imaginons  que,  par  le  lieu  S {fig.  9)  de  l’étoile,  on  mène  un 


Fig-  9- 


R 


grand  cercle  S&1  perpendiculaire  au  méridien  ; désignons  par  x 
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l’arc  PM  dMaim-ridien  compris  entre  le  pôle  et  le  pied  M de  ce 
grand  cercle;  de  plusj  étant  une  petite  quantité,  représentons  par 
z — y l’arc  ZM  du  méridien  compris  entre  le  zénith  et  le  point 
M ; nous  aurons 

t = 90°-  * + y ~ x- 

Les  triangles  rectangles  PSM,  ZSM  donneront 


(a) 


tangx  =:  tang/>  cos/, , 
cos  z 


cos  (*  — f)  ■ 


cos  U 


En  négligeant  les  cinquièmes  puissances  de  tang/>,  nous  tirons 
immédiatement  de  la  première  des  équations  (a) 


x = lang/j  cos/  — j tang5/>  cos5/, 
d'où,  avec  la  même  approximation, 

(b)  x = />cos/  -+-  i//cos/sin’/. 

Développons  la  seconde  des  équations  (a),  nous  trouvons 


. i — cosu  . . , 

stnr  = cotz  4-  ssin’  | rcotz, 

cosu 


ou,  en  négligeant  les  cinquièmes  puissances  de  u, 

sin/  = ( i «’  + u‘j  cotz  -+-  asin5  j/cotz. 


Mais  l’équation 


sinu  = sin p sin/, 


donne 

u=psint — j //sin/ cos1 /. 

En  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  et  négli- 
geant encore  les  termes  du  cinquième  ordre,  nous  obtenons 

(<•}  /=  ÿ />!sin3/cotz — ï!T/»,sin’/(4 cos*/ — 5sinV) cotz-t-  J/’cotz. 

Cette  formule,  il  est  vrai,  renferme  encore  y dans  le  second 
membre,  mais  le  terme  5 y 5 cotz  étant  petit,  il  suffira  d'y  rem- 
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placer  y par  sa  valeur  calculée  à l'aide  du  premier» ternie  seul  ; 
on  a ainsi 

| y =;  go" — z — pcosr  i /y’  sin1/ cola  — A /y’  cosf  sinV 
( -+-  /y'  sin’f  {5sin3/ — 4cos,/)  cols  ■+■  i P'  îin'icol’s* 

Il  serait  excessivement  iMcoinmode  d’avoir  à calculer  celte  for- 
mule pour  chaque  observation,  aussi  a-t-on  construit  desTnbles 
qui  en  facilitent  singulièrement  l'emploi.  Elles  sont  de  deux  es- 
pèces. 

Dans  le  Jahrbuch  de  Berlin  et  le  Nantirai  Almanae,  on  trouve 
des  Tables  annuelles  qui  donnent  seulement  les  premiers  termes 
de  l'expression  précédente,  termes  qui  suffisent  toujours  à moins 
que  l’on  ne  veuille  une  extrême  exactitude.  En  négligeant  la 
troisième  et  la  quatrième  puissance  de p,  cette  exptession  se  ré- 
duit à (*) 

f = go”  — ; — pcost  + J /y’sin3/  cotx. 

Désignons  maintenant  par  a,  et  p,  des  valeurs  déterminées  de 
l’ascension  droite  et  de  la  distance  polaire,  de  telle  sorte  que  les 
valeurs  apparentes  oc  et  p,  au  moment  de  l'observation,  soient 

« = «.  + !«.  p = p.  4-  ^ p ; 

de  plus,  © étant  le  temps  sidéral  de  l’observation,  posons 

f,  = 0 — a, , 

t,  pourra  être  regardé  comme  l’angle  horaire  de  l’étoile  au  même 
instant,  et  l’on  aura 

<f  = go"  — : — p,  cos  t,  -t-  j-  //,  cos/,  cota  sin’f, 

— àpeast,  — Aa/y,sin/,. 

Dans  les  recueils  que  nous  avons  cités,  on  trouve  trois  Tables 


(*)  Le  terme  qui  contient  p1  atteint  ton  maximum  pour  l = 54°4V»  el  sa 
valeur,  en  supposant  p — t"  40’,  est  seulement  o",65.  Les  termes  qui  con- 
tiennent p*  ont  encore  des  saieora  moindres,  S moins  que  t ne  soit  très- 
petit.  Ces  termes  pourraient  aussi  d’aiiteurs  ètie  facilement  introduits  dans 
tes  Tables,  en  réunissant  le  premier  i p cos/,  el  l’autre  à { px  sin*  / cota. 
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differentes.  La  première  contient  les  valeurs  du  terme  — p,  cosr, 
avec  l’argument  0 qui  est  ici  la  seule  variable;  la  seconde  donne 
les  valeurs  du  terme  — ~ p\  cota  sin’f,  avec  les  arguments  z et  0, 
dont  il  dépend;  la  dernière  fournit  les  valeurs  du  troisième  terme 
dépendant  de  0,  A«  et  A p,  les  arguments  sont  lu  temps  sidéral  et 
le  jour  de  l’année. 

Les  Tables  de  la  seconde  espèce  contiennent  tous  les  termes; 
elles  ont  été  publiées  par  Petersen  dans  les  Wnrnsturj}'  s Hülfs- 
tafcln,  p.  73  et  suiv.;  elles  sont  construites  de  façon  à pou- 
voir servir  pendant  tout  le  temps  que  la  distance  polaire  de 
l’étoile  restera  comprise  entre  les  limites  i°2o'et  i°4o\  Petersen 
part  d’une  valeur  déterminée  de  p 

p,—  i°3o'  ; 


la  formule  (A)  peut  alors  s’écrire 


y = 90" — z — — (p,  cos/  -1-  5 pl  cos t sin’f' 

P» 

cosr  sin’f 

P.\P.  J 


P * 


P, 


- col:  [j/>2  sin’f  -I-  p J sin’f  ;5sin’f — 4 cosJc}] 


Ü1 

-f-  1 p i stn’f  col’z, 

pl 


et,  en  posant 

P 
— » 

/'. 

p,  cosf  -t-  -j  p\  cosf  sin’f, 

-j  A (A1 — 1) pl  cosf  sin’r, 
l pl  sin’r  -t-  77/’!  sin’f  (5  sin’f — 4C0S,<^ 
j A’ pl  sin'f  cot’z  = J-  A1  p* col’:, 

cette  formule  devient 

<f  - <)0°  — z — A ’j.  — 7 -t-  A’  j)  cot  z j-  u ■ 
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D’après  cela  on  construit  quatre  Tables;  les  deux  premières 
donnent  a et  p avec  l’argument  t ; la  troisième  donne  la  petite 
quantité  7 avec  les  deux  arguments  p et  /;  la  quatrième  enfin 
donne  avec  les  arguments  y — A*  cotz  et  go°  — z,  la  quantité  p 
qui  est  aussi  très- petite.  Ces  Tables  ne  sont  calculées  que  de 
t — oh  à t — 6h.  Par  conséquent,  si  / 6h,  l’angle  horaire  doit 

être  compté  à partir  de  la  culmination  inférieure,  et  alors  on  em- 
ploie la  formule 

^ ~ (jo°  — z — (-  A 2 — f-  7 A*  p cot  z — f-  p. 

Exemple.  — Le  12  octobre  1847»  “ l’Observatoire  de  feu  le 
docteur  Hüismann  à Düsseldorf,  on  a observé  la  Polaire  avec  un 
petit  altazimut.  A i8b 22m48*, 8 de  temps  sidéral,  on  a trouvé 
pour  sa  hauteur  corrigée  de  la  réfraction 

h — 50*55'  3o",8. 


D’après  le  Jahrbuch  de  Berlin  la  position  de  la  Polaire  était  ce 
jour-ià 

a = ih5ro3i*,7,  S = 88°  29' 5a", 4, 

par  suite 

p = i°3or7#,6f  t = i7h  17“  17*,  1 = 25g°  19'  16",  5, 
et 

log  A = o , 000  6 1 o 8 ; 


au  moyen  des  Tables  ou  des  formules  précédentes,  on  obtient 


a 


1000", 85, 


p = 68", 28,  7 — o",oo,  ‘ p = o" ,02, 


d’où 


A a = -f-  i6'42",26 
AJ(Î  cotz  = -t-  1.24,33 

p — — O . O , 02 

Somme  = 4-  18'  6", 61 


ainsi 


7 — 5i°  i3'  37^,4 1» 
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112.  Méthode  (le  Gauss.  — Quand  on  connaît  dej;'!  une  valeur 
approchée  <p0  de  la  latitude  <p,  et  qu’on  veut,  avec  la  moyenne 
arithmétique  d’un  grand  nombre  de  distances  zénithales  d’une 
étoile,  prises  longtemps  avant  et  après  la  culmination,  en  obtenir 
la  valeur  exacte,  on  emploie  avec  avantage  la  méthode  suivante, 
due  à Gauss,  et  qui,  surtout  dans  le  cas  de  la  Polaire,  est  d'une 
simplicité  remarquable. 

Au  temps  sidéral  0,  on  a observé  la  distance  zénithale  z,  (z,  est 
la  valeur  corrigée  de  la  réfraction);  d’autre  part,  les  valeurs© 
et  «p0  permettent  d’obtenir  une  valeur  approchée  Ç de  la  distance 
zénithale,  soit  avec  la  formule 

cosÇ  = sin<j>„  cosÆ  4-  cos<p0  cos£  cos/. 


soit  avec  le  système  équivalent 

tang.r  = cos/cot£, 

sin<?  . . , 

cos ç = sin  x , 

cosx  1 


* 


où  x est  encore  l’arc  du  méridien  compris  entre  le  pôle  et  le  pied 
de  l’arc  de  grand  cercle  abaissé  de  l’étoile  sur  le  méridien. 

Or  on  a 

d Ç 


d’où 


d <p  “ 


Ç 


d ? 


d?, 


Ç — 2. 


sin<î  cos  ( cp#  -+-  x) 


df 


COSX 


sinÇ 


Avec  une  deuxième  observation  de  distance  zénithale  z\t  faite  au 
temps  0',  on  aurait  de  même 

tang.r'=  cos/'  cotÆ, 

v/  sin<î  • , M 
•cosÇ  = — — ; sin(<j>„4-  x ), 


d (f  ~ 


cos.r 

t v 

c 

d? 

d f 


w / 
• Ç—  2, 


sin<î  cos  (<p„  4-  x') 


cosx 


sinÇ' 
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Chacune  des  distances  observées  donnerait  les  mêmes  équa- 
tions, et,  en  calculant  séparément  pour  chacune  d'elles  la  quan- 
tité ï,  la  correction  </?  de  la  latitude  déduite  de  leur  ensemble 
serait 


• • + ï«—  i ) 

n 

t /il'  t/v 

I 1 ‘ 1 

n 

' '1?  ) 

où  Z désigne  la  moyenne  arithmétique  des  distances  zénithales 

zn  1 

Mais  Gauss  procède  différemment;  il  transforme  cette  équa- 
tion de  manière  à n’avoir  à effectuer  que  deux  fois  le  calcul  re- 
latif à Ç;  en  d'autres  termes,  il  ramène  le  problème  à ce  qu’il 
serait  si  l’on  n'avait  observé  que  deux  distances  zénithales,  cas 
que  nous  considérerons  d'abord. 

Dans  ce  cas,  représentons  encore  par  Z la  moyenne  arithmé- 
tique des  distances  zénithales  observées 


nous  aurons 
ou 

H 

si  l’on  pose 

(*) 


Z = ï (*.  + *,), 
Z-ïfÇ  + C) 


<a'\' 

J Ut 

‘if  ) 

; I?  + < 

) — z 

i(A  + 

B)  ’ 

sin  S cos 

f fc  -t-  -r) 

cosx 

sin  Ç 

sin  iî  cos 

(y,  -+-  y) 

A et  B peuvent  encore  se  calculer  à l’aide  des  formules 


A = col?  cot  (y,  -f-  jc)  , 
B = cot?' cot  (y,  -f-.r1)  ; 
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d Ç 

si  l’on  déduit  la  valeur  de  ~ de  l’équation  primitive 

cosÇ  = sin  <p0  sin ô -h  cosç,,  coso  cos/, 

on  obtiendra  facilement  une  troisième  expression 

, , , A , \ c°s?osin<?  sin?0cosfî 

(<i)  T(A  + B)  = — 2-^ S--  co,  ; 


sinZ 


Ceci  posé,  représentons  par  0„  la  moyenne  arithmétique  de  tous 
les  temps  sidéraux,  par  Ç,  la  distance  zénithale  calculée  correspon- 
dante;  soit  en  outre 

0 — 0O  — t , ©'  — 0„  = r , . . . , 

nous  aurons,  en  suivant  la  même  marche  qu’au  n°  107, 

« 

Ç + Ç'-h  Ç"  -h.  . . S 2 sin* 7(0—  0„) 

— Ç0  4-  — — ' 


n 


tU * 


ri 


soit  encore  un  temj>s  T déterminé  par  l’équation 

n 

les  distances  zénithales  z et  z' , correspondantes  aux  époques 
0„  — T et  0»  + T,  auront  pour  expressions 


d’où 


*lÇo  . d _ 

, = + T-, 


(Il 


r T -4-  - T2 


Z -h  z'  w - 

— =ç.  + ;^Ti. 

= &+  -^7  ^sin*  7 T, 
n 
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et,  |iotir  calculer  r/y,  on  a simplement 


(i  s “ 


i(z’  + z)-Z  . 


A'  et  B'  étant  les  valeurs  de  A et  B correspondantes  à s et  à i'. 

En  résumé,  si  l’on  a observé  plusieurs  distances  zénithales,  on 
prend  la  moyenne  des  temps  observés  que  l’on  retranche  de  cha- 
cun d’eux  sans  prendre  garde  au  signe.  Ces  différences,  conver- 
ties en  temps  sidéral,  donnent  les  quantités  r pour  lesquelles  on 
trouve  dans  les  Tables  les  quantités  a sin’^v.  Dans  les  mêmes 
Tables  on  trouve  l’argument  T correspondant  à la  moyenne  arith- 
métique de  ces  quantités,  et  on  calcule  les  angles  horaires 

0,  — («  -+-  T)  = f , 
e«—  (a  — T)  = /'; 

puis  z et  z'  au  moyen  des  formules 

sin  S . . , 

cos  z — - sin  ( v,  -4-  a-) , 

cos  .r  1 

' »in*  ■ , , M 

cos  z = - sin  i s,  -l-  x ) . 

cos.r  1 


tangx  cosf  cotd, 
tangx'=  cosr'cotJ, 


et  Z étant  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  distances  zéni- 
thales observées,  on  calculera  r/y  par  la  relation 


r/y 


T (z  — z 
. + B)  ’ 


où  A et  B se  déduisent  des  formules  (b),  (c)  ou  (r/),  dans  les- 
quelles on  a remplacé  d’abord  Ç et  Ç'  par  z et  z\ 

Dans  le  cas  de  l’étoile  polaire,  ces  formules  se  simplifient  beau- 
coup. En  effet,  l’arc  .r  étant  toujours  compris  entre  -t-  (ÿo° — <J) 
et  — (qo° — J),  on  peut,  dès  que  la  latitude  est  connue  à quelques 
secondes,  c’est-à-dire  dès  que  r/y  est  une  petite  quantité,  supposer, 

j i , , _ , . sin  S cos  ( y,  -t-  x)  , 

dans  le  cas  de  la  Polaire,  et -4 tous  deux  égaux  a 

cosx  smÇ 

l’unité.  Les  quantités  A et  B sont  donc  aussi  égales  à l’unité,  et 
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l’on  a simplement 

(*)  rfT=ï(î  + ï')-Z. 

d’où 

rfT  = i {,  + *') -Z  (•). 

Exemple.  — Le  12  octobre  1847,  on  a trouvé,  à l’Observatoire 
du  Dr  Hülsmann,  les  dix  distances  zénithales  de  la  Polaire  : 


Temps  sidéral. 

Distance  zénithale. 

T 

2»in’$T. 

b m • 

17.56.21,4 

0 » r 

39. 13.42,1 

m > 

>3.19,75 

348,75 

17.59.54,5 

39. 12.17,6 

9.46,65 

187,69 

18.  3.29,7 

3g.ii.  6,8 

6.11,45 

75,24 

18.  6.  2,9 

3g, 10.  3,6 

3.38,25 

25,98 

18.  8.35,o 

3g.  9.  0,6 

1.  6. i5 

a. 39 

18.11.  5,i 

3g.  8.  2,8 

1.23,95 

3,85 

1 8 . 1 3 . 32 , 0 

3g.  7.  7,6 

3 . 5o , 85 

29,06 

18. 16.34 ,0 

39.  6.  4,8 

6.52,85 

9a,95 

18. 18.28, t 

39.  5.i 5, 3 

8.46,95 

1 5 1 ,43 

18.22.48,8 

3g.  3.42,7 

i3.  7,65 

338,28 

= 18.  g. 4 1 , «5  3g.  8.38,3g 

Réfr.  46, 5o 

T = 

125,56 
7"  59‘,  83 

Z = 3g.  9.24,89 


*»•  — (*+T)  = i6h56m9\62  e„— (a  — T)  = i7ht2n>9,,28 
= 254“  2'  24",  3 , = 558V 1 9",  2 . 

Prenons  maintenant 

y,  = 5t°  i3'  3o",o, 

nous  obtenons 

a = 3g»  12'  37", 56,  z'  = 3g“6'34*,54, 

j [z‘  -t-  *)  =3g.  9. 36  ,o5,  { (»'-t-z)  — Z = 0.0. ti  ,16, 

et  par  conséquent 

?=r5l“l3'4l",l6. 


(*  WarnuorJFf's  Uülfstafcln,  p.  127  et  inir. 
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III.  — Détermination  du  temps  et  de  la  latitude  par  la 

COMBINAISON  DE  PLUSIEURS  HAUTEURS. 

113.  Détermination  de  la  latitude  par  l’observation  des  deux 
culminations  d'une  circompolaire , ou  par  l’observation  de  deux 
étoiles  situées  de  part  et  d’autre  du  zénith.  — Supposons  qu’en 

• 

un  lieu  dont  la  latitude  est  inconnue,  on  ait  observé  les  hauteurs 
de  deux  étoiles  dont  les  positions  sont  connues.  Dans  les  deux- 
équations 

s*n /e  = sinysin<î  -t-cosç>cos^  cosr, 
sin  h'  — sin  y sin#'  -+-  cos^  cos<î'  cos  t’ , 

qui  lient  les  résultats  de  l’observation  aux  coordonnées  de  l’étoile, 
il  n’y  a en  réalité  que  deux  inconnues;  en  effet, 

t*  — t -+■  [é  — t)  = t - f-  (0'  — e)  — (a'  — a), 

et  la  position  de  l’étoile  étant  connue,  ainsi  que  l’intervalle  de 
temps  0'  — 0 qui  sépare  les  deux  observations,  les  équations  pri- 
mitives ne  contiennent  d’autres  inconnues  que  0 et  <p.  Ainsi,  par 
l’observation  de  deux  hauteurs  on  pourra  toujours  déterminer  à 
la  fois  le  temps  et  la  latitude;  mais,  dans  certains  cas  particuliers, 
la  combinaison  de  deux  observations  de  hauteurs  donne  des  mé- 
thodes d’une  grande  commodité  pour  déterminer  séparément  ou 
la  latitude  ou  le  temps. 

Nous  avons  déjà  montré  que  la  moyenne  arithmétique  des  hau- 
teurs d’une  même  étoile  à ses  deux  culminations  successives,  su- 
périeure et  inférieure,  est  égale  à la  latitude  du  lieu  d’observa- 
tion, dont  la  valeur  est  ainsi  indépendante  de  la  déclinaison  de 
l’étoile.  D’ailleurs,  on  peut  obtenir  en  même  temps  la  valeur  de 
cette  déclinaison,  puisqu’elle  est  égale  au  complément  de  la  demi- 
différence  *<les  hauteurs  observées. 

On  peut  encore  trouver  la  latitude  par  la  différence  des  dis- 
tances zénithales  méridiennes  de  deux  étoiles  dont  l’une  a sa  cul- 
mination au  sud,  l’autre  au  nord  du  zénith.  Si  S est  la  déclinaison 
de  la  première  étoile,  sa  distance  zénithale  méridienne  est 


Z =r  <p  — ^ ; 
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si  i'  est  la  déclinaison  de  la  seconde  étoile,  on  a 


et,  par  conséquent, 

*')• 

114.  Détermination  tlu  temps  par  les  hauteurs  correspondantes. 
— Correction  du  midi.  — Deux  observations  d’une  même  étoile, 
faites  à des  hauteurs  égales,  donneront  les  deux  équations 

!sin  h = sin  v sino  + cos  g cos<î  cos/, 
sin/i  = sin 9 simî  -+-  cosy  cos 3 cos/'; 

d'où  l'on  déduit  / = — C;  les  hauteurs  ont  donc  été  prises  dans 
des  cercles  horaires  situés  de  part  et  d’autre  du  méridien  et  i égale 
distance.  Soient  maintenant  « le  temps  de  la  pendule  correspon- 
dant à la  première  observation,  u1  celui  qui  correspond  à la  se- 
conde, J («  -I-  «')  est  le  temps  du  passage  de  l’étoile  au  méridien, 
et,  puisque  sa  valeur  doit  êtreégaleà  l’ascension  droite  connue  de 
l’étoile,  l'état  de  la  pendule  est  donné  par  l’expression 

a — J-(«  •+•  «'). 

Celte  méthode  de  détermination  du  temps  par  les  hauteurs  cor- 
respondantes est  la  plus  exacte  de  tontes  celles  où  l’on  emploie 
les  hauteurs  pour  trouver  le  temps.  En  outre,  on  n’a  besoin  de 
connaître  ni  la  latitude  du  lieu  d’observation,  ni  la  déclinaison 
de  l’astre,  ni  la  longitude  du  lieu  ; aussi  celte  méthode  est-elle 
employée  pour  déterminer  le  temps  dans  un  lieu  dont  la  position 
géographique  est  entièrement  inconnue.  Il  n’est  pas  non  plus 
necessaire  de  connaître  la  hauteur  elle-même;  il  est  donc  possible 
d’obtenir,  par  ce  moyen,  des  résultats  approchés,  même  au  moyen 
d’instruments  imparfaits,  qui  ne  permettraient  pas  d’obtenir  avec 
exactitude  les  hauteurs  absolues.  L’emploi  de  celte  méthode 
exige  seulement  qu’on  possède  une  bonne  pendule,  de  marche  ré- 
gulière pendant  l’intervalle  des  observations,  et  un  instrument 
des  hauteurs  dont  le  cercle  peut  d’ailleurs  n’étre  qu’imparfai- 
tenient  gradué. 

1. 
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Nous  avons  jusqu’à  présent  supposé  que  la  déclinaison  de  l’astre 
était  invariable  pendant  l'intervalle  des  observations;  mais,  dans 
le  cas  où  l’on  emploie  le  Soleil  dont  la  déclinaison  peut  varier 
beaucoup  en  quelques  heures,  la  moyenne  arithmétique  des  temps 
des  deux  observations  ne  donnera  plus  le  temps  du  passage  du 
Soleil  au  méridien;  si,  par  exemple,  la  déclinaison  du  Soleil  va 
en  croissant,  l'angle  horaire  correspondant  à une  même  hauteur 
est  plus  grand  après  midi  qu'avant,  et,  par  suite,  la  moyenne 
arithmétique  des  temps  tombe  un  peu  après  le  midi  vrai.  La 
moyenne  des  temps  tombe  au  contraire  avant  midi,  si  la  déclinai- 
son du  Soleil  est  décroissante.  On  devra  donc  alors  appliquer  à 
la  moyenne  arithmétique  des  temps  une  correction  dépendant  de 
la  variation  de  la  déclinaison.  Celte  correction  s'appelle  équa- 
tion des  hauteurs  correspondantes  ou  correction  du  midi.  Pour 
déterminer  eette  correction , nous  regarderons  comme  connue 
la  marche  de  la  pendule. 

Si  3 est  la  déclinaison  du  Soleil  à midi,  A#  la  variation  de  la 
déclinaison  entre  midi  et  le  temps  de  chaque  observation,  nous 
avons 

sin h = siny  sin(£  — A<î)  -4-  cosy  cos(<î  — A 3)  cos/, 
sin/j  = sin  y sin  {3  A3)  -+-  cos  y cos  [S  A3)  cos/' . 

Soient,  de  plus,  u et  u'  les  temps  de  la  pendule  pour  les  deux 
observations;  \(u  -t-  u')  = U est  le  temps  qui  correspondrait  au 
passage  du  Soleil  au  méridien,  si  la  déclinaison  n'avait  pas  varié  : 
c'est  le  midi  non  corrigé. 

Désignons  par  r le  demi-intervalle  des  deux  observations, 
par  x l’équation  des  hauteurs  correspondantes  ; l'époque  du  midi  * 
vrai  est  U + x=  oh,  et  nous  avons,  pour  valeurs  absolues  des 
angles  horaires, 

Z — r -t-  x , 

?■=*  — *, 

et  ainsi 

sin  h = sin  q sin  (0  — A3)  -+-  cosy  cos  [3  — A 3)  cos  (v  -t-  ./■), 

sin  h = sin  y sin  (5  -4-  A3)  -h  cos  y cos  (3  -4-  AS)  cos  (t  — x) . 
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De  ces  deyx  expressions  de  sin/i,  nous  déduisons  l’équation 
suivante 


o = sin<pcos£  sin  A3  — cos<p  sino  sin  A 3 cosr  cosx 

-h  cos  y cos  3 cos  A 3 sin  ? sin  x. 


Mais  dans  le  cas  du  Soleil,  x est  toujours  assez  petit  pour  qu’on 
puisse  remplacer  sinx  par  x,  et  cosx  par  l’unité.  Nous  aurons 
donc,  en  substituant  A 5 A tangA<î, 


x 


/ fangy 
\ sin  t 


tang<?  \ 
tangr  / 


Ai  (‘J. 


Soit  p la  variation  de  la  déclinaison  en  quarante-huit  heures, 
et  supposons  que,  dans  cet  intervalle,  la  déclinaison  varie  pro- 
portionnellement au  temps, 


<Toù 


X = 4s(-Sl ^ ,angT  + ,ang*)  • 

ou,  si  l’on  veut  exprimer  x en  secondes  de  temps, 

* 

x = ( tanc<p  H — tang  3 ) 

720  \ sin?  tangr  D / 

Pour  faciliter  le  calcul  de  cette  formule,  Gauss  a 


publié  des 


) nous  aurions  pu  obtenir  celle  équation  par  la  ditiéreniiation  de  re- 
quation primitive  qui  donne  sin  A,  en  y regardant  o et  t comme  variables, 
et  en  remarquant  que 

A3. 


x = — 


de 

Ts 


(**)  Puisqu'on  se  sert  de  la  variation  delà  déclinaison  au  moment  du 
raidi  vrai,  on  devrait  en  réalité  prendre  la  demi-somme  des  variations 
qu'éprouve  la  déclinaison  entre  le  midi  du  jour  de  l'observation  et  le  midi 
de  chacun  des  jours  qui  le  précèdent  et  le  suivent  immédiatement.  Mais, 

9 

au  lieu  de  cela,  les  Ephémérides  donnent  la  quantité  u. 

• 24. 
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Tables  [Zach’s  monatlichc  Corrcspondenz,  vol.  3ÇXIII),  qu’on 
trouve  aussi  dans  le  recueil.de  Warnstorff.  Ces  Tables,  dont  l’ar- 
gument est  r,  donnent  les  quantités 


et 


! r 

t — = A , 

720  sint 


720  tangr 


et  la  formule  avec  laquelle  on  obtient  l’cquation  des  hauteurs 
correspondantes  est  simplement 

(A)  x — — A p tangy  -+  Bu  tang<î. 

Équations  différentielles. — DifTérentions  les  deux  formules  ( a ) 
en  considérant  3 comme  constant,  nous  aurons 


dh  ■=.  — cos  A dq  — cos<p  sin  A r/r, 
dh'  = — cos  A'  dq  — cos  <p  sin  A'  dt . 


Dans  ces  équations,  nous  remplaçons  dé  par  dt,  car  nous  pou- 
vons supposer  que  l’erreur  commise  sur  le  temps  de  l'observa- 
tion est  réunie  avec  les  erreurs  de  hauteur;  d’autre  part,  puisque 
nous  avons  A = — A',  il  vient 


et 


dh  = — cos  A ’dy  -4-  cos<j>  sinA'r/f, 
dh'  = — cosA'</<?  — cos<p  sinA'f/r, 


dh  — dh' 

2 cos <p  sin  A' 


Cette  relation  montre  que,  pour  la  détermination  du  temps  par 
la  méthode  des  hauteurs  correspondantes,  il  faut  choisir  des  étoiles 
dont  l’azimut  soit  voisin  de  =±1  9 o°. 

Exemple.  — Le  8 octobre  1822,  le  Dr  Westphal  a observé  au 
Caire  les  hauteurs  du  Soleil  qui  suivent  : 
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Double 
de  la  hauteur 

. _ , TEMPS  DE  IA  PENDUE 

du  Soleil  M • M 

(bord  inferieur),  avant  midi.  optèsmidi.  Moyenne. 

o , h m » h m » h m g 

73.  O 2t.  7.27  2.33.5g  23.50.43,0 

73.20  21.  8.24  2.33.  3 23.5o.43,5 

73.40  21.  9.23  2.32.  5 23. 50.44  » 0 

74.  O 21. IO.l8  2.3t.  9 23.50.43,5 

74.20  21. II. 16  2 . 3o. I 2 23.5o.44iO 

74-4°  21. 12. 11  2.29.14  23.5o.42,5 

75.  O 2I.l3.II  2.28.13  23.5o.42jO 

7.5.20-  21.14.  9 2.27.15  23.5o.42,o 

75.40  2I.l5.IO  2.26.i5  23.50.42,5 

76.  O 21.16.  6 2.25.20  23.50.43,0 

et  le  midi  non  corrigé  a pour  valeur 

23u  5om43*,oo. 

On  a pour  le  demi-intervalle  de  temps  compris  entre  les  deux 
observations 

l.es  plus  éloignées  du  midi 2L43mi6*, 

Les  plus  rapprochées  du  midi 2 . 34 . 37  ; 

nous  prendrons  comme  valeur  de  r la  moyenne  des  deux 

t = 2h38,n56*,5  = 2b,6.{9; 
dès  lors  nous  aurons 

log  T 0.423o8  logT 0,42308 

logcosécr...  0,19435  logcotr 0,08028 

Cl  log  720...  3,14267  cl  log  720...  3,14267 

« 

log  A 3,76010  log  B 3,(>46o3 

et  comme 

3 = — 6°  7',  <3>=:3o04\  logtx  = 3,4391  rt, 

x — -4-  10%  46. 


nous  obtenons 
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Le  Soleil  était  donc  au  méridien,  et  il  était  midi  vrai  lorsque 
la  pendule  marquait 

9.3h5o'"53%46. 

Mais,  puisque  l'équation  du  temps  était 

— i2,n33%  18, 

le  Soleil  passait  ce  jour-là  au  méridien,  à 

23b47m?^S82,  temps  moyen, 
l’état  de  la  pendule  par  rapport  au  temps  moyen  était  donc 

— 3m  26%  64. 


D’autre  part,  l’équation  différentielle  ( b ) exprimée 
de  temps  donne 

dt  ~ — o*,  048  ( dh ' — dh)  ; 


ainsi,  on  voit  que  si,  au  lieu  d’être  égales,  les  deux  hauteurs  diffè- 
rent entre  elles  de  10",  il  n’en  résultera,  sur  l’état  de  la  pen- 
dule, qu’une  erreur  de  o*,4^* 

Cette  formule  différentielle  peut  encore  nous  servir  à calculer 
la  petite  correction  qui  devra  être  ajoutée  à la  moyenne  arithmé- 
tique des  temps,  si  les  hauteurs  prises  avant  et  après  midi  ne  sont 
plus  qu’approximativement  égales.  Désignons  par  h et  h'  les  hau- 
teurs prises  avant  et  après  midi,  et  posons  //  — h — dh ' ; la  cor- 
rection à appliquer  à h'  est  — dh\  et  par  suite  celle  de  U 


d\J  — -4- 


dh ' 

3o  cos<p  sin  A'  ’ 
dh-  cos//' 


3o  cos<p  cos<?  sin/' 


Si  l’on  veut  atteindre  une  très-grande  exactitude,  une  correction 
de  ce  genre  sera  nécessaire,  même  lorsqu’on  aura  observé  des 
hauteurs  égales.  Bien  qu’en  effet  pour  des  hauteurs  apparentes 
égales  la  réfraction  moyenne  ait  la  même  valeur,  il  n’en  sera  pas 
ainsi  delà  réfraction  vraie,  à moins  que  les  indications  des  inslru- 
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inents  météorologiques  avant  et  après  midi  ne  soient  accidentel- 
lement les  mêmes.  Si  donc  p et  p -h  r/p  sont  les  réfractions  pour 
les  observations  faites  avant  et  après  midi,  la  hauteur  de  l'astre 
après  midi  est  moindre  de*/p  que  la  hauteur  observée  avant  midi  ; 
il  faudra  donc  ajouter  à la  moyenne  des  temps  U la  correction 


rfu  = - --AcosA-^-. . 

3ocos^  cosÆ  sinf 

115.  Correction  du  minuit.  — Souvent  l’état  du  ciel  ne  permet 

» 

pas  de  prendre  de£  hauteurs  égales  du  Soleil  avant  et  après  midi  ; 
mais  si  l’on  a observé  des  hauteurs  correspondantes  dans  l’après- 
midi  d’un  certain  jour  et  dans  la  matinée  du  jour  suivant,  il  sera 
facile  de  trouver  le  temps  qui  correspond  à minuit.  La  correction 
relative  à la  variation  de  déclinaison  qu’il  faut  apporter  dans  ce 
cas  à la  moyenne  des  temps,  ou  au  minuit  non  corrigé,  pour  obte- 
nir le  minuit  vrai , s’appelle  correction  du  minuit. 

Soit  T le  demi-intervalle  des  observations,  r=i2h — T le 
complément  k i2h  de  ce  demi-intervalle,  les  angles  horaires  de 
part  et  d’autre  du  méridien  sont 

1 2*'  — T — .v  — t — .r , 

1 2h  — T -h  .r  =:  t -4-  j:  ; 


nous  trouvons  ainsi,  comme  dans  le  n°  114-,  la  formule 


— x 


_ _ / tangy  __  ta  ng<î \ . > 
\ sin  r tangr  j ’ 


Dans  ce  cas, 

et  par  suite 

x — 


u. 


a r2h  — t / c t A 

— tang<p  — tango  ; 

r \ sinT  tant:  r 


720 


nous  pourrons  donc  nous  servir  des  Tables  indiquées  plus  liant. 

1 o,*1 — x , , , , 

La  quantité peut  aussi  être  réduite  en  Tables  dont  l’argu- 

ment  est  le  demi-intervalle  T des  observations.  Le  facteur  mimé- 
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rique  est  désigné  par  /dans  les  Tables  de  Warnstorff,  de  sorie 
que  la  coireclion  du  minuit  est 

x = fa.  ( A tang*  — B tangtf  ). 

Exemple.  — De  Zaeh  a observé  à Marseille,  le  17  et  le  18  sep- 
tembre 1810,  des  hauteurs  égales  du  Soleil.  Le  demi-intervalle 
des  temps  était  io^SS"1;  d’autre  part  on  avait 

S = -+-  20 14'  16",  <j>  = 43°  1 7' 5o",  logp  = 3,4453  a, 

nous  trouvons  donc  •’ 

logA  = 3,73o5,  logB  = 3,7128,  log/m  1 ,oo33, 
u/Atang?  = — i42\  33, 

— (//B  tang  J = -t-  5,67, 

et  par  suite,  pour  la  correction  x,  la  valeur 
x = — i36\66. 

Remarque  I.  — L'équation  drs  hautrura  correspondante*  est  exprimée  en 
temps  solaire  ml.  Cependant  on  peut,  sans  qu'il  soit  besoin  d'autre  cor- 
rection, la  considérer  comme  exprimée  en  temps  moyen,  et  par  suite  ('ap- 
pliquer directement  aux  observations  faites  avec  une  pendule  réglée  sur  le 
temps  moyen;  mais  lorsqu'on  s'esl  servi  d'une  pendule  sidérale,  il  faut  mul- 

tiplier  la  correction  par  la  fraction  dont  le  logarithme  est  0,0012. 

Remarque  il.  — Si  l'angle  horaire  r est  assez  petit  pour  qu'on  puisse 
' remplacer  le  sinus  et  la  tangente  par  l'arc,  la  correction  du  midi  devient 


* = — (tang?  — tanga']. 

71IU 

Mai.  comme  lea  unité,  du  numérateur  et  du  dénominateur  sont  dilTé- 
rentes,  la  première  étant  l'heure  et  lu  deuxième  le  rayon,  on  devra  multi- 
plier le  second  membre  de  l'équation  par  206 a65  et  le  diviser  par  i5  x 36oo, 
et  on  aura 

X~  75(^5  ^ lanB?  t»o&i>  )i* 

où  x est  la  correction  du  midi  exprimée  en  secondes  de  temps,  pourr  = o. 
Mais  dans  ce  cas,  l'angle  horaire  étant  nul,  les  deux  hauteurs  se  réduisent  à 
une  seule,  la  hauteur  maximum,  et  x est  alors  la  quantité  qu'il  faut  ajouter 
à l'époque  de  la  plus  grande  hauteur  pour  obtenir  celle  de  la  culmination. 

C'est  l'expression  que  nous  avions  déjà  trouvée  au  n°  110  dans  la  réduc- 
tion des  hauteurs  circummeridiennes. 
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116.  Détermination  du  temps  et  de  la  latitude  à l'aide  de  deux 
observations  de  hauteur . — Dans  le  cas  où  Ton  a observé  les  hau- 
teurs de  deux  asires  et  où  l’on  connaît  l’intervalle  qui  sépare  les 
deux  époques  d’observation,  on  peut  toujours  déterminer  à la 
fois  le  temps  et  la  latitude  du  lieu.  En  effet,  on  a encore  les  deux 
équations 

Isin  h = sin^  sinÆ  -h  cos<j>  cos  $ cos/ , 
sin/i'  = sin?  sinÆ'  cos?cos<î'  cos/7. 

Si  u et  «'  désignent  les  temps  de  la  pendule  correspondants  aux 
deux  observations,  bu  l’état  de  la  pendule  par  rapport  au  temps 
sidéral,  on  a (* ) 

t = u -4-  b u — a , 

/'  = «'  -t-  b u — a!  j 

on  donne  ici  à bu  la  même  valeur  dans  les  deux  observations, 
car  on  admet  que  l’une  d’elles  a été  corrigée  de  la  marche  de  la 
pendule,  supposée  connue.  Ainsi,  l’on  connaît  la  quantité 

u’  — u — (a7  — a)  — t'  — t ~ X. 

Les  équations  (a)  ne  contiennent  donc  que  deux  inconnues  ? 
et  /,  qu’on  pourra  dès  lors  déterminer.  Dans  ce  but,  on  exprime 
les  trois  quantités 

sin?,  cos?  sin/,  cos?co  s/ 

en  fonction  de  l’angle  parallactique;  le  triangle  formé  par  le  pôle, 
le  zénith  et  l’étoile  donne  • 

| sin  sin  h sin  S -h  cos  h cos  $ cos p , 

[a)  < cos/  cos?  = sin/t  coso — cos  h sin  S cos/-», 

( sin/ cos?  = cos/t  sin/>. 

(*)  Si  l’on  observe  le  Soleil  avec  une  pendule  de  temps  moyen,  on  a,  en 
désignant  par  tv  el  w'  les  équations  du  temps  aux  deux  époques  d'obser- 
vation, 

t = u -t-  A u — «• , 
l'  = u'  Au  — H»', 


d'où 


j = u'  — u 


( w'  — H’)  . 
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Substituant  ces  expressions  dans  la  valeur  de  sin//',  nous  trou- 
vons 

sin  h'  — -f-  (sin  <î  sin<5'  -f-  cosÆ  cos  <?'  cosX)  sin  h 

-4-  ( cos  o sin  rV  — sin  S cos  S'  cos  a)  cos  //  cos/> 

— cos  S'  sin  À cos  h sin  p. 


Mais,  dans  le  triangle  formé  par  les  deux  étoiles  et  le  pôle,  on 
a,  en  désignant  par  D la  distance  des  deux  étoiles,  par  s et  s ' les 
angles  aux  étoiles, 


(b) 


cosD  sino  sin<î'  -4-  cos  3 cos  $'  cosX, 
cosj  sin  D = cos3  sin  S'  — sin  o cos<?'  eosÀ. , 


' sin  s sin  D = coso'  sin)., 

d’où,  en  portant  ces  expressions  dans  la  valeur  de  sin  //' , 
sin  h'  = cosD  sin  h -4-  sin  D cos/t  cos  (r  -h p)f 
et,  par  suite, 

(c)  cos  (s  p ) 

Dans  l'équation , 


sin//'  — cosD  sin  h 
sin  D cos  // 


sin  h — sin  w sin 5 -f-  cos?  cos 5 cos(  t'  — )), 


remplaçons  sin  y,  cosysin/'  et  cosçpcosr'  par  leurs  valeurs,  que 
nous  donnera  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  la  seconde 
étoile;  nous  trouverons  aisément 


W 


cos  (.*'  — p ' 


sin//  — cosD  sin  A' 
sin  D cos//' 


Après  avoir  calculé  soit  l’angle  p à l’aide  des  équations  ( b ) et 
(c),  soit  l’angle  p’  à l’aide  de  l’équation  [d)  et  des  analogues  de  (6  ), 
on  obtiendra  les  grandeurs  cherchées  <p  et  t ou  cp  et  t'  au  moyen 
des  équations  («),  ou  des  équations  semblables  en  sin  «p,  cos  <p  sin/' 
et  cosç  cos/'. 

D’ailleurs,  les  équations  (/?)  et  (b)  donnant  et  /,  D et  s par 
leurs  sinus  et  leurs  cosinus,  il  ne  peut  y avoir  aucune  incertitude 
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sur  les  valeurs  de  ces  angles.  Les  équations  (c')  et  (rf),  au  con- 
traire, ne  contiennent  que  les  cosinus  de  (*+/?)  et  (t' — //), 
mais  le  triangle  formé  par  le  zénith  et  les  deux  étoiles  donne 

sin  D sin  (r  -+•  p ) = cosA' sin  (A' — A), 
sinD  sin  (r'  — p)  — cos  A sin  (A' — A)  ; 

on  voit  ainsi  que,  sin  [s  p)  et  sin  '/  — p’)  ayant  toujours  le 
signe  de  sin  (A'  — A),  il  n’y  a aucune  ambiguïté  dans  l’emploi  des 
formules  (c)  et  { d ). 

Au  moyen  d’angles  auxiliaires  et  en  suivant  la  marche  ordi- 
naire, on  pourra  rendre  les  formules  (a)  et  (6)  d’un  usage  plus 
commode  pour  le  calcul  logarithmique;  pour  y arriver  on  trans- 
formera, comme  on  l’a  fait  au  n°  106,  la  formule  (c)  en  une 

autre  qui  donne  tang’  et  de  la  sorte  F et  /,  G et  g étant 

des  angles  auxiliaires,  le  système  complet  des  formules  sera  le 
suivant  : 

| sin  S1  — sin/sinF, 

(e)  ' cos  \ cos  (J*  = sin/ cos  F, 

( sin  À cos  <?'  = cos/; 

/ cosD  = sin/cos(F — <f), 

(/)  • cos  s sin  D = sin/  sin  ( F — 3), 

( sin  r sin  D ~ cos/; 

s -+- p cosSsinfS  — A') 

2 cos(S  — D)sin(S  — A) 
aS  = D + k -4-  A'; 

^ sin  G sin  g = sin  A, 

( A ) < cosG  sin  g cos  A cos p , 

^ cos£  = cosA  sin/>; 

| sin  y = sin#  cos  (G — 3)% 

(i)  - cost cosy  singsin  (G  — £), 

( sin  t cos  y = cos  g. 
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Dans  le  cas  actuel,  les  formules  de  Delambre  seront  aussi  fort 
commodes.  Le  triangle  formé  par  les  deux  étoiles  et  le  pôle  a 
pour  côtés  D,  90° — ô et  90°  — 5',  et  pour  angles  opposés  s'  et  s ; 
on  a donc 

? 

sin  } D sin  }(*' — r)  = sin  }(o' — 3)  cos  }). , 
sin  }D  cos}(/ — s ) — cos^tf'-h  3)  sin  }>, 
cos  j D sin  ^ (s’~ f-  s ) = cos}'  3' — 3)  cos,-), 
cos}  D cos  }(*'-+-  s)  = sin  }(o'-h  3)  sin  }>  ; 

et  d’ailleurs,  comme  précédemment, 

s -f-  p cosS  sin  f S — h'  ) 

2 cos(S  — D)  sin  (S  — //)* 

s ' — p ' cosSsin(S  — h) 

2 cos(S  — D)sin(S  — h')  ’ 

enfin  nous  avons,  dans  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et 
la  première  étoile, 

}y)  sin}(A  -f-  r)  = sin ~p  cos}(/i  -+-  3)  > 

} <j>)  cos} (A  -4-  t)  = cos }/>  sin  }(/i  — 3 ) , 
ï ?)  sin  } ( A — r)  ==  sin  ~p  sin  }(/<  -h  3 ), 

} <p)  cos  } ( A — f)  — cos  \ p cos  }(  h — 3). 

Le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  la  seconde  étoile  don- 
nerait des  formules  semblables  dans  lesquelles  A',  h' , p'  et  3r 
remplaceraient  A,  t , h,  p et  3. 

Ces  formules  ont  un  grand  avantage;  elles  contiennent  l’azimut, 
et  par  suite,  si  l’observation  ayant  été  faite  avec  un  altazimut,  on 
a eu  soin  de  lire,  en  môme  temps  que  la  hauteur,  les  divisions  du 
cercle  azimutal,  la  comparaison  de  cette  lecture  avec  la  valeur 
calculée  A de  l’azimut  donnera  incidemment  la  division  du  cercle 
qui  correspond  au  iftéridien. 

Exemple.  — Le  29  octobre  1822,  le  Dr  Westphal  a observé. 
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à Bcnisuef  en  Égypte,  les  hauteurs  suivantes  du  centre  du  Soleil  : 

h = 37°  56'  59",  6,  u = 2oh48"'48#» 

/i'  = 5o. 4o.55  ,3,  u!  =a3.  7.17, 

où  u'  est  corrigé  de  la  marche  de  la  pendule,  et  h et  h ' sont  les 
hauteurs  vraies.  L’intervalle  de  temps  des  observations,  converti 
en  temps  solaire  vrai,  donne 


\ = 2h  18'0  28*, 66  ==  34°37'9",9o, 
et  la  déclinaison  du  Soleil  était  pour  ces  deux  époques 
9 = — 1 o°  i o'  5o",  1 , 9t  = — i o°  1 2'  57",  8. 


Avec  ces  valeurs,  les  formules  de  Delambre  donnent 


D = 34°  3' 20",  27, 

s ==93.12.58, 26, 
=93.  6.  1 ,93, 
s -h  p = 53 . 1 5 . 4 * » 26, 


P — — 39*57'  17",  00, 
f = -h  2.9.  5.39  ,80, 
t = — 35.24.59  ,23, 
À=  — 46. 19.52 , 17  ; 


le  calcul  de  <p  et  de  fait  à l’aide  des  formules  déduites  du  second 
triangle,  donnera  une  vérification;  car  on  devra  trouver  pour  y la 
même  valeur,  et  pour  t'  la  valeur  t -4-  À. 

Équations  différentielles . — Afin  de  reconnaître  quelles  sont 
les  étoiles  les  plus  propres  à ces  déterminations,  considérons  les 
deux  équations  différentielles 


dh  — — cos  A d cp  — cos  <p  sin  A dt , 
dh'  = — cos  A'  dq  — cos  y sin  A ' dt, 

dans  lesquelles  nous  donnons  à dt  la  même  valeur,  puisqu’on 
peut  supposer  la  différence  qui  existe  entre  dt  et  dt'  réunie  à 
l’erreur  de  hauteur. 

Nous  obtenons  par  l’élimination  successive  de  dy  et  de  dt, 


, cos  A'  ,,  cos  A 

COSîp  dt  — H ; — 7—: 7—  dh  — 


(l  v =: 


sin(  A' — A) 
sin A' 


dh 


sin  (A' — A) 
sin  A 


sm(A' — A)  sm(A' — A) 


dh', 

dh'. 


\ 
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Ainsi,  pour  que  les  erreurs  d’observation  ne  puissent  avoir  une 
grande  influence  sur  les  valeurs  de  y et  tf  nous  devrons  choisir 
les  étoiles  de  telle  sorte  que  A' — A soit  aussi  voisin  que  possible 
de  ziz  90°  ; si  cette  condition  est  remplie,  on  a 

cos  y dt  ” -f-  cos  A ' dli  — cos  A dh' , 
dy  = — sin  A ' dh  -h  sin  A dh*  \ 

par  conséquent,  si  A'  est  voisin  de  ziz  90°,  auquel  cas  A est  lui- 
même  voisin  de  o°  ou  180°,  on  voit  que  dans  la  première  équa- 
tion le  coefficient  de  dh  est  minimum  et  celui  de  dh'  est  au 
contraire  maximum  ; l’exactitude  de  la  détermination  du  temps 
dépend  donc  principalement  de  celle  de  la  hauteur  prise  dans  le 
voisinage  du  premier  vertical.  Nous  verrions  de  même  que  l’exac- 
titude de  la  détermination  de  la  latitude  dépend  surtout  de  celle 
de  la  hauteur  prise  dans  le  voisinage  du  méridien. 

Dans  l’exemple  précédent,  A'=  — i°i5',  nous  aurons  donc, 
d ÿ,  dh  et  dh'  étant  exprimés  en  secondes  d’arc  et  dt  en  secondes 
de  temps, 

dy  — -f-  o,o3o8  dh  — 1 ,021 5 dh', 
dt  = - f-  0,1077  dh  — 0,0744 

117.  Détermination  du  temps  et  de  la  latitude  par  /’ observation 
de  deux  hauteurs  d'une  meme  étoile.  — On  simplifie  beaucoup 
fa  solution  du  problème  en  observant  deux  fois  la  même  étoile. 
En  effet,  on  a alors  S'  = S,  s'  = s , et  les  formules  (A)  du  n°  116 
deviennent 

sin  -JD  — sin  cos 0, 

cos j cos^D  = sin  j).  sintf, 
sin  s cos  à D = cos  ÿ X . 

A l’aide  de  ces  formules  on  calculera  D et  s\  puis  on  trouvera  y 
et  f,  et  A si  l’on  veut  avoir  sa  valeur,  au  moyen  de  la  première 
équation  (B)  et  des  équations  (C). 

Nous  donnerons  une  seconde  solution  de  ce  problème;  les 
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formules 

sin/t  = sinip  sinÆ  -f-  cos  y cos£  cosf, 
sin/r'  = sin<$>  sirnî  -+-  cos<p  cosÆ  cos(f  -+-  X), 

I 

combinées  par  voie  d’addition  et  de  soustraction,  donnent 


cos}(/i  -h  h')  sin  j ( h — h')  — cos<î cos<p  sin y).  sin(/  ~X), 

sin  3 ( /i  -+-  A')  cos~(/i—  h')  — cosS  cos?  cos  \ X cos(t  -f-  |X) 

-f-  sin  sin  S . 


En  posant 

| sin<î  =r  cos  A cos  B, 

(A')  * cos  j X cos  8 = cos  b sin  B, 

' sin  ’ a cos o = sin  A, 

la  secondé  des  équations  ( a' ) devient 


sin  <p  cos  B +-  cos  q>  cos  (f  -h  -X)  sin  B = 


sin  ÿ [h  H-  h*  ) cos  ~{h  — h'  ) 
cos  b 


Prenons  maintenant  de  nouveaux  angles  auxiliaires  F et  G,  tels 
que 

!sin<p  = cos  G cos  F, 
cos(f  -f-  --X)  cos  (j.  = cos  G sin  F, 
sin(f  -f-  £X)  cos<j>  ==  sin  G, 

et  par  suite  déterminés  par  les  équations 


sin  G 
F)  cosG 


cos  y ( à 4-  h' ) sin  ~ (h  — //  ) 


sin  b 

sin-y(/i  -t-  h')  cos ^ (A 
cos  b 


-h1) 


Dés  lors  le  calcul  sera  le  suivant  : au  moyen  des  équations  (A') 
on  déterminera  b el  B,  à l’aide  des  équations.(C')  on  obtiendra  G 
et  puis  les  équations  (B  ) donneront  les  quantités  inconnues  y 
et  i. 
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La  signification  géométrique  des  angles  auxiliaires  s’obtient 
aisément  : soit  PQ  [Jîg.  10)  un  arc  de  grand  cercle  perpendicti- 

Fig.  10. 


laire  à celui  qui  passe  par  les  deux  éto’iles  S,  S',  et  ZM  un  arc 
perpendiculaire  à PQ;  on  a 

\ 

Z,  = ; D QS,  B = PQ,  F = PM  et  G = ZM. 

t 

Exemple.  — Avec  les  données  du  n°  117  et  en  supposant  à 
la  déclinaison  une  valeur  constante  $ = — io°  12'  57",  8,  on  a 

sin//...  1,466600,  sir» B . . . 1,992400, 
cos  b...  1,980534»  cosB...  1,268321/7, 

B — ioo^1*  23",  1, 

sin  G 1 ,432  833//, 

cos  (B  — F) 1 ,7034^5, 

cosG 1,983446- 

B-F  = 59»  3o'  29"  ,8,  F = 4 1 ° 1 ' 53", 3, 
35.22.21,0,  9 = 295.42,7. 

Remarque.  — Dans  le  cas  où  les  deux  hauteurs  sont  égales, 
on  a encore  la  meme  formule  (A)  et  les  formules  équivalentes  (e) 
et  (/)  du  n°  1 16;  mais  alors  les  formules  (B)  se  réduisent  à la  soi- 
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vante 


ung’  ;(,  -f.  /j)  — rang’  />')  = 


cos  (A  -t-  i D) 
cos  (/i  — J D)’ 


et  si  l'on  connaît  p,  on  pourra  calculer  y el  t par  les  formules  >'/<} 
et  (/’;,  ou  y,  t et  A par  les  formules  C (n“  116'. 


118.  L'observation  donne  les  différences  des  hauteurs  et  des 
azimuts  de  deux  étoiles,  à deux  époques  dont  l'inteivalle  est  connu  : 
trouver  à la  fois  le  temps,  la  latitude,  les  hauteurs  et  les  azimuts 
de  ces  étoiles. 

Ce  problème  est  analogue  aux  précédents;  aussi  nous  le  traite- 
rons immédiatement,  bien  qu’il  ne  soit  pas  un  simple  problème 
de  hauteurs. 

On  calculera  d’abord  les  formules  (A)  du  n°  1 16. 

En  outre,  si  dans  le  triangle  formé  par  le  zénilli  et  les  deux 
étoiles  et  dont  l’un  des  angles  est  A'  — A,  les  côtés  go”  — h, 
go” — h’  et  D,  on  désigne  par  q et  q'  les  angles  opposés  aux  côtés 
go°  — h et  go” — h',  on  aura 


sin  ; { q'  + q ; 


cos \ [ //'  — h ) cos-J- (A'  — A ) 


cos  ! D 


1 . . , sin{(A'  — h eosÿ( A'  — A) 

,b;  - m„j,7W  = _aL_^ 1 

tang  j (/i’  + h)  = cot  j D. 

\ cos  J q — q) 


Ces  équations  nous  permettront  d’obtenir  7 et  q‘  et  aussi 
d’où  h et  h'  : mais  puisque  nous  avons  ( n"  116) 

q — s -s-  p , q — s — p , 

nous  connaîtrons  par  là  même  p et  p'.  Nous  chercherons  en- 
suite <p,  t et  A au  moyen  des  formules  (C)  du  n”  116,  et  comme 
vérification  nous  tirerons  y,  t'  et  A'  des  formules  analogues  rela- 
tives à la  seconde  étoile. 

Équations  différentielles.  — Si  dans  les  équations  différentielles 
du  n°  36,  on  remplace 

1'  par  J (C  -4-  t)  +-J  (/'—  /),  t par  J-f/'-t-  t ) — J 
I.  a5 
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on  obtient,  puisque  dans  le  cas  actuel  do  — o, 


d/i  =.  — cosA  d ® — cosJ  sin/?  d~{t’ - h t)  -h  cos<î  sin/?  <7ÿ(/' — *)» 
dh'  = — cosA'c/<p — cos<?'  sin/?'c/|(f'4-f) — cosÆ'sin p* d~[d  — f), 

d A = — sin  A tang//  d< p 

COsScOSp  , cos  S cos  p 

1 w+‘)--sar*w^‘)> 


cos// 

dk'=  — sin  A'  tang//'  dy 
cos  o'  cos  p' 


cos  h' 


....  cos#' cos P*  .... 

î(^  +)+  cos  A'  ''î('~ 


Retranchons  la  première  équation  de  la  seconde,  la  troisième  de 
la  quatrième,  entre  les  équations  résultantes  éliminons  succes- 
sivement -</(<' 4-  /)  et  d{ p,  et  servons-nous  des  relations 


_ . . . cos#  cos/?  . , 

cos#  sm/?  = cos v sm  A,  — — — ^ — = sin«p  -h  cosç  tang//  cos  A , 

cos#' cos/?'  . ,,  r 

cos#  sin^/ = cosq»  smA  , — — —, — — smçp  -+-  cos?  tangA  cosA  , 


nous  aurons 

M dy  = ( tangAcosA  — tang//'  cosA')  d{/i'  — h) 

4-  (sin  A — sin  A')  d(A'  — A) 

/ cos  # , cos  #'  , . \ 

4-  ( r cos  p sm  A r—  cos  p sin  A ) die  — t) , 

\cos//  • cos//  J '* 

M cos<f  d J (/'  4- 1) 

— (tang//  sin  A — tang//'  (sin  A'  ) d(h ' — A) 

— ( cosA  — cosA')  //(A'  — A) 

-h  [cos<p  (tang//  — tang//')sin,|( A'  4-  A) 

4-  sin<p  (cosA  — cosA')]c/(f' — t)> 

r 

OÙ 

M = 2 (tang//  4-  tang//' ) sin’ j(A' — A). 
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Nous  voyons  ainsi  que  pour  dimitfuer  autant  que  possible  l’in- 
fluence «les  erreurs  d’observation,  nous  devons  choisir  des  étoiles 
dont  la  hauteur  et  la  différence  d'azimut  soient  grandes,  de  ma- 
nière A rendre  M aussi  grand  que  possible.  Si  ‘ ^A’ — A)  = go°,  le 
coefficient  de  d[h' — A)  lui-même  sera  toujours  plus  petit  que  ±. 

Remarque.  — De  Camphausen  a proposé  d’observer  les  étoiles 
au  moment  où  leur  hauteur  est  égale  à leur  déclinaison  ; le 
triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  l’étoile  est  alors  isocèle; 
par  suite  t=  t8o° — A,  et  l’on  a simplement 

cotJcosf  = -t-  cot5’  cost1  — tang(45" — |f), 

— col'j  cosA  = — cot3'cosA'  = tang(45° — jy); 


d'où  l’on  déduit 


ou 


tang|(/’-t-/)  = 


sin(3  — y) 
sin(3  -4-  J') 


cot 


tangJ(A'-t-A) 


sinf3  — 3') 
sin(  3 -t-  S1  ) 


cot  ■ (A' — A). 


Ces  formules  nous  donnent  y et  t'  -+-  t ou  A'  -f-  A.  Mais  il  est 
impossible  d’observer  la  hauteur  d’un  astre  au  moment  précis  où 
elle  est  «-gale  à la  déclinaison  ; les  quantités  observées  t1  — t et 
A' — A doivent  donc  être  réduites  à celte  époque.  ( Voir  Encre, 
Ucber  die  Eriveiterung  des  Doutées' chen  Problents,  Jahrbueh  de 
Berlin,  i85g.) 


Exemple.  — Le  3o  mars  i856,  on  a observé  à Cologne  les 
différences  en  hauteur  et  en  azimut  de  n Grande  Ourse  et  de 
* Cocher  : 


A'  — A = — 4°  1 °’  46'  °» 


A' — A = -I-  aaô.aB.  g, g, 


et  la  différence  des  époques  d’observation,  exprimée  en  temps 
sidéral,  était  ohi8ra8*,70. 

Ce  jour-là  les  positions  apparentes  des  étoiles  étaient 

n Grande  Ourse.,  a = 1 3b  4 iro54’,53,  3 = -t-  5o°  i'45*,g, 

a Cocher *'=  5.  6.  i ,6g,  3’=-t-45.5i.  t ,7, 

i5. 
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d’où  l’on  déduit 
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A=  i33°3o'  23",i  . 

Nous  avons  d’abord,  au  moyen  des  formules  (A)  du  n°  116, 

s — -f-  3i°  22'  33",  18, 
s'  = -h  9.8 . 4 I • 5o  , 20, 

D—  -4-  76.  o.  14  ,79; 

puis,  avec  les  formules  (B), 

(]’  — — 28°  4o'  53",  44»  d’où  P — — 62°  44  ■ 5", 98, 

7 = — 3i  .21 .32  ,80,  p — - 4-  S7.22.43  ,64» 

4 (A  h- A')  = -f-  47  -56.4°  »6i,  /<=-4-5o.  2.  3,6i. 

Nous  obtiendrons  donc,  par  les  formules  (C)  du  n°  116, 

<P  = 5o°  55'  55", 57, 
t =.  295.  2 .56  ,70, 

A = 2.44 .57.48  ,5o. 

Si  nous  calculons  les  équations  différentielles,  nous  trouvons, 
en  exprimant  toutes  les  erreurs  en  secondes  d’arc, 

= — 0,03^2  d[h'  — h)  — 0,4892  d (A'  — A ) 

-h  0,2438  d [t1 — /), 

d • (/'  -ht)  — — 0,8621  d [h'  — //)  -h  o,o?.44  </(A'  — A) 

— 0,0188  d {t'  — t). 

119.  Méthode  de  Douars.  — La  méthode  de  détermination  de 
la  latitude  et  de  l’heure  par  deux  observations  de  hauteur  est  sou- 
vent employée  en  mer.  Mais,  «à  cause  de  la  longueur  des  calculs, 
les  marins  ne  suivent  pas  la  marche  directe  que  nous  venons 
d’exposer;  ils  font  usage  d’une  méthode  indirecte  proposée  par 
D.ïtiwes,  navigateur  hollandais.  Ici  la  latitude  est  toujours  connue 
approximativement  par  les  calculs  ordinaires,  que  permet,  sur  la 
marche  du  vaisseau,  l’emploi  de  la  boussole  et  du  loch.  Avec  cette 
valeur  approchée,  en  langage  de  marine  po<nt  estimé,  avec  la  dé- 
clinaison et  l’intervalle  de  temps,  et  ù l’aide  de  celle  des  deux 
observations  de  hauteur  qui  a été  faite  loin  du  méridien,  il  sera 
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facile  d’obtenir  une  détermination  approchée  de  l’heure  dont  on 
se  servira  ensuite  pour  trouver  la  latitude  au  moyen  de  l’obser- 
vation de  hauteur  faite  au  voisinage  du  méridien.  Avec  cette 
nouvelle  valeur  de  la  latitude,  on  recommencera  le  calcul  de  la 
détermination  de  l’heure. 

Supposons  encore  que  la  même  étoile  ait  été  observée  deux 
fois,  on  a 

sin  A — sin A'  — cosy  cos^ [cos/  — cos  (/  -4-  X)] 

= 2 cos «p  cos<î  sin  (/  -f-  y X)  sin  j-  X; 

d’où 

2 sin  (/  -h  y X)  = séc<p sécÆ  (sin A — sin  A')  cosécÿX, 

ou,  en  prenant  les  logarithmes, 

!log 
° 

= logséc<p  H-  logsécÆ  -+-  log  (sin  A — sin  A')  4-  logcosécÿ  X. 

Puisqu’on  connaît  une  valeur  approchée  de  <p,  on  tirera  de  cette 
équation  /-+-  ÿX,  et  par  suite  /;  avec  la  hauteur  A'  observée  dans 
le  voisinage  du  méridien,  on  trouve  ensuite  une  valeur  plus  exacte 
de  la  latitude  à l’aide  de  la  formule 

(B)  cos(<p  — J)  = sinA'  -4-  cosf  cos$.2sin*  J (/  -4-X). 

Si  le  résultat  obtenu  diffère  trop  de  la  première  valeur  adoptée 
pour  la  latitude,  on  recommencera,  avec  cette  nouvelle  valeur 
de  <p,  le  calcul  des  formules  (A)  et  (B). 

Douwes  a construit  des  Tables  qui  facilitent  le  calcul  et  qu’on 
trouve  dans  l’ouvrage  : Tables  requisite  to  be  uscd  with  the  nauti - 
cal  ep  hem  cri  s for  fin  (lia  g (lie  latitude  and  longitude  at  se  a,  et 
dans  tous  les  ouvrages  de  navigation.  Ces  Tables  donnent  les  va- 
leurs de  logcosécy  X pour  l’angle  horaire  exprimé  en  temps  sous 
le  titre  Log  half  clapsed  tinte  (Logarithme  du  demi-temps  écoulé), 
et  de  log  2 sin  (/ -f- ÿX)  sous  le  titre  Log  middlc  tinte  (Loga- 
rithme du  temps  milieu),  et  enfin  de  log  2 sin’ÿ/  sous  le  titre 
Log  rising  tinte  ( Logarithme  du  temps  d’origine).  La  grandeur 
log  $éc<j>  séc S se  nomme  Log  ratio,  et  on  a,  par  l’équation  (A), 

log  temps  milieu  = log  ratio  -+-  log  (sin  A — sin  A') -h  log  demi-temps  tcoulr. 


2 sin(/  4-  ÿX) 
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En  cherchant  ce  logarithme  dans  la  Table  du  temps  milieu, 
on  obtient  immédiatement  la  valeur  de  t.  Puis  on  prend  dans  les 
Tables  de  temps  d'origine  le  logarithme  correspondant  à l'angle 
horaire  / -4-  1,  on  en  retranche  le  log  ratio,  et  on  ajoute  le  nombre 
résultant  au  sinus  de  la  plus  grande  hauteur.  On  obtient  ainsi  le 
cosinus  de  y — 3,  et  par  suite  la  latitude. 

Exemple.  — Appliquons  la  méthode  de  Douvres  à l'exemple 
du  n°  116. 

p = 3t)°o'  log  temps  d'origine 5 ,90340 

log  ratio o,u65  ia  log  ratio 0,0  >5  12 

log  ( si n h — sinV) 1,200  4on  -+-0,00007 

log  demi-temps  écoulé..  o,5ifi$5  ftj  n V -+-0,7:3  fty 

log  temps  milieu 1,79?  oGr  log  cos (p  — 0) 1, 888  58 

t—r—7^7 im,  4 f — J = ^90,8#»7 

<’==— ob  a"V9  5>  = 59°  V,  7 

Remarque!.  — Si  l'on  veut,  au  lieu  des  Tables  de  Douvres,  em- 
ployer les  formules  ordinaires  de  la  trigonométrie  sphérique,  oo 
calculera  les  formules 


sin(f  -+-  Jl)  = 


cos  J-  ( h -+■  h'  ) sin  -J  ( h — h‘) 


cosf  cos 3 sin 


COS  (y  — N)  : 


sin  h' 


06 


sin^=MsinN,  cosdcosr=  McosN. 


Remarque  II.  — Dans  le  cas  oi»  les  observations  sont  faites  en 
mer,  les  detix  hauteurs  correspondent  à deux  points  differents  de 
la  surface  de  la  Terre,  puisque  le  vaisseau  s’est  déplacé  pendant 
l'intervalle  des  deux  observations.  Mais  comme  on  connaît  la  vi- 
tesse du  vaisseau  à l'aide  du  loch  et  la  direction  de  sa  marche  par 
la  boussole,  il  sera  très-facile  de  réduire  les  deux  hauteurs  à un 
même  lieu  d'observation. 

Soit  A [/ig.  1 1 ) le  lieu  du  vaisseau  à l’époque  de  la  première 
observation,  B sa  position  à l’époque  de  la  seconde.  Menons,  par 
le  centre  de  la  Terre  et  l'astre,  une  droite  qui  coupe  la  surface  de 
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la  Terre  en  S',  et  considérons  le  triangle  ABS'  ; BS'  représente  la 
distance  zénithale  mesurée  en  B;  et,  puisque  BA  est  donné,  il  suf- 
fira de  connaître  l’angle  S'BA  pour  trouver  le  côté  AS',  distance 

Fig.  ii. 


s» 


zénithale  de  l’étoile  qu’on  aurait  mesurée  au  point  A.  Par  consé- 
quent, en  observant  la  seconde  hauteur,  celle  qu’il  faut  réduire, 
le  marin  devra  déterminer  aussi  l’azimut  de  l’étoile,  c’est-à-dire 
l’angle  S' BC;  et  comme  il  connaît  l’angle  CBA  que  fait  avec  le 
méridien  la  direction  de  la  marche  du  vaisseau,  il  aura  par  cela 
même  la  valeur  de  l’angle  S'  BA  qu'il  cherchait.  Soient  a cet  angle 
et  A la  distance  des  deux  lieux  A et  B,  A,  la  hauteur  réduite,  on 
aura  la  relation 


ou 


sin%0  = cos  A sin  A -f-  sin  A cosA  cosdt, 
sin  A,  = sinA  -4-  sin  A cos  A cosa  — 2 sin* , A sin  A ; 


et  si  nous  remplaçons  sin  A par  A,  nous  obtenons,  à l’aide  de  la 
formule  (20)  du  n°  11, 

A0  = h -h  A cos  a — ÿA’tangA,  * 

équation  dont  le  dernier  terme  peut  le  plus  souvent  être  négligé. 

* / 

120.  Détermination  du  temps , de  la  latitude  et' de  la  déclinaison 
à l'aide  de.  trois  observations  de  hauteur  delà  meme  étoile.  — Avec 
trois  observations  de  hauteur  d’une  même  étoile,  on  a les  trois 
équations 

/ 

sin  A = sin<psin<?  -f-  cos<p  cos<î  cos/, 

sin  A'  = sin  ^ sin  <?  -f-  cos<p  cosÆ  cos  ( / -f-  ) ), 

sinA"=sinf  sin<î  -4-  cosÿ  cos 5 cos  (t  -+-V),  ■ 
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qui  serviront  à déterminer  <?,  l et  3.  Au  moyen  des  quantités  auxi- 
liaires 


.r  = cos  y ros3  ros/, 
y cosy  cos 3 sin/, 
z = sin  y s'ni, 

les  formules  précédentes  deviennent 

sin  A = s -+-  .r, 

sin  A'  = z -4-  xcosX  — .y  sinX, 

sin  h"—  z -t-  xcosX' — _j-sinX'. 

O'S  équations  permettent  de  trouver  x,  y,  z;  et  ces  quantités 
une  fois  connues,  on  obtiendra  y,  t et  J à l'aide  des  relations 

y 

tang/  = — > 
sin  y sin  3 — z, 
cos  y rosi?  y'x: -t- y’. 

Cette  méthode  paraît,  au  premier  abord,  cire  l’une  des  plus 
commodes  et  des  plus  avantageuses;  car,  pour  le  ralciil  des 
observations,  elle  n’exige  aucune  donnée  étrangère  (*).  Mais 
elle  n'est  point  pratique,  car  les  erreurs  commises  dans  les  ob- 
servations des  hauteurs  ont  une  très-grande  influence  sur  les 
quantités  inconnues.  Cependant  si  l’on  ne  considère  pas  3 comme 
constant,  c’est-à-dire  si  l’on  observe  à des  hauteurs  égales  trois 
étoiles  différentes  et  de  déclinaisons  connues,  le  problème  devient 
susceptible  d'une  solution  élégante  et  utile. 

121.  Détermination  du  temps , de  la  latitude  et  de  la  hauteur 
par  l% observation  de  trois  hauteurs  égales.  Méthode  de  Gauss  (**). 


(*)  Puisque  l’on  a observé  trois  hauteurs  d\uu»  môme  éloiîe,  i el  /'  ne 
«b'pentli  ni  pas  de  l\i»c**nsion  droit**  (n°  1 16). 

(**)  Voir  Monathchc  Oorrespondrntt  l.  X\  III,  p.  ‘l el  suit. 
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— Dans  ce  ras,  on  a les  trois  équations 

| sin A = sin  j sin  3 ■+-  cosip  cos  3 cosr, 

(a)  < sinA  = sin<p  sini'  -t-  cos-»  cos  3'  cos  (f  -I-  X), 

I sin  A = sin^  sini*-t-  cos?  rosJ"cos  (/  4-  X'), 

avec 

X = («'  — u)  — (a'  — a),  X'  — (u"  — u)  — (a*  — « ) . 

Dans  les  deux  premières  équations  remplaçons  J et  3'  par 

}(*+*')+*(*-*')  « i(*+o-ï(*-'n. 

et  retranchons  ensuite  la  seconde  équation  de  la  première,  il 
viendra 

o = 2sin<psin~(d  — <T)cosi(J  4-  3‘  t 

-+-  cosy  [cosÿ(i  — t')  cosi(iî  + 3')  — sin|(J  — 3’}  sin  |-(d  -t-  d*)  cosf 
— cosy[cosj(J  — 3')  cos  ^ \3  4-  d')  4-sin‘ [d — <?)  sini(J  + J')j  cus,/4-X), 

ou 

| o = sin  tp  sin  ÿ (d  — 3")  cos  j ( 3 4-  J'  ) 

(a)  *.  4-  cos f cos  | (3  — 3')  cos  j ' d 4-  o'^sin  J-Xsin  (f  4-  jX) 

( — cos  f sin  J-  (d  — 3'  ) sin  } ( 3 4-  d7)  cos  } X cos  [t  4-  \ X); 

d’où  résulte 

tang?  = — sin  J X sin  (/  4-  \ X ) cot  J ( 3 — 3'  ) 

4-  cos|Xcos  (t  -4-  J-X)  tangj  (3  4-  3'). 

Actuellement  introduisons  les  quantités  auxiliaires  définies  par 
les  équations  suivantes 

i sin  j X cot  J- (3  — S')  = m' sin  M', 

( A)  ‘ cos  J X tang  J {3  4-  3'  ) = /«'  cosSJ', 

I M'  4-  i X = N', 

nous  aurons 

(B)  tangy  = m'cos  (r  4-  N'). 
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Avec  les  notations  analogues 


! sin  \ V cot  ; (J  — 3")  z=  m 9 sin  M", 

(C)  5 cos}Vtang|(*  H-  3”)  = /w"cosM", 

( M"  -4-  { V = N", 

la  première  et  la  troisième  des  formules  ( a ) donneront  de  meme 
( D)  tangÿ  =:  m"  cos  [t  -4-  N*  ). 

De  la  comparaison  des  formules  (B)  et  (D)  on  déduit 
ni'  cos  (r  -4-  N')  = m"  cos  ( t -4-  N*); 

H étant  un  angle  auxiliaire  dont  la  valeur  peut  être  arbitrairement 
choisie,  nous  écrirons,  selon  le  procédé  habituel  de  Gauss,  1 é— 
quation  précédente  comme  il  suit  : 

m'  cos[(f -4-  H)  -4- (N'  — H)]  = /«"cos[(r-4-H)-4-  (N"- H)], 

d’où,  en  développant, 

, ni’  cos  ( N'  — H ) — m"  cos  (N"  — H ) 

lang(«-t-H)_^n(N/_H)_  ,„»SU1(N"_  H)  ' 

Les  valeurs  de  H qui  donneraient  à cette  expression  la  forme 
la  plus  commode  pour  le  calcul  seraient  o,  N',  N";  mais,  en 
posant 

H = i(N'  + N"), 


on  obtiendra  une  formule  très- élégante;  en  effet,  on  a alors 


m*  — m" 


**nB  ['  + v ( N'  -+-  N")]  = cot  i ( N'  — N")  ; 


si  Ton  introduit  dans  cette  équation  l’angle  Ç donné  par  la  relation 

(E) 


m 

tangÇ  = ji 
m 


on  aura 


///'  — ni" i — tangÇ 

ni'  -4-  m" . i-4-  tangÇ 


5 =tang(45°— Ç); 
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j 

de  telle  sorte  que  la  formule  précédente  deviendra 

* ^ 

(F)  tang[f  + ^(N'-MN,,)]=tang(45°-Ç)  cot*(N'-N"). 

Les  équations  (A),...,  (F)  renferment  la  solution  du  pro- 
blème. On  cherche  d’abord,  à l’aide  des  équations  (A)  et  (C),  les 
valeurs  de  m',  M',  N'  et  de  //*",  M",  N";  on  trouve  ensuite  t par  les 
équations  (E)  et  (F),  et  <j>  par  l’une  des  équations  (B)  ou  (D);  on 
n’a  donc  pas  besoin  de  connaître  la  hauteur  pour  calculer  f et  t; 
mais,  en  substituant  dans  les  équations  primitives  («)  les  nombres 
ainsi  trouvés,  on  obtient  la  valeur  de  h;  et  si,  d’un  autre  côté, 
on  a lu  cette  hauteur  sur  l’instrument  lui-même,  la  comparaison 
du  calcul  et  de  l’observation  permettra  de  déterminer  l’erreur  de 
l’instrument. 

Équations  différentielles.  — Étudions  maintenant  les  posi- 
tions relatives  que  les  trois  étoiles  doivent  occuper  dans  le  ciel, 
pour  que  leur  observation  donne  les  résultats  les  plus  exacts. 
Pour  cela,  nous  aurons  encore  recours  aux  équations  différen- 
tielles. Puisque  les  trois  hauteurs  sont  égales,  on  peut  supposer 
que  les  valeurs  de  dh  sont  aussi  les  mômes  dans  les  trois  équa- 
tions différentielles,  car  il  suflit  de  reporter  sur  les  valeurs  du 
temps  les  erreurs  commises  dans  l’observation  des  hauteurs.  Dès 
lors 

t = u •+•  Au  — a, 

et  ainsi  dt  sera  composé  de  deux  erreurs  : 

i°  L’erreur  d[Au)  commise  sur  i’état  de  la  pendule,  et  qui  est 
la  même  pour  les  trois  observations,  car  on  considère  la  marche 
de  la  pendule  comme  connue; 

2°  L’erreur  commise  sur  le  temps  de  l’observation,  erreur  qui, 
au  contraire,  pourra  être  différente  pour  chacune  d’elles. 

Les  trois  équations  différentielles  sont  ainsi 

dh  — — cos  A dt p — cosa»  sin  A du  — cosç  sin  A d (A  u ), 
dh  = — cos  A 1 dq  — cos  q sin  A'  du'  — cos  y sin  A'  d ( A u ) , 
dh  = — cosA'V<p  — cos<j>  sin  A Va" — cos<p  sin  AV  (A«). 
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Retranchons  la  seconde  équation  de  la  première,  nous  obte- 
nons 


cosÿ  sin  A 
siri  J { A — A') 


du 


cosç  sin  A'  , 
sin i (A -A')  “ ’ 


et  de  même,  en  retranchant  la  troisième  delà  première, 


o ;=  2 si  n ) ( A -1-  A")  r/y  — 2 cos  ( A A"  ) cos  f c/(  A u ) 
cos®  sin  A , cos»  sin  A"  . _ 

7—7 — du  -+-  — - . du 

sin  y (A  — A ; stnÿ(A — A ) 


enfin,  en  éliminant  successivement  r/  (Au)  et  t/ÿ  entre  ces  deux 
équations,  on  a 

, ros®  sin  A cos  A'-t-A") 

d s =:  — : — -i ‘ — du 

' 2 suif  (A  — A)sin-j(A — A ) 

cos?sinA'  cos|(A"+A)  ^ 

2sinj(A' — A")siiiy:A — A) 

cos^  sin  A"  cos~(  A -4-  A'  ) „ 

+ 2siiiy(A" — A)siny(A" — A')<U 


et 


(/(Au)  = 


sin  A sin  J-(  A'-l-  A") 

2sin  J (A  — A')  sin  J^a  — A') 


du 


sin  A'sin-y  ( A"+  A)  , 

2sinÿ(  A' — A")  sin  J (A' — A)  ' * 

sinA"sinÿ(A  -b  A')  ^ 

asin }(  A" — A)  sin  J (A  — A') 


On  voit  ainsi  que  l’on  doit  choisir  les  étoiles  de  telle  sorte  que 
la  différence  des  azimuts  de  deux  quelconques  d’entre  elles  soit  la 
plus  grande  possible,  car  alors  les  dénominateurs  des  coefficients 
de  du,  du'  et  du"  atteignent  leur  valeur  maximum.  On  prendra 
donc  des  étoiles  telles,  (pie  la  différence  de  leurs  azimuts  soit  sen- 
siblement de  120°. 

Exempi.r.  — Le  D'  Westphal  a observé  au  Caire,  le  5 oc- 
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tobrc  182a,  trois  hauteurs  égales  des  étoiles  suivantes  : 


a Petite  Ourse à 81|2.8"'I7,,  à l’ouest. 

a Hercule 8 3i.2t  , à l’ouest. 

a.  Bélier 8.47. 3o  , à l’est. 


Les  coordonnées  de  ces  étoiles  étaient,  pour  le  jour  indiqué  : 


* 3 

a Petite  Ourse. .. . o1,58re  1 4*.  10,  ■+■  88" ai'  54', 3, 

a Hercule.-.  ... 17.6.34,26,  -f  l4  36.  2,0, 

a Bélier.  ........  1 .57 . 14  ,00,  -+■  22 .37 . 22  ,7. 

Dans  le  cas  actuel, 

»'  — « = -4-  3m  4‘,  o,  11"  — u = -f-  19"  1 3’,  o, 

ou,  en  temps  sidéral, 


it'  — u — + oh  3,n  4*>5o 

a'  — a =#—  7 . 5 1 . 39 , 84 

à = -f-  7 .54  -44  ■ 34 

= 1 i8°4i'  5",  10 


u"  — « = -+■  o1*  1 9"  1 6*,  16 
«*  — a = -H  o . 58 . 5g  , 90 

v — — 0.39.43 , 74 
= — 9n55'56",  10 


On  a en  outre 

;(*-*)  = 36*5»' 56*,!  5, 
+ j = 51.-28. 58,  |5, 
±(i-r)  = 32.52.  i5,8o, 
4 ( 3 4 -J")  = 55 .29. 38 ,5o. 

On  en  conclut 


log/w'  = 0,118  3684  > 
M'=  6o°48'  1 1",92, 

N'  = 120.  8-44  ,47 * 

(k<  + N»)  — 
{ (N'  — N")  = 
Ç = 


log  m"  — 0,1 62  9829 , 

M"=  — 5“  16'  5a",  22, 
R'  = — ib.i4.5o  ,27  , 

54°  56'  57",  10, 

65. 1 1 .47  ,37, 

47.56.16  ,08, 

— 56 . 1 8 . 28  . og , 

63. 50. 16  ,38, 


t + N'  = 

/-+-  N"=- 66. 33. 18, 36, 
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valeurs  qui,  introduites  dans  les  formules  (B)  et  (D),  donnent 
pour  y la  même  valeur 

f = 3o°4'  23", 72. 

Avec  la  valeur 

/=  - 3b45”i3*,87, 
on  obtient  pour  le  temps  sidéral 

e=  aih  ^"o*,  23; 

or,  le  temps  sidéral  à midi  était  i2h54m2*,o4,  on  avait  donc  pour 
valeur  du  temps  moyen  8h  i7"36’,44>  et  l'etat  de  la  pendule  par 
rapport  au  temps  moyen  était 

a « = — 1 om  4°*,  56. 

Si  l’on  calcule  aussi  la  hauteur  avec  l'une  des  trois  équations  (a), 
on  trouve 

//=3o»58'i4",44. 

A l’aide  des  quantités  auxiliaires  N'  et  N",  on  obtieift  les  angles 
horaires  t!  et  f", 

<'  = 62°22'37",oi,  i"  — — 66“i4'24",  tg, 

et,  par  suite,  les  trois  azimuls 

A = i8i°35',  a,  A'  = 8g033',2,  A"=  279°5o',4; 
enfin  on  a,  pour  les  équations  différentielles, 

rfy  = — o,32g  du — 5,7391  lu'  — 6,o68rf«", 
d (au)  = — o,ooi8<fu  -1-  o,468f/«'  — o,3g6</u", 

où  dif  est  exprimé  en  secondes  d’arc  et  d (Au),  du,  du'  et  du"  en 
secondes  de  temps. 

122.  Formules  de  Cngnoli.  — Cagnoli  donne,  dans  sa  Trigo- 
nométrie, une  solution  très-élégante  d’un  problème  (*)  qui,  sans 


(*)  Ce  problème  est  le  suivant  : « Déterminer,  à l'aide  de  trois  lieux  hélio- 
cenlnqurs  d’une  tache  du  So/rilt  la  position  de  l' Équateur  solaire  et  lu  décli- 
naison de  la  tache . Gauss  a le  premier  fait  remarquer  l'analogie  de  ces  deux 
problèmes  ( MonatUche  Correspondent , vol.  XIX,  p.  89  el  suif.). 
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être  identique  à celui  qui  nous  occupe  maintenant,  a cependant 
avec  lui  de  si  grandes  analogies,  que  les  mêmes  formules  s’ap- 
pliquent immédiatement  au  problème  actuel;  de  plus,  si  l’on 
veut  trouver  non-seulement  le  temps  et  la  latitude,  mais  aussi  la 
hauteur,  les  formules  de  Cagnoli  donneront  lieu  à un  calcul  plus 
simple  que  les  méthodes  exposées  plus  haut. 

Soient  (fig.  12)  S,  S',  S"  les  trois  étoiles  observées  : considé- 


Fig.  11. 


X 


S' 


rons  le  triangle  formé  par  le  xénith,  le  pôle  et  la  première  étoile, 
et  soit  p l’angle  parallaclique;  les  analogies  de  Népcr  don- 
neront 


(A) 


tangi(? 


,an6  ï (? 


*)  = 


ros  j (f  -t-  p) 
cos^(f  — p) 
coi\(t  -t -P) 
cos  -J  ( t p) 


cot(45° — j J) 
tang(45°  + iJ), 


A) 


sin}(t  — p) 

sin  { (t  — p) 
sin  i(t  H-  p) 


tang(45°—  t J) 
cot(45°-f-  4$); 


pour  abréger,  posons 


PS"S'—  PS'S"=  2 A, 
PS'S  — PS  S*  = 2 A', 
PS'S  — P SS'  = 2 A", 


4 
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les  analogies  «le  Néper,  appliquées  aux  triangles  PSS',  PS' S” 
et  PS" S,  donneront 


(B) 


tangA  = 
tang  A'  = 
tang  A”  = 


sin  |(  S"—  S') 
cos  }($*-4-  6 ) 
sinj(3"—  J) 
cos 

sin  J (J' — J) 
cos  ; (5'  -4-  t ) 


co|i(l'  — 
cot  j X' , 


coi  ^ X, 


où  a et  X'  ont  la  même  signification  que  précédemment  ; d’un  autre 
côté,  des  relations 

/y  -t-  PSS'  =;  PS' S — //, 

/>'  -t-  PS' S'  = PS"S'  — p”, 
p + PSS"  = PS"S  — p", 

il  résulte 

/ p — A'  -+-  A"—  A , 

(C)  ■ //  = A -t-  A"-  A', 

I f,”=  A -+-  A'  — A"; 


mais  nous  avons 


donc 


on 


sin  / cos/< 

sin  p cos  y 

sin  (/  -t-  X)  __  cos  A 
sin /«'  cos  y 

sin  / sin  p 

sin  (f  -4-  X)  sin/j' 


sin/  •+-  sin  (/  -+•  X ) sin  f A'  -t-  A"—  A)  -+-  sin  CA  4-  A'—  A’  ) 

sin  / — sin  (/  -t-  X)  sin  (A'  -+-  A" — A ) — sin  ( A -4- A' — A'  ) ’ 


et,  par  conséquent, 


lang(z  -4-  ■ X)  cot  J X ==  tang  A"col  (A  — A'), 
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ou,  en  remplaçant  tang  A"  par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (B), 


(D)  tang  (<  + î *)  = ”p" X" y ^ cot ( A ~ A' )• 

Ainsi,  on  calculera  d’abord  A,  A'  et  A"  au  moyen  des  équa- 
tions (B),  puis  p , //,  p"  et  t à l’aide  des  équations  (C)  et  (D),  et 
enfin  y et  h au  moyen  des  équations  (A). 

L’emploi  de  ces  formules  présente  un  inconvénient  : les  diffé- 
rents angles  qu’elles  renferment  n’étant  déterminés  que  par  leurs 
tangentes,  il  reste  une  incertitude  sur  le  choix  du  quadrant  dans 
lequel  il  faut  prendre  chacun  d’eux.  Néanmoins  on  peut  choisir 
arbitrairement  le  quadrant  dans  lequel  se  trouve  l'extrémité  de 
l’un  deux,  à la  condition  de  prendre  ensuite  i8o°-t-  / au  lieu 
de  /,  si  l’on  trouve  pour  f et  h des  valeurs  tc-lles,  que  cosy  et  sin/i 
aient  des  signes  contraires.  De  même,  si  les  valeurs  obtenues 
pour  (p  et  h sont  plus  grandes  que  90°,  on  prendra  pour  ces  angles 
leur  supplément  à i8o°,  ou  leur  différence  avec  le  plus  prochain 
multiple  de  i8ort.  D’ailleurs  la  latitude  est  boréale  ou  australe, 
suivant  que  siny  et  sinA  sont  de  même  signe  ou  de  signe  con- 
traire. 

/ 

Exemple.  — Appliquons  ces  formules  à l’exemple  donné  au 
n°  121.  Nous  avons 


i).  — 59°2o'3?.",55, 

\[â"-3')=  -f-  4.  0.40  ,35, 
L[y-t)=z  — 3-2.52.  |5  ,80, 
; (0'  — S)  = — 36.52.5(i,i5, 


iV  = - 4°57'58",o5, 

;(*"+*')  = + .8.36.42 ,35, 

Hr+9)  = + 55.29.38,5o, 
;-(<?'+*)  = -+-  5i  .28.58 , 1 5, 


et  par  suite 

A = — 202'  1 ",33,  A'  = -h 84° 4ÿ  4^7»  A"— — 29°44'i6",52, 

A — A'=  — 86°5i'  5", 40, 
r4-  jX  = -+-  3.  2.  4,47, 
t = — 56. 18.28  ,08. 

Pour  trouver  <p  et  A,  on  devrait  employer  les  formules  (A)  dé- 
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duites  du  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  la  première 
étoile;  mais  comme,  dans  ce  triangle,  certains  angles  sont  très- 
petits,  il  vaut  mieux  se  servir  du  triangle  qui  correspond  à la 
seconde  étoile,  et  par  conséquent  calculer  les  formules 


tangf>  4-  A)  = 
tangi(?  — A)  - 


cos^f/'-f-  ;/) 
cos  j*  ( t*  p1) 

si  n±(t'-p') 
sin  ~ (r'-j-  //) 


tang  (45° Th 

cot  (45®  4- {<*'). 


Nous  avons  maintenant 


t = t -h  ).  — 62®  22/  37", 02, 

//  = A -+-  A"  — A*  rrr  243  . ?4  • 38 , 08, 

et  enfin 

?=  3o®4'23#,73, 

A = 149*  î .45, 58, 

ou,  en  prenant  pour  h l’angle  supplémentaire, 

A — 3ou58/ 14'', 42, 

valeurs  qui  s’accordent  parfaitement  avec  celles  trouvées  dans  le 
numéro  précédent. 


i23.  Démonstration  analytique  des  formules  de  Cagnoli . — 
D’après  les  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique, 
nous  avons  pour  les  trois  étoiles  les  systèmes  d’équations 


[ sin  A = sin  y sinÆ  -h  cos<p  cas$  cost, 

( cosAsin/?  =.rosf  sinf, 

[ cos  A cos  p = sin^  cos£  — cos<psinÆ  cosf  ; 

sin  A =sin<psin^  4-  c os  y cos  $ cos(f-+-X), 
cos  A sin  p — cosç  sin  (t  -h  X), 
cosA  cos//  = sin<p  vos  S'  — cos<p  sin^  cos(f  4-  ). ); 


sin/i  = sin©  sin  <>"  4-  cosy  cos£"cos(f  4-  V ), 
cosA  sin  pn  — cos?  sin  ( t 4-  X'), 
cos  A cos  p"  — sin  y co&6* — cosç  sino*cos(/  4-  V ). 
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Dans  ces  équations  remplaçons  3 par  ~ (3  -+-  3'  ) -4-  £(£  _ £'] 
et  S par  {(J  -4-  3 ) — j(<î  — £'),  et  retranchons  l’une  de  l’autre 
les  premières  équations  de  chacun  des  systèmes  {a)  et  (/>),  nous 
aurons  [équation  (a)  du  n°  121] 

Io  = sin  f sin  \{3  — 3')  cosÿ(<y  ■+■  3') 

-h  cos?cos\(3  — 3')  cos -h  <î')  sin  £X  sin (/  -4-  i>) 
cos <p  sin  -j(S  — 3 ) sin  -y  (Æ  $'  ) cos  ‘ X cos (/  4-  ) ; 

de  meme,  nous  déduirons  des  troisièmes  équations  de  chacun  des 
systèmes  (a)  et  ( b ) 

I cash  sin \(,>  — p ) sin  ± (p  + p ) 

= 4-  sin  r sin  J (J  — i')  sin 

+ cosf  eos  i (S—ï)  sin  } {J  4-  f)  sin  sin  (f  + 1 1) 

+ cosT  sin  f (S  - S')  cos  i (J  4-  Ï)  cos  cos(r  4-  { 1) ; 

multiplions  1 équation  (a)  par  cos} (J  4-  S1),  l’équation  (p)  par 
stnlfé  + i')  et  retranchons  les  équations  résultantes  ; sinT  sera 
éliminé,  et  nous  obiiendrons 

V 

(v)  I cos^  cos  -f-  S')  sin}(/>  4-  p')  sin}(/>  — p) 

= COSÿ  s*n  {($  tf)  COS  y X COS  ( t -4-  ÿX). 

En  retranchant  les  secondes  équations  des  deux  systèmes  (a) 
et  (b),  il  vient 

{3)  cos/i  cosÿ  (/>  -+-/>)sin^ (//—/»)  = cosy  sin yX cos(r -f- |X), 


par  la  combinaison  des  équations  correspondantes  des  groupes  (a) 
€t  (c),  (&)  et  (c]t  on  trouvera  les  formules  analogues 


d’où 


tang  ;-(/>"  4-//)  = 


tangï  (/>"-+-/>)  = 


cotÿ  (X'—  X)  = tang  A ; 

26. 
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enfin,  ajoutons  les  secondes  équations  des  systèmes  (a)  et  (è), 
nous  trouvons  la  relation 

( e)  cos/r  sm~  (//  -4-  p)  cos \[p  — p)  = cosy  cos}X  sin  (/-h  £ X); 

et  en  divisant  membre  à membre  les  équations  (J)  et  («),  nous 
obtenons 


où 

P — P = 2(A—  A'}. 

Après  avoir  ainsi  calculé  p et  t pour  la  première  étoile,  nous 
pourrons  trouver  <p  et  h au  moyen  des  formules  obtenues  précé- 
demment h l’aide  des  analogies  de  Néper, 

»««ei(T + *)  = ”!{)  co.(45»- ii), 

ta„64(?  — h)  = gjf^j  tang(45»—  j-J). 

IV.  — Détermination  du  temps  et  de  la  latitude  par  l’observation 

DES  AZIMUTS  DES  ÉTOILES. 

124.  — Trouver  le  temps  par  l’observation  d’un  azimut . — 
Nous  avons  montré  précédemment  comment  on  peut,  avec  la  dé- 
clinaison et  l’azimut  d’une  étoile  ainsi  que  la  latitude  du  lieu 
d’observation,  calculer  l’angle  horaire  de  cette  étoile;  on  com- 
prend donc  que  si  la  latitude  du  lieu  d’observation  est  connue,  il 
suffit,  pour  obtenir  l’état  de  la  pendule,  de  noter  l’heure  qu’elle 
marque  au  moment  où  , une  étoile  dont  les  coordonnées  sont 
connues,  atteint  un  azimut  déterminé.  Lorsque  l’observation  est 
faite  dans  le  méridien,  on  n’a  besoin  de  connaître  ni  la  latitude 
ni  la  déclinaison  de  l’étoile,  et  d’ailleurs,  la  variation  de  l’azimut 
étant  alors  maximum , les  conditions  d’observation  seront  les 
plus  avantageuses  possibles. 

De  plus,  en  différeutiant  l’équation 

cotAsinf  = • cos<p  tangtf  -+-  sin<p  cosf , 


tang(/  -h  ;X) 


sin  — o) 
cosÿ(<T  -h  S) 


cot \[p—p). 
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on  obtienl  (n°  36) 

cos/r  d A = — sin  A sin  h d<^  cosi  co»/j  dt  ; 
si  l'observation  est  faite  dans  le  méridien 

sin  A = o,  cos/;  = i, 


et  si  l'étoile  passe  au  méridien  au  sud  du  zénith 
h = 90“—  ¥ -1-  i; 


on  a donc 


dt 


sin(y  — i ) 
cos  5 


d A. 


4o5 


Cette  équation  montre  que  dans  la  détermination  du  temps  i 
l’aide  d'observations  faites  dans  le  méridien,  on  doit  choisir  des 
étoiles  qui  soient  proches  du  zénith  au  moment  de  leur  passage 
au  méridien,  car  alors  y — i — o,  et  une  erreur  commise  sur 
l’azimut  n’a  aucune  influence  sur  la  détermination  du  temps. 

Actuellement  soient  et  l’ascension  droite  d’une  pareille  étoile  et 
u le  temps  de  la  penduleau  moment  de  son  passage  au  méridien  : si 
la  pendule  est  réglée  sur  le  temps  sidéral,  son  état  est  égal  à a — u ; 
si  elle  est,  au  contraire,  réglée  sur  le  temps  moyen,  on  convertit 
en  temps  moyen  l’ascension  droite  de  l’étoile  donnée  par  les  Cata- 
logues, c'est-à-dire  le  temps  sidéral  de  son  passage  au  méridien, 
et  m étant  le  temps  moyen  ainsi  obtenu,  m — u sera  l'état  de  la 
pendule  par  rapport  au  temps  moyen. 

Pour  des  étoiles  qui  ne  satisfont  pas  à la  condition  précédente, 
l'exactitude  delà  détermination  du  temps  dépend  de  l'exactitude 
de  la  direction  adoptée  pour  le  méridien.  Dans  le  cas  où  l’erreur 
commise  sur  cette  direction  est  très-faible,  il  est  facile  d'en  ob- 
tenir la  valeur  par  l'observation  de  deux  étoiles  passant  au  méri- 
dien, l’une  près  du  zénith,  l’autre  près  de  l’horizon,  et  par  con- 
séquent de  trouver,  pour  l'état  de  la  pendule,  un  nombre  qui  en 
soit  complètement  indépendant.  Soit  en  effet  AA  l'azimut  dans 
lequel  l’étoile  a été  observée  et  que  nous  supposons  coïncider  à 
très-peu  près  avec  le  méridien  ; soient  e — a et  e' — a'  les  angles 
horaires  des  deux  étoiles  aux  moments  des  observations  : ces  deux 
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angles  horaires  seront  du  même  ordre  de  grandeur  que  AA,  et, 
d’après  ce  qui  précède,  on  pourra  les  représenter  par  les  deux 
expressions 


ïi aa, 

coso 


sin  (f  — J') 


Or 


cos  3‘ 

0 = u Au,  0'=  Att; 


AA. 


on  a donc  les  deux  équations 


sin(®  — 3) 

cl  — u + lu — r — ' A A , 

COsO 

. . sin(®  — f) 

a — u + A u -) — AA, 

coso 


qui  pourront  servir  à déterminer  à la  fois  Au  et  AA.  Si  la  con- 
struction de  l'instrument  permet  d'observer  non-seulement  dans 
l’azimut  aA,  mais  aussi  dans  l'azimut  t8o°  -+-  AA,  il  convient, 
pour  déterminer  AA  avec  plus  d’exactitude  encore,  de  remplacer 
les  étoiles  précédentes  par  deux  autres  dont  l'une  soit  voisine  de 
l’équateur  et  l’autre  du  pôle.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les  coefficients 
de  AA  ont  des  signes  contraires  dans  les  deux  équations,  et  de 
plus  dans  celle  qui  est  relative  à la  rircompolaire,  ce  coefficient 
est  très-grand  en  valeur  absolue  (*). 

Exemple. — A l’Observatoire  de  Bilk , avant  que  la  lunette 
méridienne  fût  exactement  dans  le  méridien,  on  avait  observé  les 
passages  suivants  au  fil  moyen  : 

a Cocher.  5I,6™27*,72, 

P Orion 5.8.  12,  71. 

Les  coordonnées  de  res  deux  étoiles  étaient 

* = 5h5m  33*,  a5 , 3 = 45»  5o',  3, 

<*'=5.7.17,33,  J'= — 8.23,1; 


(*)  On  suppose  Ici  que,  par  construction  même,  la  ligne  île  collimation 
de  l'Instrument  décrit  un  plan  vertical.  Le  ca»  où  celle  condition  ne  serait 
pas  remplie  sera  traité  au  n°  22  du  second  volume. 
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d’autre  part,  la  latitude  de  Bilk  a pour  valeur 

y = St"!?.',  5. 

Ces  nombres  introduits  dans  les  équations  précédentes  donnent 

— .54’» 4 7 = ■i"  — o,t3433  AA, 

— 55,  38  — An  — o ,8ÿ  1 78  A A ; 

on  en  déduit 

A«  = — 54*,  3o,  AA=  +1’,  23. 

125.  Trouver  le  temps  par  l'observation  rie  ta  disparition  d’une 
étoile  derrière  un  objet  terrestre.  — Olbers  a pr^iosé,  pour  déter- 
miner le  temps,  une  méthode  simple  qui  consiste  à observer 
l’époque  de  la  disparition  d’une  étoile  derrière  une  mire  verti- 
cale. Celte  mire  doit  être  placée  haut  et  loin,  de  telle  sorte  qu’elle 
puisse  être  aperçue  distinctement  dans  la  lunette  en  inéme  temps 
que  l’étoile,  et  qu’en  outre  la  disparition  de  l’astre  soit  instanta- 
née. La  lunette  employée  dans  ces  observations  doit  d’ailleurs 
conserver  toujours  la  même  position,  et  n’avoir  qu’un  faible  gros- 
sissement. Supposons  que  d’autres  méthodes  aient  fait  connaître 
pour  un  jour  quelconque  le  temps  sidéral  de  l’occultation  de  l’é- 
toile par  la  mire,  ce  phénomène  devra  évidemment  arriver  les 
jours  suivants  au  même  temps  sidéral,  tant  que  la  position  de 
l’étoile  sur  la  sphère  céleste  n’aura  pas  changé  : dès  lors  l’obser- 
vation d’une  occultation  faite  un  autre  jour  donnera  immédiate- 
ment l’état  d’une  pendule  réglée  sur  le  temps  sidéral.  Mais  si  l’on 
se  sert  d’une  pendule  réglée  sur  le  temps  moyen,  on  devra  tenir 
compte  de  la  quantité  dont  le  temps  sidéral  avance  sur  le  temps 
moyen,  c’est-à-dire  de  l’accélération  des  fixes,  en  vertu  de  laquelle 
l’époque  de  l’occultation  de  l’étoile  avancera  chaque  jour  de 
3“  55*,  909  de  temps  moyen. 

Lorsque  l’ascension  droite  de  l’étoile  varie  seule,  le  temps  si- 
déral de  son  occultation  varie  de  la  même  quantité,  puisque  la 
position  où  l’étoile  est  observée  correspond  toujours  au  même 
azimut,  et  par  suite  à la  même  hauteur  et  au  même  angle  horaire. 
Lorsque,  au  contraire,  la  déclinaison  varie,  l’angle  horaire  qui 
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correspond  à cet  azimut  déterminé  change  chaque  jour,  et  d A 
et  <7<p  étant  tous  deùx  nuis,  on  a,  d’après  les  formules  différen- 
tielles du  n°  36, 

f • 

rlo  — cospd/i,  cos  ddt=zz  — sin  pdh, 

i 

où  p est  l’angle  parallactique  ; d'où 

cos  S 


Par  conséquent,  si  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  varient 
en  même  temps  des  quantités  A a et  A 5,  le  temps  sidéral  de  la 
disparition  de  l’étoile  derrière  la  mire  se  déduira  du  temps  déjà 
déterminé  par  l’tftdition  de  la  quantité 


coso 


Exemple.  — Olbers  avait  trouvé  par  d’autres  observations 
que,  le  6 septembre  1800,  l’étoile  $ Couronne  disparaissait  à 
i ih23m  18% 3 de  temps  moyen,  ou  à 22h  26,n2i%,j8  de  temps 
sidéral,  derrière  le  mur  vertical  d’une  tour  éloignée  dont  l’azimut 
était  G^°5G'2  i",  4»  Le  12  septembre,  il  observa  sa  disparition  à 
iob49'n  ? i*,o;  or,  ce  phénomène  devait  avoir  lieu,  en  temps 
moyen,  h 

tth  23roi8\3  — 6x3m55%909, 


ou 


ioh  59,n4?%9; 


par  rapport  au  temps  moyen,  l’état  de  la  pendule  était  donc 

-4-  io"’  21  *,  9. 

En  outre,  du  6 septembre  1800  au  6 septembre  1801,  on 
avait 

A a = -4-  42",  o , A<?  = — i3",  2; 


et,  puisque 


P — 37°3i/,  * = 4-  26°4t', 
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nous  trouvons 


tanS^  . A — 
co  s S 


- n',35; 


4°9 


U correction  complète  est  donc  * 

-t-  53",  35  ou  3‘,56. 

Par  conséquent,  le  6 septembre  1801,  la  disparition  de  l’étoile 
devait  avoir  lieu  à 22h  26°*  a5‘,  3q  de  temps  sidéral  (’). 


126.  Trouver  In  latitude  par  l'observation  des  azimuts.  — 
Observation  d'une  étoile  connue.  — Quand  on  connaît  le  temps, 
il  est  facile  de  trouver  la  latitude  par  l’observation,  laite  dans  un 
azimut  déterminé,  d’une  étoile  dont  la  position  est  connue.  On  a, 
en  effet,  l’équation 


cotA  sin/  = — cos<p  tangè  -t-  sin^  cos/, 


qui  donne,  après  différentiation, 


sïnA  dtf  1..  — cot/i  d\  -t- 


cosJ  ros»  sinp  . 

. dt  -t-  ,-Ç  dS. 

sin  A sin// 


On  voit  donc  que,  pour  déterminer  le  plus  exactement  possible 
la  latitude  par  l’observation  des  azimuts,  on  doit  faire  ces  obser- 
vations dans  le  voisinage  du  premier  vertical,  puisqu’alors  sin  A 
est  maximum.  De  plus,  il  convient  aussi  de  choisir  une  étoile  qui 
passe  près  du  zénith  du  lieu  d’observation,  car,  dans  ce  cas, 
les  coefficients  de  d A et  dt  sont  très-petits;  en  effet,  en  rem- 
plaçant cos 5 cos p par  la  valeur 

cos  J cos  p = sin  if  cos//  -4-  cos^  sin/i  cosA, 

il  devient  évident  qu’au  zénith  les  erreurs  commises  sur  l’azimut 
et  le  temps  n’ont  aucune  influence;  mais,  puisque  sinp  = 1,  une 
erreur  commise  sur  la  valeur  de  la  déclinaison  adoptée  produira 
alors  sur  la  latitude  une  erreur  d’importance  à peu  près  égalé. 


(*)  De  Zacii.  — Monalliche  Corresponden$tso\.  III,  p.  1 2 \ et  suiv. 
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On  observe  deux  étoiles  différentes  ou  deux  fois  la  meme  étoile. 
— Quand  on  n’observe  qu’une  seule  étoile  dan»  un  azimut  déter- 
miné, il  faut  connaître  cet  azimut  lui  même;  mais,  avec  deux  ob- 
servations d’étoiles  différentes,  il  en  est  autrement.  On  a,  en  effet, 
les  deux  équations 


j cotA  sinf  = — cosçtangj  4-  sin<p cos/, 

( cot  A'  sinf'  = — cosf  tangj'  4-  sin?  cos/'  ; 


en  multipliant  la  première  par  sinr1,  la  seconde  par  sinf,  on  ob- 
tient 


sine  sine' 


sin  (A'  — A) 
sin  A sin  A' 


= cosf(  tang'î'  sinf  — tangJ  sinr1)  4-  sin  y sin  ( t ' — f). 


et  comme 


eosS  sinf  = cos/i  sinA,  cosô'  sinf'  = cosA'  sin  A' , 


cos  A cos  A'  sin  (A'  — A ) 

= cos<p  (cos  S sin  J'  sinf  — sin  S cos  (T  sinf'  ) 

-4-  sin®sin(f' — f)  cosiî  cosJ'. 

j sin ( t'  4-  3)  sin  ,-(f' — f)  = /nsinM, 

( sin(^ — iJcoSjff' — f)=/ncosM, 

puis  multiplions  la  première  de  ces  équations  par  cos  j ( f' 4-  f),  U 
seconde  par  sin|(f'4-f),  et  retranchons  ensuite  la  seconde  de  la 
première,  nous  aurons 

m sin  [ ^ (f'  4-  f)  — M]  = sin <5'  cosi  sinf  — costf'  sin#  sin  f'  ; 

multipliant  au  contraire  la  première  équation  parcosj(f' — f),  la 
seconde  par  sini(f' — f),  et  retranchant  ensuite  la  première  de 
la  seconde,  on  aura 

m sin[  jff'  — f)  — M]  = — sin  5 cosi'  sin  (f'  — f)  ; 


on  a 

(b) 

Posons 

(A) 
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l’équation  (A)  peut  donc  s’écrire 

cosAæos//  sin  (A' — A)  = -f-zwcos?  sin [ /-f-  t)  — M] 

— m sin  f sin  [ \ (/  — t)  — M ] cot  S . 

Si  maintenant  on  suppose  que  les  deux  étoiles  ont  été  observées 
dans  le  même  azimut  ou  dans  des  azimuts  qui  diffèrent  de  180% 


et  par  suite 

(B) 


sin  [A'  — A)  = o, 


tang<p  = 


sin[  j(l'  -h  t)  — M] 
sin[  / — /)  — M ] 


tang-î. 


Il  n’est  donc  plus  nécessaire  de  connaître  l’azimut  dans  lequel 
l’observation  a été  faite;  mais  les  formules  (A)  et  (B)  permettent 
de  calculer  la  latitude  à l’aide  de  la  déclinaison  de  chaque  étoile 
et  de  l’heure  à laquelle  elles  ont  été  observées.  Quand  on  a ob- 
servé deux  fois  la  même  étoile,  on  obtient  des  formules  beau- 
coup plus  simples  encore;  dans  ce  cas  en  effet  on  a,  d’après  la 
seconde  des  formules  (A),  M = 90°,  et  il  vient 


(C) 


I 


tang<p  = 


cos-  (t* -h  -) 
cos  £ ( t'  — t ) 


tangÆ. 


Équations  différentielles.  — Dans  le  cas  général  où  l’on  a ob- 
servé deux  étoiles  dans  des  azimuts  différents,  les  équations  dif- 
férentielles sont 


cos  h d A = sin//  d$  - 4-  cosÆ  cos  p dt  — sin  A sin  A r/<p, 
cos// d A'  — sin//  di*  -4-  cos ô'  cos//  dt' — sin  A'  sin  A'r/y; 


d’où,  en  multipliant  la  première  équation  par  cos//,  la  seconde 
par  cos//,  et  retranchant,  on  obtient  l’équation  suivante,  où  figure 
la  différence  des  azimuts, 

cos  A cos  A'  d (A'  — A) 

=:  — cos  A'  cos  S cos  p dt  -4-  cos  A cos<?'  cos  p'  dt 1 
— (sin//  cos//  sin  A'  — sin  A cos  A'  sinA)  dq 
-4-  cos  A sin  p*  d$'  — cos  A'  sin//  d$. 
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Supposons  A'  =:  i8o°  4-  A ; remplaçons  en  outre 
coso  cos p et  cos  J’  cos p par  les  valeurs 
cosu  cos  p — siny  cos  A -|-  cosy  sin  A cos  A , 
cos  J' cos  p'  — siny  cos  A'  — cos  y sin  A'  cos  A, 
lit  et  lit'  par 

il/  = du  4-  il  (Au) , lit’  — du'  4-  d ( A u ); 


duel  du'  étant  les  erreurs  commises  sur  l’observation  des  temps 
des  passages,  dt  Au)  l’erreur  dont  est  affecté  l’état  de  la  pendule, 
nous  transformerons  cette  équation  comme  il  suit  : 


sin  Adv  — cos  y cos  A d (Au) 

COS  il  COS  il'  - , , . ,,  , . , 

= sin"7;-4-7^rf(A 

H — cos?  cos  ^ /gin/,  cos  A'  du  -t-  sin  h'  cos  A du'  I 
sin  (A  + A ) ' 

sin/;  cos//  ^ sin  //  cos  A 


sin  ( A 4-  A’  ) 


sin  (A  4-  A') 


Nous  voyons  donc  qu’il  y a tout  avantage  A observer  les  étoiles 
dans  le  premier  vertical.  Dans  ce  cas,  le  coefficient  de  r/y  est  maxi- 
mum, et  les  coefficients  de  du,  du'  et  d(Au)  sont  nuis;  de  sorte 
que  la  différence  des  erreurs  des  temps  observés,  les  erreurs  de 
déclinaison  et  la  différence  de  A'  — A avec  i8o®,  influeront  seules 
sur  le  résultat.  Dans  le  cas  où  l'on  a observé  la  même  étoile  dans  le 
premier  vertical  à l’est  et  à l’ouest,  on  a 


A = A'  et  sin/>'  = — sin  p, 


d’où 


df  — jcotA  [r/(  A'  — A)  — sin®  d(u'  — «)]  4-  d3\ 


et,  puisque  (n°54‘) 


. , sin<?  . cos® 

sin  A = - — - ) stnp  = ;i 

si  n y cos  o 


il  vient 


</y  = { cotA  [d  ( A'  — A)  — sin  y d (u'  — «)]  4-  rfi. 


i 
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Cette  équation  montre  qu’il  est  préférable  d’observer  des  étoiles 
zénithales,  car  alors  cot h est  très-petit,  et  les  erreurs  de  A' — À 
et  de  u' — u n’ont  sur  le  résultat  qu’une  très-faible  influence; 
d’ailleurs,  puisque  la  déclinaison  d’une  étoile  traversant  le  mé- 
ridien au  zénith  est  égale  à y,  le  coefficient  de  d$  est  alors  égal  à 
l’unité;  l’erreur  de  la  déclinaison  subsiste  donc  tout  entière  dans 
le  résultat.  Par  suite,  si  l’on  ne  cherche  que  la  différence  des  la- 
titudes de  deux  lieux  assez  rapprochés  pour  que  la  même  étoile 
satisfasse  dans  les  deux  lieux  aux  conditions  précédentes,  on  ob- 
tiendra, avec  cette  méthode,  une  valeur  de  la  différence  de  lati- 
tude entièrement  débarrassée  de  l’erreur  de  déclinaison  (*). 

Exemple.  — L’étoile  {J  Dragon  passe  très-près  du  zénith  de 
Berlin.  On  l’a  observée  à l’Observatoire  avec  un  instrument  de 
passage  établi  dans  le  premier  vertical.  L’intervalle  des  temps  du 
passage  au  fil  moyen,  à l’est  et  à l’ouest,  a été  trouvé  égal  à 


d’où 


34“  43-,  5, 


\[tr  — /)  = 402°'  26",  25, 


de  plus 


S = 52°  25'  26",  77  ; 


puisque  l’observation  a été  faite  dans  le  premier  vertical , 
t'  -h  t = o,  et  la  formule  (C)  donne,  pour  le  calcul  de  la  latitude, 
l’équation 


lang<p  = 


tang  $ 

cos  ÿ ( t ' — t) 


d’où  l’on  déduit 

y = 52° 3o'  i3",  04  ; 


(*)  On  suppose  ici  que  l'instrument  «les  passages  est  suffisamment  bien 
établi  pour  que  la  ligne  de  collimation  décrive  un  plan  vertical.  Dans  le 
cas  où  il  n'en  serait  pas  ainsi,  voir  le  n°  26  du  second  volume. 

(**)  Cette  formule,  qui  convient  à des  observations  faites  dans  le  premier 
vertical,  peut  s'obtenir  directement  par  la  considération  du  triangle  rectangle 
formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  l'étoile. 
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enfin,  la  formule  différentielle  est 

</?=-+-  o,oi3 1 o [rf  ( A'  — A ) — 0,7934 d(u' — «)]  -t-  0,99925*/ 3 . 

127.  Trouver  le  temps  par  l'observation  de  deux  étoiles  dans  le 
même  vertical.  — Quand  on  connaît  la  latitude  du  lieu  d’obser- 
vation, on  |>eiit  trouver  le  temps  au  moyen  des  observations  de 
deux  étoiles  faites  dans  le  même  vertical. 

En  effet,  l’équation 

(A)  ’ *»[$(«' + f)—M]=j^sin[±(f'—»)  — M], 

où 


tango 

te=u-rbu  — a,  ('=  a'  -fin  — a', 


et 


m sinM  = sin  (f  -4-  S)  sin  j(t'  — t), 
m cosM  — sin  ( â ' — i)  cos  j-(t'  — t) , 

permet  de  trouver  t'  -ht,  et  par  suite  t'  et  t,  puisque  l’on  con- 
naît l’intervalle  t — t des  deux  observations  exprimé  en  temps 
sidéral . 

L’équation  différentielle  trouvée  au  n°  124  montre  que,  pour 
déterminer  le  temps  au  moyen  d’observations  azimutales,  il  con- 
vient de  faire  les  observations  au  voisinage  du  méridien,  car 
alors  le  coefficient  de  d<f  est  minimum,  tandis  que  celui  de  dt  est, 
au  contraire,  maximum. 

Ces  observations  permettent  aussi  de  déterminer  l’azimut  lui- 
méme  ; on  a,  en  effet, 

cos  S sin  t 

tang  A = : — ; : r y 

— cosÿ  sin  s -t-  sin  y coso  cosf 

et  en  éliminant  tang  J entre  cette  équation  et  la  suivante 

sin[{(/'  -t-  t ) — M ] 
langy  = — " 1 

il  vient 

sin  y tang  A = • 


«n  11(1'  — fj"—  M]Un8*’ 
sînf  sin[}(/' -t-  t)  — M] 


— sin[{(t'  — t)  — M]-t-  cos/  sin[  j(f'  -f-  /)  — M]* 
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t 


enfin,  en  remplaçant  -(/'  — /)  — M pur  | (/'  -h  t). — M — t , on 
obtient  facilement 


tang  A = 


la"g[H<'  + <i  - M] 

. .....  ■ — ■ - - ■ • 

sin  <p 


La  formule  (A)  peut  encore  servir  à trouver  le  temps  sidé- 
ral où  les  deux  étoiles  sont  à la  fois  dans  le  même  vertical.  En 
effet , supposons  que  les  époques  des  deux  observations  soient 
les  mêmes,  c’est-à-dire  u = u' , dès  lors 


et  comme  avec  la  formule  (A)  on  peut  calculer  /'  et  /,  on  aura 
le  temps  sidéral  cherché  par  l'une  des  deux  relations 

t — 0 — a,  t ' = 0 — a'. 

Exemple,  — Au  commencement  de  i849  les  positions  des 
étoiles  Véga  et  Altaïr  étaient 

Véga....  a = i8b  3im47%75,  S = -+-  38°38'  52*, 2, 

Altaïr...  a*  — 19.43 . 23,43,  <T=  -4-  828.30,5. 

On  a donc 

t ' — t — — ihi  iro35*,68  = — i7°53'  55", 2; 

en  prenant  pour  <p  ( latitude  de  Berlin)  la  valeur  52° 3o' 16",  on 
obtient 

M = i92°55,53/,,o, 

\[t'—  t)  — M = i58:  7.  9,4, 


d'où  l’on  déduit 

v ê 

j (*'+/)  — m = -4-  142°  35'  38", 6, 

{(/' •+-/)  = — 24.28.28,4, 

= — ïh37m53,,9, 

t = — ih 2U16S,  1,  t ' = *—  2h  i3‘d41'»7* 


« 


et  par  suite 
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A la  latitude  de  5?.”3o'  i6",  les  deux  étoiles  se  trouvent  donc  dans 
le  meme  vertical  au  temps  sidéral 

0 — 17*29“  4 *’• 

Ainsi  en  notant  l'instant  où  deux  étoiles  quelconques  sont  dans  un 
même  cercle  vertical  (il  suffit  pour  cela  d'observer  leur  disparition 
derrière  un  fil  à plomb),  et,  d’autre  part,  en  calculant  ce  même 
instant  au  moyen  des  formules  précédentes  et  des  valeurs  connues 
des  coordonnées  des  étoiles  et  de  la  latitude,  on  peut  obtenir,  au 
moins  approximativement,  l'état  de  la  pendule.  Il  sera  commode 
de  prendre,  pour  l'une  des  étoiles,  la  Polaire,  dont  le  mouvement 
lent  rend  l'observation  plus  facile. 

Remarque.  — Consulter,  sur  la  délei  mination  de*  latitude»,  1rs  Mémoires 
de  M.  Yvon  Vu.LAiicr.Ar:  Sur  ta  dctei  mination  des  longitudes,  latitudes  et  agi- 
muts  terrestres , inséré*  dans  les  Annales  de  l'Observatoire  impérial,  t.  VIII 
el  IX. 


V.  — Détermination  de  la  différence  des  longitudes  géographiques 
DE  DEUX  LIEUX. 

128.  Détermination  rie  ta  différence  des  longitudes  de  deux 
lieux  par  l'observation  de  phénomènes  vus  simultanément  de  eha- 
run  d'eux.  — Si,  au  même  instant  physique,  on  connaît  les 
heures  de  deux  lieux  différents  de  la  surface  de  la  terre,  on  sait 
quel  est  au  même  instant,  pour  chacun  de  ces  lieux,  l'angle  horaire 
de  l’équinoxe  du  printemps.  l.a  différence  de  ces  deux  angles 
horaires,  c’est-à-dire  la  différence  des  temps  observés  au  même 
instant  en  ces  deux  lieux,  mesure  l’arc  d'équateur  compris  entre 
chacun  d’eux,  ou  la  différence  de  leurs  longitudes  géographiques. 

Comme  le  mouvement  diurne  de  la  sphère  céleste  est  dirigé  de 
l'est  à l'ouest,  un  lieu  quelconque  est  nécessairement  situé  à 
l’ouest  de  tout  autre  lieu,  dont  l'heure  est  au  même  instant  su- 
périeure à la  sienne;  il  est  à l’est  dans  le  cas  contraire.  En 
Astronomie,  on  prend  ordinairement  comme  premier  méridien, 
c’est-à-dire  comme  méridien  à partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes, le  méridien  d’un  observatoire  important,  celui  de  Paris 
ou  de  Greenwich,  par  exemple;  en  Géographie,  au  contraire,  les 


Digitized  by  Google 


DÉTERMINATION  DES  LONGITUDES.  4’ 7 

longitudes  se  comptaient  autrefois  à partir  du  méridien  de  l’île  de 
Fer  dont  la  longitude  est  de  2o°o'  ou  ih2o,n  à l’ouest  de  Paris. 


Emploi  tirs  phénomènes  astronomiques.  — Pour  obtenir  en 
deux  lieux  différents  l’indication  d’un  même  instant  physique, 
tantôt  on  se  sert  de  signaux  artificiels,  tantôt  on  observe  un  phéno- 
mène astronomique  apparaissant  au  même  instant  en  tous  les  lieux 
de  la  Terre.  Parmi  ces  phénomènes  nous  plaçons  en  première 
ligne  les  éclipses  de  Lune.  Une  éclipse  de  Lune  étant  produite 
par  l’entrée  de  la  Lune  dans  le  cône  d’ombre  de  la  Terre  et  le 
temps  qu’emploie  la  lumière  à parcourir  le  rayon  de  la  Terre  étant 
tout  à fuit  insensible,  le  commencement  et  la  fin  d’un  pareil  phé- 
nomène, tout  aussi  bien  que  l’entrée  et  la  sortie  d’une  tache  dé- 
terminée de  la  Lune,  seront  vus,  au  même  instant  physique,  de 
tous  les  points  de  la  Terre.  Il  en  est  absolument  de  même  pour  les 
éclipses  dts  satellites  de  Jupiter. 

Ces  phénomènes  seraient  d’un  usage  très-commode  pour  déter- 
miner les  différences  de  longitude,  qui  seraient  égales  aux  diffé- 
rences mêmes  des  temps  observés  en  divers  lieux  do  la  Terre,  si 
leurs  observations  pouvaient  se  faire  avec  une  très-grande  exac- 
titude. Mais  sur  la  surface  de  la  Lune  l’ombre  de  la  Terre  est 
toujours  mal  définie,  et  les  erreurs  d’observation  peuvent  atteindre 
une  minute,  et  même  davantage. 

De  même  l’immersion  ou  l’émersion  des  satellites  de  Jupiter  n’est 
jamais  instantanée;  l’observation  de  ces  phénomènes  n’est  donc  ja- 
mais d’une  précision  pai fuite:  c’est  pourquoi  ils  ne  servent  actuel- 
lement presque  plus  à la  solution  du  problème  qui  nous  occupe. 

Si  l’on  voulait  employer  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  il 
serait  absolument  nécessaire  qu'en  chacun  des  deux  lieux  les  ob- 
servateurs fussent  munis  de  lunettes  de  même  puissance  et  qu’ils 
observassent  un  nombre  égal  et  très-grand  d’immersions  et  d’émer- 
sions; ils  devraient  d’ailleurs  se  borner  au  premier  satellite,  dont 
le  mouvement  autour  de  Jupiter  est  très-rapide,  et  prendre,  pour 
différence  des  longitudes,  la  moyenne  arithmétique  des  différences 
ainsi  obtenues;  mais,  malgré  toutes  ces  précautions,  il  n’y  aurait 
pas  lieu  d’espérer  obtenir  ainsi  une  très-grande  exactitude. 

Benzenbcrg  a proposé  de  faire  servir,  à la  détermination  des 
I.  27 
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longitudes,  l'observation  de  la  disparition  des  étoiles  filantes.  Ces 
phénomènes  peuvent,  en  effet,  être  observés  très-exactement; 
mais  ils  ont  ret  inconvénient,  qu’on  ne  sait  jamais  à l’avance  à 
quel  instant  et  à quel  endroit  du  ciel  une  étoile  filante  apparaît. 
Eût-on  même,  en  deux  lieux  différents,  observé  un  grand  nombre  * 
d’étoiles  filantes,  quelques-unes  seulement  «l’entre  elles  seront 
identiques  dans  les  «leux  lieux  ; en  outre  pour  s'assurer  de  leur 
identité,  il  faut  déjà  connaître  approximativement  la  différence 
de  longitude  des  deux  lieux. 

Emploi  des  signaux  artificiels.  — La  méthode  des  signaux 
artificiels,  comme  l'explosion  instantanée  d'un  tas  de  poudre, 
permet  d’obtenir  la  différence  de  longitude  avec  une  grande  pré- 
cision. Bien  que  celle  méthode  ne  soit  directement  applicable  que 
pour  des  lieux  dont  la  distance  ne  dépasse  pas  dix  milles,  il  est 
néanmoins  possible,  par  la  combinaison  «l’un  grand  nombre  de  si- 
gnaux, de  déterminer  de  celte  manière  la  différence  de  longitude 
de  lieux  tnès-éloignés.  Soient,  en  effet,  A et  B les  deux  stations 
dont  «>n  veut  déterminer  la  différence  / de  longitude,  et  soient 
A,,  A,,  A j,.  ..  un  certain  nombre  de  stations  intermédiaires  dont 
les  différences  inconnues  «le  longitude  sont  /,  désignant 

la  différence  des  longitudes  de  A,  et  A,  l,  celle  de  A,  et  A,,  et 
ainsi  de  suite. 

Supposons  qu'aux  stations  A,,  A, , A,,...  on  ait  donné  des  signaux 
aux  époques  . . (temps  de  ces  lieux);  à la  première  sta- 

tion A on  ne  voit  le  signal  donné  en  A,  qu’au  temps  T, — /,  = 0; 
à la  station  A:  on  l’aperçoit  au  temps  /,  H-  l,  — ©,;  de  même 
l’observateur  placé  en  A,  voit  le  signal  donné  en  A,  au  temps 

— /,  = 0,,  et  celui  qui  est  placé  en  A,  voit  le  même  signal  au 
temps  /,  = ©,....  Or,  si  la  dernière  station  auxiliaire  est  dé- 
signée par  A,_,,  la  somme 

représente  la  différence  cherchée  / des  longitudes  des  deux  sta- 
tions extrêmes,  on  a donc 

I = (©1  — ©)  -+-  (©)  — ©i  ) -I-  (®,  — ©<)-+-... 

ou 

/=©„_,  — (©« — 2 (©,—  ©,)  — 0. 
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Ainsi  toute  détermination  absolue  du  temps  faite  dans  les  sta- 
tions intermédiaires  où  les  signaux  ont  été  observes  est  inutile;  il 
suffit  de. connaître  la  marche  de  chaque  pendule.  Aux  deux  stations 
extrêmes  seules,  dont  on  veut  déterminer  la  différence  de  longi- 
tude,  une  détermination  très-exacte  du  temps  est  indispensable. 

Au  lieu  de  se  servir  comme  signal  de  l’explosion  de  la  poudre, 
il  est  plus  commode  d’employer  l' héliotrope , instrument  inventé 
par  Gauss,  qui  permet  de  réfléchir  les  rayons  solaires,  dans  une 
direction  quelconque,  à de  grandes  distances.  L’héliotrope  étant 
dirigé  vers  l’autre  station,  on  obtient  un  signal  instantané  en  dé- 
couvrant l’appareil. 


Détermination  des  longitudes  par  la  méthode  chronométrique. 
— La  différence  des  longitudes  de  deux  lieux  peut  aussi  être 
obtenue  en  transportant  d’un  lieu  dans  l’autre  un  bon  chrono- 
mètre, et  en  déterminant  pour  chaque  station  l’état  et  la  marche 
du  chronomètre.  En  effet,  soit  bu  l’état  du  chronomètre  à la  pre- 
• i • d bu 

miere  station,  et sa  marche  diurne,  1 état  du  chronomètre 

dl 


après  a jours  sera  bu  -j-  a 


d bu 
~dt~ 


Supposons,  par  exemple,  qu'à 


une  époque  u'  séparée  par  a jours  de  l’époque  de  la  première 
observation,  bu'  soit  l’état  du  chronomètre  déterminé  à la  se- 
conde station,  et  désignons  par  / la  longitude  orientale  de  ce  lieu, 
nous  aurons 

d bu 


u'  — l bu 


a 


dl 


Il'  -f-  b U y 


d’où 

d bu 

l = bu  -+-  a — bu  . 

dl 


On  a supposé  ici  que,  dans  l’intervalle  des  deux  observations, 
le  chronomètre  avait  toujours  conservé  la  même  marche;  mais,  en 
réalité,  ce  cas  se  présente  très-rarement,  ou  plutôt  il  n’en  est 
jamais  ainsi;  il  faut  donc,  pour  que  cette  méthode  donne  des  ré- 
sultats exacts,  ne  pas  se  contenter  d’un  seul  chronomètre,  mais 
en  transporter  un  nombre  aussi  grand  que  possible  et  prendre  la 
moyenne  des  différents  résultats  obtenus  à l’aide  de  chacun  d’eux. 

27. 
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Cette  méthode  a servi  à déterminer  la  différence  de  longitude  de 
différents  observatoires,  par  exemple,  ceux  de  Greenwich  et  de 
Poulkowa  (*). 

C’est  aussi  la  méthode  employée  en  mer  : on  se  sert  d’un  chro- 
nomètre dont  l’état  et  la  marche  ont  été  déterminés  avant  le  dé- 
part par  rapport  au  temps  d’un  port  quelconque,  le  temps  en 
mer  étant  donné  par  la  hauteur  du  Soleil. 

129.  Détermination  de  la  différence  des  longitudes  par  le  télé- 
graphe électrique.  — La  méthode  la  plus  commode  de  détermi- 
nation des  longitudes  repose  sur  l’emploi  du  télégraphe  électrique. 
Les  pendules  des  deux  stations  peuvent  être  comparées  au  moyen 
de  signaux  télégraphiques;  l'observation  de  ces  signaux  se  faisant 
de  la  même  manière  que  les  précédents,  il  n’y  aurait  rien  à ajouter 
à ce  que  nous  avons  dit.  Mais  la  méthode  peut  être  envisagée  à 
un  autie  point  de  vue  et,  à cet  égard,  nécessite  d’assez  longs  dé- 
veloppements. La  différence  des  longitudes  des  deux  stations  est 
évidemment  le  temps  nécessaire  à une  étoile  pour  passer  du  mé- 
ridien d’une  de  ces  stations  au  méridien  de  l’autre.  L’emploi  du 
chtono graphe  permet  d’en  effectuer  la  mesure  avec  une  très- 
grande  exactitude. 


Description  du  chronngraphe.  — Le  chronographe  consiste 
essentiellement  en  un  cylindre,  sur  lequel  est  enroulée  une  feuille 
de  papier,  et  qu’un  mouvement  d'horlogerie  fait  tourner  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  son  axe.  Un  stylet  se  meut  lente- 
ment dans  une  direction  perpendiculaire  à celle  du  mouvement 
du  papier,  de  manière  à occuper  sur  celui-ci  une  position  diffé- 
rente a chaque  révolution  du  cylindre.  Si  les  mouvements  du 
cylindre  et  du  stylet  sont  uniformes,  celui-ci  décrit  une  Indice 
qui  se  transforme  en  un  système  de  lignes  parallèles  sur  la  feuille 


(*)  Voir  pour  plus  «te  détails  : 

TRIYF.,  E i//rdi  h on  chronométrique  exécutée  par  ordre  de  Sa  Majesté  l'Em- 
^ Nicolas  l t pour  la  détermination  de  la  longitude  géographique  relative 
E bs^evatoire  crntial  de  Russie  ( .Sntnl-Pét<»rsb<nir|j,  i8|/|); 

/ c ilion  cxrcuted  under  prof  essor  Airy  to  détermine  lhe  longitude  of  J a~ 
v ppendix  to  the  Greenwich’ s observations  of  i845). 
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de  papier  déroulée.  Le  sfylet  est  en  outre  relié  à un  éleetro- 
aimant,  de  telle  sorte  «pie  si,  à un  instant  donné,  le  courant  est 
interrompu,  l’armature  de  l'ffimant,  ramenée  en  arrière  par  un 
ressort,  soulève  le  stylet  «pii  cesse  de  toucher  le  papier  et  y laisse 
un  espace  blanc.  Supposons  dès  lors  que  le  courant  excitateur 
de  l'électro  aimant  traverse  une  pendule,  et  cpie,  par  un  mé- 
canisme quelconque,  il  soit  interrompu  à chaque  oscillation  du 
balancier,  chaque  seconde  delà  pendule  sera  représentée  sur  la 
feuille  de  papier;  imaginons  d’ailleurs  que  la  durée  d’une  révo- 
lution du  cylindre  soit  de  i minute,  on  trouvera  sur  la  feuille  de 
papier  une  série  de  lignes  dont  chacune  sera  divisée  en  Go  parties, 
et  telles,  «pie  les  signes  correspondant  aux  mêmes  secondes  dans 
les  différentes  minutes  forment  comme  une  suite  de  lignes  paral- 
lèles entre  elles  et  perpendiculaires  à celles  que  trace  le  stylet.  Le 
circuit  étant  d’abord  ouvert,  fermons-le,  lors  d’une  minute  déter- 
minée, avant  le  battement  de  la  seconde  o : le  premier  signe  de 
seconde  marqué  sur  le  papier  correspondra  à celte  seconde  «h?  la 
pendule,  et  il  sera  très-facile  de  savoir  quelle  est  la  seconde  de 
la  pendule  qui  correspond  à un  signe  quelconque. 

Supposons  que  le  courant  traverse  en  outre  un e f/c/(*),  et 
qu’à  un  instant  quelconque  on  donne  un  signal  au  moyen  «le  cette 
clef;  il  en  résultera  sur  la  feuille  de  papier  un  trait  blanc,  qui  se 
distinguera,  par  sa  position  et  sa  longueur,  des* si, ;nes  «le  seconde; 
et  en  mesurant  la  distance  qui  le  sépare  du  signe  de  seconde  le 
plus  voisin,  on  aura  avec  une  grande  exactitude  le  temps  de  la 
pendule  qui  correspond  à l’envoi  du  signal. 


Emploi  du  chronographe.  — Méthode  des  signaux  d’étoiles.  — 
A l'une  des  stations,  A par  exemple,  se  trouvent  la  pendule  et  le 
chronographe,  <’t  à chaque  station  au  voisinage  d’un  instrument 
des  passages,  et  à portée  de  l’observateur,  est  disposée  une  clef. 
Un  courant  électrhpie  traverse  cet  ensemble.  En  chacune  des 
deux  stations  A et  B,  les  observateurs  donnent  un  signal,  au 


(*)  Celte  clef  est  un  appareil  analogue  a««  manipulateur  «lu  télégraphe 
de  Morse;  mais  «*l!e  est  construite  de  manière  h interrompre  le  courant 
quand  on  appuie  sur  la  toucho. 
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moyen  de  la  clef,  au  moment  même  où  une  étoile  déterminée 
passe  derrière  chacun  des  fils  de  l’instrument,  signal  que  le  cou- 
rant inscrit  sur  le  chronographe.  *La  différence  des  temps  d’ob- 
servation mesurée  sur  le  papier  et  corrigée  de  la  marche  de  la 
pendule  pendant  l’intervalle  des  deux  observations,  ainsi  que  de 
la  quantité  dont  civique  instrument  s’écarte  du  méridien,  est  la 
différence  des  longitudes  des  deux  stations. 

Mais  un  courant  électrique  qui  traverse  un  circuit  de  grande 
longueur  est  souvent  de  faible  intensité,  surtout  si  la  ligue  n’est 
pas  en  parfait  état;  dans  ce  cas  on  ne  fera  pas  agir  directement, 
sur  l'électro-aimant  du  chronograplic,  le  courant  principal  qui 
passe  par  les  clefs  des  deux  observateurs,  mais  on  lui  fera  seu- 
lement traverser  un  relais  qui  ouvrira  et  fermera  le  courant  d’une 
pile  locale  destinée  à agir  sur  cet  électro-aimant. 

Souvent,  à cause  de  la  confusion  qui  peut  exister  entre  les 
signes  de  seconde  et  les  signaux  des  observateurs,  on  préfère 
employer  deux  stylets.  L’un  des  stylets,  nui  par  le  courant  d’une 
pile  locale,  inscrit  d’une  façon  continue  l’heure  de  la  pendule; 
l’autre,  qui  se  meut  parallèlement  au  premier,  indique  sur  le 
chronographe  les  signaux  de  chaque  observateur.  Il  faut  encore 
que  la  différence  des  longitudes  des  deux  stations  soit  supérieure 
au  temps  que  met  une  étoile  à traverser  le  réticule  île  chacun  des 
instruments;  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  employer  trois 
stylets  et  deux  fils  télégraphiques. 

En  raison  de  la  durée  nécessaire  à la  transmission  du  signal 
de  A en  B,  durée  dont  nous  parlerons  plus  tard,  la  différence 
des  longitudes  obtenue  ainsi  est  erronée.  Pour  remédier  à cet 
inconvénient,  on  établit  un  chronographe  et  une  pendule  à cha- 
cune des  deux  stations,  surtout  si  elles  sont  un  peu  éloignées.  Les 
secondes  de  la  pendule,  tout  aussi  bien  que  les  signaux  des  deux 
observateurs,  sont  alors  inscrits  sur  chacun  des  chronographes, 
et  la  moyenne  des  différences  de  longitude  obtenues  aux  deux 
stations  est  débarrassée  de  cette  erreur. 

Une  étoile  quelconque  donne  ainsi  une  détermination  de  lon- 
gitude déjà  plus  approchée  que  celle  que  donnerait  une  autre 
méthode  quelle  qu’elle  soit;  et  comme  on  peut  observer  autant 
d’étoiles  qu’on  le  désire,  la  précision  de  la  méthode  n’a  d’autres 
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limites  que  celles  qu’impose  l'exactitude  avec  laquelle  ont  été  dé- 
terminées les  erreurs  instrumentales.  En  outre,  si  aux  deux  sta- 
tions on  a observé  les  mêmes  étoiles,  le  résultat  obtenu  sera 
évidemment  indépendant  des  erreurs  qui  peuvent  exister  sur  les 
positions  de  ces  étoiles;  il  reste  néanmoins  soumis  à certaines  er- 
reurs dont  nous  allons  parler. 

Tcm/)s  de  la  transmission.  — Théoriquement  les  différences  des 
longitudes  données  par  les  chronographcs  des  deux  stations  de- 
vraient être  rigoureusement  égales,  mais  ce  fait  ne  se  présente 
jamais.  En  effet,  le  courant  ne  se  propage  pas  instantanément,  et 
par  suite,  dans  le  cas  au  moins  où  les  deux  stations  sont  fort 
éloignées,  il  s’écoulera  un  temps  petit,  mais  mesurable,  entre  le 
moment  où  un  signal  parti  d’un  lieu  A situé  à l’est,  parvient  au 
lieu  B situé  à l’ouest,  L’instant  d’arrivée  du  signal  enregistré  en  B 
correspondra  donc  à l'instant  où  l’étoile  était  au  méridien,  d’un 
certain  lieu  situé  à l'ouest  de  A.  La  différence  de  longitude  enre- 
gistrée en  B sera  donc  trop  petite  de  tout  le  temps  nécessaire  à la 
transmission  du  courant  du  point  A au  point  B.  Un  signal  parti 
de  A mettra  le  même  temps  pour  arriver  en  B,  et  l’instant  où  il 
sera  enregistré  en  A correspondra  au  temps  où  l’étoile  était  au 
méridien  d’un  certain  lieu  situé  à l’ouest  de  B;  la  différence  de 
longitude  enregistrée  en  A sera  donc  trop  grande  de  tout  le  temps 
nécessaire  à la  transmission  du  courant.  La  moyenne  des  diffé- 
rences données  aux  deux  stations  par  les  appareils  enregistreurs 
est  debarrassée  de  cette  erreur.  Au  contraire,  la  demi-différence 
de  ces  nombres  (on  retranche  le  résultat  enregistré  en  B de  celui 
obtenu  en  A)  est  égale  au  temps  de  transmission  lui-même.  Dans 
la  détermination  de  la  différence  des  longitudes  de  Seaton  (Was- 
hington) et  Raleigh  (Caroline  du  Nord)  faite  en  i853,  le  docteur 
Goidd  a trouvé  que  le  retard  causé  par  la  transmission  du  cou- 
rant dans  un  circuit  d’environ  4*^3  kilomètres  était  de  o%o3. 

Temps  (T armature.  — Entre  le  moment  où  un  signal  donné, 
soit  par  la  pendule,  soit  par  l'observateur,  parvient  ù l’éleclro- 
aimaut  et  celui  où  le  stylet  du  chronographc  presse  sur  le  papier, 
il  s’écoule  un  petit  intervalle  de  temps,  dit  temps  d' armature. 
Nous  n’en  avons  pas  tenu  compte  dans  ce  qui  précède,  supposant 
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que  ce  temps  était  même  pour  les  deux  observations  de  la 
même  étoile,  hypothèse  fort  probable,  si  les  signaux  de  la  pen- 
dule n’ont  pas  changé,  et  si  ceux  des  deux  observateurs  sont 
donnés  de  la  même  manière. 

Equation  personnelle.  — Outre  les  erreurs  que  peut  produire 
dans  la  différence  des  longitudes  l’inexacte  détermination  des  er- 
reurs instrumentales,  la  rapidité  relative  avec  laquelle  les  obser- 
vateurs perçoivent  une  impression  donnée,  ou  leur  équation  per- 
sonnelle, intervient  encore  dans  le  résultat.  D’ailleurs,  cette  erreur 
n’est  pas  particulière  à la  méthode  actuelle,  mais  se  présente  dans 
toutes  les  autres.  Dans  la  méthode  chronographique,  l’erreur  dé- 
pend du  temps  qui  s'écoule  entre  le  moment  où  une  impression 
vient  frapper  la  rétine  de  l’observateur  et  celui  où  il  en  a con- 
science, et  par  suite  presse  la  clef.  Si  cet  intervalle  est  le  même 
pour  les  <leux  observateurs,  la  différence  de  longitude  n'en  sera 
pas  modifiée;  mais  s'il  diffère  de  l’un  à l’autre,  c’est-à-dire  s’il 
existe  entre  ces  deux  observateurs  une  différence  d'équation  per- 
sonnelle, la  différence  de  longitude  déterminée  par  cette  méthode 
est  en  erreur  de  toute  la  grandeur  de  cette  quantité.  Cependant 
l’erreur  qui  provient  de  celte  source  sera  complètement  éliminée 
(en  admettant  que  l'équation  personnelle  soit  invariable),  si  les 
observateurs  font  une  seconde  fois  la  même  détermination  après 
avoir  réciproquement  changé  de  station.  I.es  deux  déterminations 
de  longitude  diffèrent  du  double  de  l'équation  personnelle,  et  leur 
moyenne  en  est  indépendante. 

Les  deux  observateurs  peuvent  encore  déterminer  d’une  antre 
manière  la  valeur  de  leur  équation  personnelle.  En  un  même  lieu 
ils  observent  tous  deux  avec  un  même  instrument  dont  le  réti- 
cule est  muni  de  plusieurs  fils.  L’un  d’eux  observe  d'abord  à un 
nombre  déterminé  de  fils,  et  l’autre  avec  les  fils  qui  restent  ; on 
réduit  ensuite  nu  fil  moyen  de  l'instrument  chacun  des  temps  ob- 
servées (t.  Il,  n"  20)  ; les  résultats  trouvés  par  les  deux  observateurs 
avec  différentes  étoiles  présentent  entre  eux  une  différence  con- 
stante précisément  égale  à leur  équation  personnelle;  puis  on  re- 
commencera ces  opérations,  le  premier  opérateur  se  servant  des 
derniers  fils  et  le  second  des  premiers.  Les  temps  observés  réduits 
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an  fil  moyen  présenteront  une  différence  presque  égale  à la  pre- 
mière, mais  en  sens  opposé.  La  moyenne  de  toutes  res  différences 
donne  une  valeur  de  l’équation  personnelle  complètement  indé- 
pendante des  erreurs  dont  peuvent  être  entachées  les  valeurs 
employées  pour  les  distances  de  lils  dans  la  réduction  au  (il 
moyen  {*).  Il  faut  ajouter  à la  différence  de  longitude  observée  la 
valeur  de  l’équation  personnelle  ainsi  déterminée.  Par  exemple, 
l’observateur  placé  à l’est  observe- l-il  un  phénomène  plus  tard 
que  celui  placé  à l’ouest,  de  la  quantité  l’équation  personnelle 
est  alors  E — O = -t-  a ; la  différence  de  longitude  sera  dans  ce 
cas  trop  petite,  et  il  faudra  lui  ajouter  la  quantité  a. 

Second  procédé.  — Quand  les  deux  stations  sont  très-éloignécs, 
les  déperditions  par  les  supports  et  par  l’air  peuvent  produire 
dans  le  courant  des  interruptions  fréquentes,  et  un  grand  nombre 
d’observations  peuvent  être  perdues;  de  plus  on  ne  dispose  sou- 
vent d’un  fil  télégraphique  que  pendant  très-peu  de  temps  de 
chaque  soirée.  On  emploie  alors  un  procédé  diflérent  de  celui  que 
nous  avons  indiqué,  il  est  fondé  sur  notre  première  définition  de 
la  différence  des  longitudes  de  deux  lieux.  En  chaque  station  on 
détermine  l’heure  de  la  pendule  loc.de  par  des  observations  astro- 
nomiques, et,  à un  moment  donné,  on  fait,  au  moyen  du  chro- 
nographe,  une  comparaison  électrique  des  deux  pendules.  Dans 
chacune  des  deux  stations  le  courant  d'une  pde  locale  traverse  à la 
fois  une  pendule  et  un  chronographe,  et  on  ne  fait  communiquer 
le  courant  principal  avec  les  deux  courants  locaux  que  pendant 
un  temps  très-court,  au  commencement  et  à la  fin,  par  exemple, 
d’une  série  d’observations;  et,  par  suite,  à ces  deux  époques  seules, 
les  secondes  des  deux  pendules  seront  enregistrées  sur  le  chrono- 
graphe de  chaque  station.  A chacune  de  ces  stations,  après  avoir 


(*)  On  peut  encore  opérer  comme  il  suit:  tes  deux  observateurs,  placés 
soit  sur  nn  môme  méridien,  soit  en  deux  lieux  \oisins  dont  les  méridiens  sont 
distants  d'une  quantité  connue  et  déterminée  diiectement  en  mètres,  obser- 
vent chacun  avec  son  instrument  les  mômes  étoiles  à la  ipèmc  pendule: 
la  difïVronce  des  résultats  obtenus  donne  la  valeur  de  lYqualion  person- 
nelle {Annales  de  l’übscivatoire  impérial , t.  VIII,  p.  3y3). 
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ouvert  le  circuit  pendant  quelques  instants,  on  le  fermera  au 
commencement  d’une  minute  de  façon  à connaître  les  temps  de 
chaque  pendule  qui  correspondent  aux  signes  de  seconde  marqués 
sur  les  chronographes  : chacune  îles  secondes,  ainsi  notée,  don- 
nera une  comparaison  des  deux  pendules,  et  il  faudra  prendre  la 
moyenne  de  toutes  ces  comparaisons.  Quant  aux  différences  entre 
les  étals  relatifs  des  deux  pendules  obtenus  aux  deux  stations, 
elles  donnent  le  double  du  temps  nécessaire  au  courant  pour 
passer  d’une  station  à l’autre,  et  on  peut  de  la  sorte  déterminer 
cet  intervalle  avec  une  grande  exactitude.  Dans  la  pratique  un 
petit  nombre  de  comparaisons  suffiront,  car  l'exactitude  d’une 
comparaison  quelconque  est  ordinairement  équivalente  à celle 
avec  laquelle  on  connaît  l'état  de  la  pendule.  Ainsi  on  n’aura  cer- 
tainement besoin  de  faire  passer  ces  signaux  de  pendule  que  pen- 
dant quelques  minutes,  et  la  partie  essentiellement  télégraphique 
de  l’opération  sera  limitée  à ce  petit  intervalle  de  temps  au  com- 


les  comparaisons  de  pendules,  on  intercalera,  à chaque  observa- 
toire, la  clef  dans  le  courant  local,  et,  au  moyen  d'observations 
astronomiques  qu’il  enregistrera  sur  son  chronographe,  chaque 
observateur  déterminera  l’état  île  sa  pendule  par  rapport  au 
temps  sidéral.  Ces  corrections,  appliquées  avec  un  signe  conve- 
nable aux  résultats  des  comparaisons  des  deux  pendides,  per- 
mettront de  trouver  la  différence  des  longitudes.  La  valeur  ainsi 
obtenue  sera  nécessairement  soumise  aux  erreurs  dont  nous 
avons  parlé  plus  haut,  et  devra  en  être  corrigée;  mais  en  obser- 
vant les  mêmes  étoiles  aux  deux  stations,  les  différences  de  lon- 
gitude obtenues  seront  indépendantes  des  erreurs  qui  peuvent 
affecter  leurs  ascensions  droites. 

La  comparaison  de  ces  deux  procédés  donne  lieu  à quelques 
remarques.  Le  premier  donne  la  marche  de  la  pendule  d’une 
façon  continue,  et  par  suite  il  ne  faut  interpoler  cette  marche 
que  pour  un  intervalle  de  temps  égal  à la  différence  de  longitude 
des  deux  lieux,  intervalle  qui  sera  généralement  beaucoup 
moindre  que  la  durée  d’une  série  d’observations.  Dans  le  der- 
nier, au  contraire,  l'état  de  la  pendule  n'étant  donné  qu’au  corn- 

• 

mencement  et  à la  fin  de  la  série,  il  faut,  pendant  tout  cet  inter- 
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valle,  supposer  à la  marche  de  la  pendule  une  variation  uniforme; 
à cet  égard,  ce  procédé  est  donc  inférieur  au  premier. 

Exemple.  — I.e  29  juin  18G1,  on  a fait  une  détermination  de 
longitude  entre  l’Observatoire  d’Ann- Arbor,  dans  l’État  du  Michi- 
gan, et  celui  de  Clinton,  dans  l’État  de  New-York,  et  cent  vingt-six 

comparaisons  inscrites  sur  les  deux  chronographes  ont  donné  : 

* 

Temps  Temps 

de  ta  pendule  de  la  pendule 
de  Clinton.  d’Ann-Arbor. 

A Ann-Arbor. . . . 1 3h  5qn'3*, o = 56, 

A Clinton 13.59.3,0=3  19.58.^9,40; 

la  pendule  de  Clinton  était  réglée  sur  le  temps  moyen,  et  sa  ré- 
duction an  temps  sidéral  de  Clinton  était,  pour  l'époque  don- 
née, -4-  6*' 33,n46*, 07,  tandis  que  la  correction  de  la  pendule  de 
Clinton,  par  rapport  au  temps  sidéral,  était  -h  1 m 1 s, B7 . En  se 
reportant!  au  chronogruphe  d’Ann-Arbor,  on  voit  que 

Temps  sidéral  Temps  sidéral 

de  Clinton.  d’Ann-Arbor. 

20h  3'2m  49*,  07  = 1 9h  59'"  3 1 % 43  ; 
de  même  le  chronographe  de  Clinton  donne 

Temps  sidéral  Temps  sidéral 

de  Clinton.  d’Afei-Ai  bor. 

2oh  32,n  49%  07  = i9h5om3i*,  27 . 

La  différence  de  longitude  est  donc,  d’après  les  lectures  faites 
à Ann-Arbor,  33"‘  17*, 64,  et  à Clinton,  37'ni7*,8o  ou,  en 
moyenne,  33mi7*,72. 

Dans  ce  cas,  l’équation  personnelle  était  P — B =r  -f-  o%o4,  et 
comme  P était  l’observateur  placé  à l’est,  la  différence  de  longi- 
tude corrigée  était 

33m  17*, 76  (•). 


(*)  Le  Ür  Peters  observait  à Clinton,  et  l’Auteur  de  cot  ouvrage  à Ann- 
Arbor. 
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Remarque:  — L*  méthode  cluonngraphiquc  a été  surtout  employés  eu 
Amérique  par  le  U.  S.  Goast  Survrjr-  »on  principe  a été  indiqué  par  C.  AVal- 
ker  et  \V.  Ho  ml,  mais  le  premier  instrument  qui  ait  pu  réellement  servir  à 
IVnregistrenieiit  .les  observations  est  dû  A Mitclici  de  Cincinnati.  Cette  mé- 
tho  le  a été  ensuite  développée  et  perfectionnée  par  le  L)r  Gould. 

Consulter  stir  ce  sujet  ; 

Déport  of  the  superintendant  of  ihr  U.  S.  Coast  Sùrrrjr,  for  18‘lfi  et  1 ; 

FOttSTF.u  et  Pftfi'.s,  Différence  de  longitude  entre  Berlin  et  Alloua; 

PuSTAHül'It  et  il  ut sc  11  , Différence  de  longitude  entre  Genève  et  ?ieif- 
chalel ; 

Brcums  et  AtWEits,  Différence  de  longitude  entre  Leipzig  et  Alloua. 

Remarque.  # — Dans  le  grand  travail  entrepris  depuis  l’an- 
née uS54  par  l’Observatoire  impérial  de  Paris  pour  la  révision 
de  la  méridienne  de  Fiance,  la  méthode  télégraphique  a subi 
de  nombreux  perfectionnements.  En  i856,  dans  la  détermina- 
tion de  la  longitude  de  Bourges,  on  avait  eu  recours  à l’enregis- 
trement chimique  des  observations;  plus  tard,  en  i8l>i,  dans  la 
détermination  de  la  longitude  du  Havre  (*),  on  supprima  l’en- 
registrement, qui  exige  un  transport  et  un  maniement  d’appareils 
étrangers  aux  observations  astronomiques  pures,  pour  recourir 
à la  comparaison  électrique  directe  des  pendules  des  deux  stations. 
Enfin,  en  i8(>2,  dans  la  détermination  îles  longitudes  du  Havre 
et  de  Dunkerque,  on  supprima  même  cette  comparaison,  et  l’on 
réduisit  le  procédé  à une  extrême  simplicité  : les  deux  observa- 
teurs observent  en  réalit^à  la  même  pendule. 

A chacune  des  deux  stations  on  fait  battre  par  la  même  pendide 
sidérale  deux  relais  très-sensibles,  et  on  observe  sur  le  battement 
de  ces  relais  comme  sur  le  battement  d’une  pendule.  Les  relais 
fournissent  aux  deux  stations  l’estime  de  la  fraction  de  seconde; 
reste  à compter  les  battements  et  à les  rattachera  une  origine  com- 
mune. Chaque  observateur  est  muni  d’une  pendule  servant  de 
compteur , dont  il  met  et  entretient  les  battements  d’accord  avec 
ceux  de  son  relais.  En  outre,  au  commencement  de  chaque  série 
d’observations,  l’un  des  observateurs  envoie  à l’autre  un  signal 


( * ) Détermination  de  la  longitude  de  Bourges  en  1 856,  de  celle  du  Havre 
en  1 80 1 ( Annales  de  l’Observatoire , t,  V III,  p.  I et  sniv.). 
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électrique  au  moment  où  son  compteur  et  son  relais  battent  une 
seconde  ronde ; l'autre  observateur  reçoit  ce  signal  sensiblement 
en  coïncidence  avec  une  seconde  de  son  relais  et  de  son  comp- 
teur. Chacun  d’eux  marque  la  seconde  ronde  donnée  ou  reçue,  et 
la  différence  donne  l’avance  de  l’un  des  cadrans  sur  l’autre,  de 
telle  sorte  qu’en  ajoutant  ou  retranchant  cette  différence  aux  pas- 
sages observés  d’un  côté,  on  obtienne  le  même  résultat  que  si 
l’on  avait  eu  sous  les  yeux  le  cadran  de  la  pendule  employée  dans 
l’autre  station. 

En  faisant  battre  deux  relais  à une  grande  distance  l’un  de 
Paulre  et  par  l’intermédiaire  d’un  long  circuit,  il  doit  se  mani- 
fester quelque  diflérence  dans  les  temps  indiqués  aux  deux  extré- 
mités de  la  ligne.  On  l’éliminera  en  faisant  battre  alternativement 
la  seconde  par  les  deux  stations.  D’ailleurs,  par  des  expériences 
directes,  M.  I.e  Verrier  s’est  assuré  qu’un  circuit  d’une  longueur 
de  800  kilomètres  n’apportait  qu’un  retard  de  o*,o3.  L’erreur 
provenant  de  ce  retard  pourra  donc  être  négligée  toutes  les  fois 
que  les  deux  stations  seront  peu  éloignées. 

Il  y a d’ailleurs  deux  moyens  de  diriger  les  observations  : 

i°  On  peut  observer  les  mêmes  étoiles  aux  deux  stations,  et  dès 
lors  la  différence  de  leurs  ascensions  droites,  corrigée  de  la  marche 
de  la  pendule,  supposée  uniforme  pendant  l’intervalle  des  deux 
observations  de  la  même  étoile,  sera  indépendante  des  positions 
adoptées  pour  ces  étoiles  ; 

2°  Il  est  possible  d’éliminer  complètement  l’erreur  provenant 
de  la  marche  de  la  pendule:  pour  cela,  on  dresse  à l’avance  une 
liste  d’étoiles,  dites  étoiles  de  longitude,  qu’on  observe  un  grand 
nombre  de  fois  dans  une  des  stations,  et  dont  les  positions  peu- 
vent ctre  par  suite  considérées  comme  connues  avec  exactitude. 
Chacun  des  observateurs  observe  alors  des  étoiles  quelconques 
prises- dans  cette  liste,  en  ayant  soin  toutefois  de  diriger  chaque 
série  d’observations  de  manière  que  l’époque  moyenne  des  pas- 
sages observés  dans  les  deux  stations  corresponde  sensiblement  au 
même  instant  physique;  il  suffit  pour  cela  qu’à  la  station  la  plus 
orientale  chaque  série  commence  à une  époque  qui  soit  en  re- 
tard, sur  celle  où  commence  la  même  série  à l’autre  station,  d’un 
intervalle  de  temps  égal  à la  différence  de  longitude  des  deux 
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stations,  différence  que  l’on  connaît  toujours  d’un  façon  appro- 
chée ( * ) . 

1 30.  Détermination  des  différences  de  longitude  par  les  éclipses  ; 
méthode  ancienne.  — On  peut  encore,  pour  déterminer  la  diffé- 
rence en  longitudes  des  deux  lieux,  se  servir  de  l’observation  de 
certains  phénomènes  célestes  qui,  n’avant  pas  lieu  simultanément 
pour  tous  les  points  de  la  Terre,  peuvent  sans  erreur  sensible  être 
ramenés  à un  seul  et  même  instant.  Si  les  observations  sur  les- 
quelles cette  méthode  repose  peuvent  être  faites  avec  une  grande 
exactitude,  elle  offrira  des  avantages  réels,  car  les  phénomènes 
observés  étant  visibles  à la  fois  d’une  grande  partie  de  la  Terre 
pourront  servir  à déterminer  les  différences  de  longitude  de  deux 
lieux  trcs-éloignés.  Ces  phénomènes  sont  les  occultations  des  corps 
célestes  les  uns  par  les  autres;  ainsi,  les  occultations  des  étoiles  et 
des  planètes  par  la  Lune,  les  éclipses  de  Soleil  ei  les  passages  de 
Mercure  et  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil.  Tous  ces  astres,  sauf 
les  étoiles  fixes,  ayant  une  parallaxe  (celle  de  la  Lune  atteint  même 
une  valeur  considérable),  on  les  voit  au  même  instant,  de  différents 
points  de  la  surface  de  la  Terre,  en  des  points  différents  du  ciel; 
les  occultations  des  astres  ou  les  contacts  de  leurs  bords  ne  seront 
donc  pas  aperçus  au  même  instant  en  des  lieux  différents.  Aussi 
faudra  t-il  appliquera  chaque  observation  une  correction  due  à la 
parallaxe,  pour  avoir  l’instant  où  l’occultation  aurait  eu  lieu  si 
l’astre  n’avait  pas  eu  de  parallaxe  sensible,  ou  plutôt  si  le  phéno- 

t 

mène  avait  été  observé  du  centre  de  la  Terre. 

On  calcule  d’abord  les  parallaxes  en  longitude  et  en  latitude,  et 
les  diamètres  apparents  des  deux  astres  pour  l’époque  de  l’entrée 
et  de  la  sortie  (ou  la  parallaxe  en  ascension  droite  et  en  décli- 
naison, si  l’on  préfère  employer  ce  système  de  coordonnées).  Le 
triangle  formé  par  le  pôle  de  l’écliptique  et  les  centres  des  deux 
astres,  dans  lequelles  trois  côtés  sont  connus  (savoir  : les  complé- 


( * ) Consulter  Annales  de  l 'Observatoire  impérial , t.  VIII  : 

Détermination  de  la  longitude  du  Havre  en  i8Gî,  par  M.  Le  Verrier  (p.  Go 
et  suiv. ); 

Détet nunation  de  la  longitude  de  Dunkerque  en  1862^  par  M.  Yvon  Villar- 
ceau  ( p.  209  et  suiv.  ). 
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ments  des  latitudes  apparentes  des  deux  astres,  et  la  somme  ou  la 
différence  de  leurs  demi-diamètres),  permet  alors  de  trouver 
l’angle  au  pôle,  c’est-à-dire  la  différence  des  longitudes  apparentes 
des  deux  astres  pour  l’époque  de  l’observation;  en  la  corrigeant 
de  la  parallaxe  en  longitude,  on  a pour  la  même  époque  la  dif- 
férence de  longitude  des  deux  astres  vus  du  centre  de  la  Terre. 
Connaissant  la  valeur  de  cet  angle  et  la  vitesse  relative  des  deux 
astres,  on  obtient  l’époque  de  la  conjonction  vraie,  c’est-à-dire 
l’époque  pour  lequelle  les  deux  astres,  vus  du  centre  de  la  Terre, 
auraient  la  même  longitude,  époque  exprimée  en  temps  du  lieu  de 
l’observation.  Si,  en  un  autre  lien,  on  a observé  une  occultation 
des  deux  astres  ou  un  contact  de  leurs  bords,  on  a de  la  meme 
manière  l’époque  de  la  conjonction  vraie  exprimée  en  temps  de 
ce  lieu.  La  différence  de  ces  deux  époques  est  la  différence  des 
longitudes  géographiques  des  deux  lieux. 

S’il  était  possible  d’observer  avec  une  exactitude  parfaite  aux 
deux  lieux  les  époques  du  contact,  on  aurait  de  cette  manière  une 
détermination  très-exacte  delà  longitude,  à la  condition  encore 
que  les  données  employées  pour  la  réduction  au  centre  de  la  Terre 
fussent  exactes  elles-mêmes.  Mais  ces  quantités  comportent  tou- 
jours de  petites  erreurs,  il  faudra  donc  déterminer  leur  influence 
sur  le  résultat  et  chercher  à éliminer  ces  erreurs  par  une  com- 
binaison convenable  des  observations. 

Telle  est  la  méthode  la  plus  ancienne,  celle  dont  on  s’est  servi 
d’abord  pour  déduire  des  observations  d’cclipses  la  différence  des 
longitudes  de  deux  lieux.  On  emploie  à présent  une  méthode  un 
peu  différente.  Au  lieu.de  prendre  pour  point  de  départ  l’équa- 
tion qui  exprime  les  conditions  du  contact  tles  bords  des  deux 
astres,  et  qui  ne  contient  que  les  coordonnées  géocentriques,  on 
développe  une  autre  équation  dont  l'inconnue  est  l’époque  de  la 
conjonction,  ou,  puisqu’on  n’a  nul  besoin  de  la  connaître,  dont 
l’inconnue  est  la  différence  de  longitude  elle-même. 

#> 

131 . Méthode  de  Bessel  ; exemple  du  calcul  d'une  éclipse  de 
Soleil.  — Les  bords  de  deux  astres  paraissent  en  contact  quand 
l’œil  se  trouve  sur  l’une  ou  l’autre  des  deux  surfaces  enveloppes 
de  leurs  plans  tangents  communs.  Puisque  les  corps  célestes  peu- 
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vent  être  considérés  comme  sphériques  (à  l’exception  de  Jupiter  et 
de  Saturne),  les  surfaces  enveloppes  sont  toujours  celles  de  deux 
cônes  droits,  dont  l'un  a son  sommet  place  entre  les  centres  des 
deux  astres,  et  l’autre  en  dehors  et  au  delà  du  plus  petit  ; le  con- 
tact sera  extérieur  ou  in  teneur,  suivant  que  l’œil  se  trouvera  sur 
le  premier  ou  le  second  de  ces  deux  cônes.  Dans  le  premier  cas, 

le  plan  tangent  commun,  passant  par  l’œil  de  l’observateur,  laisse 

* 

les  deux  astres  de  chaque  côté  du  plan;  dans  le  second,  il  les 
laisse  du  même  côté. 


Équation  fondamentale  de  la  théorie  des  éclipses.  — L’équa- 
tion d’un  cône  droit  rapporté  à un  système  d’axes  rectangulaires 
dont  l’un  coïncide  avec  l’axe  du  cône  est 


x1  -f-  y7  — (e  — z)7  tang2/, 


dans  laquelle  on  représente  par 

c la  distance  du  sommet  du  cône  au  plan  des  xj, 
f l’angle  que  fait  l’axe  du  cône  avec  la  génératrice. 

Nous  chercherons  d’abord  l’équation  du  cône  qui  enveloppe  les 
deux  astres,  en  le  rapportant  à un  système  d’axes  dont  l'un  soit 
la  ligne  qui  joint  leurs  centres.  En  remplaçant  ensuite  dans  cette 
équation  les  coordonnées  variables  x,  y , z par  les  coordonnées 
d’un  lieu  de  la  Terre  rapporté  à ces  mêmes  axes,  nous  obtiendrons 
l’équation  fondamentale  de  la  théorie  des  éclipses.  Dans  ce  but, 
il  faut  d’abord  déterminer  la  position  de  la  droite  qui  joint  les 
centres  des  deux  astres. 

Soient  : 


a et  d l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du  point  où  la  ligne 
des  centres,  prolongée  du  côté  de  l’astre  le  plus  éloigné,  ren- 
contre la  sphère  céleste, 

a,  0 et  ^ les  coordonnées  géocentriques  et  la  distance  au  centre 
de  la  Terre  de  l’astre  le  plus  rapproché, 
a',  $'  et  y les  coordonnées  géocentriques  et  la  distance  de  l’astre 
le  plus  éloigné, 

G la  distance  des  centres  des  deux  astres. 
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on  a les  équations 

Gcosr/  cos  a = A'  cos<?'  cos  a'—  A cosÆ  cosa, 

G cos  cl  sinfl  = a'cosÆ'  sina' — Acostf  sina, 

G sin  d = A'  sin  d' — Asinô, 
ou 

G cosd  cos  (fl  — a')  = A'  cos<T — A cos  d cos(  a — a'  ) , 

G cos  d sin  ( a — a!  ) = — A cos£  sin  ( a — a'  ) , 

G sin  d — A!  sin  d' — A sin  3. 

Prenons  pour  unilé  le  rayon  équatorial  de  la  Terre,  et  désignons 
par  tc  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  de  l’astre  le  plus  voisin, 
et  par  v'  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  moyenne  de  l’astre 
le  plus  éloigné  (qu’on  supposera  être  le  Soleil);  si,  comme 
dans  les  Tables  astronomiques,  A et  A'  sont  rapportés  au  demi- 
grand  axe  de  l’orbite  terrestre,  nous  devrons,  dans  les  formules 

précédentes,  remplacer  A’  par  t et  A par  de  sorte 

qu’elles  deviendront 


SIOtc' 


sinr 


Gsinîr  cos  d cos  (a  — a'  ) = A'  S1  — : cosÆ'  — cos  0 cos  (a  — a'), 

sin  tc 


G sin  7c  cos  d sin  {a  — x') 


— cosd  sin  (a  — a' ) , 


sin  tc 


G sin  tc  sin  d = A'  - — ; sin  S'  — sin  d . 


siri7c 


On  déduit  aussi  des  équations  qui  précèdent 


sin  tc 


G sin7r  cosd  = A'  - cos  d1  cos  ( a — a')  — cosÆ  cos  (fl  — a) , 

sinîr  ' , 


et  il  en  résulte 

tang  (a  — a')  = 

on  trouverait  de  même 


sinir  cosd  . , 

—t—. sin  a — a ) 

A sinîr  cos  d 

sin*'  cos<? 


A!  sm 


cos  (a  — a ) 

7 r cosd 


tang  [d  — d')  — — 


sin7r 
A'  sinrr 


sin  — d') 


SIUTt' 

1 — — cos  (d  — d ) 

A sinr: 


I. 


28 
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Pour  les  éclipses  de  Soleil,  77—  est  une  petite  quantité;  on 


sinir 


obtient  donc,  d’après  la  formule  (1*2)  du  n°  11 , 


sin*'  cosÆ 
A'  sin7r  cos<T 


sin  -k' 
A'  sin  k 


et  en  posant 


on  aurait  aussi 

(B) 


g 


G sinm' 


A' 


; y 


g—'  — 


sin  7r 
A'  sin7r 


Imaginons  un  système  d’axes  rectangulaires  dont  l’origine  soit 
au  centre  de  la  Terre,  l’axe  des  y étant  dirigé  vers  le  pôle  Nord  de 
l’équateur,  les  axes  des  s et  des  x étant  dans  ce  plan,  et  passant 
le  premier  par  le  point  dont  l’ascension  droite  est  <7,  le  second 
par  le  point  d’ascension  droite  90°-+-  n\  par  rapport  à ces  axes, 
les  coordonnées  de  l’astre  le  plus  voisin  seront 

z,  = A cos  5 cos(a  — rt),  = A sin<?,  x,  = A cos  S sin  (a  — a); 

si  l’on  fait  maintenant  tourner  les  axes  des  y et  des  z dans  le  plan 
des/z  d’un  angle  — d (*),  de  sorte  que  le  nouvel  axe  des  z soit 
dirigé  vers  le  point  dont  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  sont  a 
et  d , les  coordonnées  de  l’astre  le  plus  proche  rapportées  à ce 
nouveau  système  d’axes  auront  pour  expressions 

sin  $ sine/  -t-  cos  S cos  d cos  (a  — a) 

Z ; J 

SI  U iz 

sin  <?  cosrf  — coso  sine/  cos  (a  — a) 

y — , 

sin7r 

cos<î  sin  (a  — n ) 

* — : L- 

sin  k 


(”)  L’angle  d doit  êlr<-  pris  négatif,  cor  le  mouvement  de  la  partie  positive 
de  1 axe  des  s sc  fait  vers  la  partie  positive  de  l’axe  dcs^. 
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«i  — cos(o  4-  d ) sin’^  fx  — n) 
sinir 

a)  -h  sin  ($  4-  d)  sin3  -2  fa  — a) 
sin  7r 


L’axe  des  z est  maintenant  parallèle  à la  ligne  qui  joint  les  centres 
des  deux  astres;  transportons  les  axes  parallèlement  à eux- 
mèmes,  de  manière  à faire  coïncider  ces  deux  lignes,  x etr  re- 
présenteront par  rapport  à ces  nouveaux  axes  les  coordonnées 
du  centre  de  la  Terre  prises  en  signe  contraire. 

D’autre  part,  rapportées  à un  système  d’axes  parallèles  à ces 
derniers  et  passant  par  le  centre  de  la  Terre,  les  coordonnées 
du  point  de  la  surface  de  la  Terre  défini  pifr  la  latitude  géocen- 
trique  <p',  le  temps  sidéral  0el  la  distance  an  centre  p ont  pour 
expressions 

— pfsinr/sinfp'-i-  cosr/  cosî/  cos(0  — «)], 
n = p[cos<tf  sin  <p'  — sin  r/cosÿ'cos(0  — «)], 

( | =.  pcos<p'  sin (0  — a). 

Par  rapport  au  troisième  système  d’axes  les  coordonnées  de  ce 
même  lieu  sont  Ç — x,  n — y et  Ç;  la  condition  à laquelle  ces 
coordonnées  doivent  satisfaire  pour  que  ce  lieu  soit  situé  sur  la 
surfaceducônecirconscritauxdeux  astres  est  donnée  par  1 ‘équation 

(.r  — IY  4-  ( y — ïi)*=  [c  — Ç)1  tang5/, 

où  il  faudra  exprimer  c et  f en  fonction  des  grandeurs  qui  se 
rapportent  au  centre  de  la  Terre. 

On  trouve  l’angle  f au  moyen  de  l’équation 


où  r et  r'  sont  les  demi-diamètres  des  deux  astres,  et  où  l’on  prend 

le  signe  4-,  pour  les  contacts  extérieurs, 
le  signe  — , pour  les  contacts  intérieurs. 


ou  encore 


cos(«î  — fi)  cos3  j- (a 


(c)  {y 


sin(<î  — d)  cos3y  (a 


x = 


cos<î  sin  (a  — a) 


Sin7T 


28. 
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Puisque  G est  exprimé  en  parties  du  rayon  équatorial  de  la  Terre, 
ret  r'  doivent  être  rapportés  à la  même  unité.  Désignons  par  K 
le  demi-diamètre  de  la  Lune  exprime  en  parties  du  rayon  équa- 
torial de  la  Terre,  et  par  H le  demi-diamètre  apparent  du  Soleil 
pour  une  distance  égale  au  demi-grand  axe  de  l’orbite  terrestre, 
et  remarquons  que 

, sin  H 

r — - 7» 

sin7r 


nous  aurons 


sin/=  - — * — - (sin H dz  K sin*'), 
G sin7r'  ' 


ou 

<E) 


sin  f — — — ( sin  H dh  K sin  7r  ' ) ; 


mais  on  a d’après  Encke 

log  sinir'  = 5,  6^6i45, 

de  plus,  d’après  les  Tables  de  la  Lune  de  Burkhardt,  K = o,  2725, 
et,  d’après  Bessel,  H = 1 5' 59", 788;  on  a donc 


log  (sin H -J- K sin 7r')  = 3,6688o4i,  pour  les  contacts  extérieurs, 
log  (sinH  — K sin?:'  j = 3,6666903,  pour  les  contacts  intérieurs. 


Il  nous  reste  encore  à exprimer  la  quanlitité  c,  ou  la  distance 
du  sommet  du  cône  au  plan  des  xy.  On  a,  comme  on  le  voit  ai- 
sément, 

* 9 


(F) 


K 

sin/’ 


en  prenant 

le  signe  -P,  pour  les  contacts  extérieurs, 
le  signe  —,  pour  les  contacts  intérieurs. 


Désignons  maintenant  par 

/ la  grandeur  ctang/,  c’est-à-dire  le  rayon  de  la  trace  du 
cône  sur  le  plan  des  xy , 

À la  grandeur  tang/,  c’est-à-dire  la  tangente  de  l’angle  au 
sommet  du  cône, 
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nous  aurons  pour  équation  fondamentale  des  éclipses,  la  relation 

(*-!)•■+■  (/-•)»=(/->'«)*, 

qui  exprime  que  le  point  de  la  surface  de  la  Terre  déterminé  par 
y , a et  p se  trouve  sur  la  surface  du  cûne  enveloppant  les  deux 
astres. 

Puisq'ue  la  quantité  l est  essentiellement  positive,  il  faudra 
prendre  X négatif,  si  l’équation  (F)  donne  pour  c une  valeur 
négative. 

A l’aide  des  Tables  du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  cherchera  d’après 
les  formules  (C)  et  (D),  les  quantités  qui  servent  au  calcul  de  x, 
y et  z,  ri  et  Ç;  toutefois,  puisque  ces  Tables  sont  toujours  affec- 
tées de  petites  erreurs,  les  valeurs  calculées  pour  x,  y,  etc.,  dif- 
féreront un  peu  des  valeurs  véritables.  Si  donc  Ax,  &y  et  A / sont 
les  corrections  qu’il  faut  apporter  aux  valeurs  calculées  de  .r,  y et  / 
pour  avoir  les  valeurs  véritables,  l’équation  précédente  deviendra 
évidemment  (*) 

(x  -4-  Ax  — A y — ïi)^  (/  —I-  A/  — XÇ)\ 

Calcul  de  ta  longitude.  — Actuellement,  supposons  que  les 
valeurs  a,  3,  n,  a! , 3' , rt'  tirées  des  Tables  ou  des  Éphemerides 
astronomiques  se  rapportent  au  temps  T du  premier  méridien 
adopté;  soit,  en  temps  de  ce  premier  méridien,  T -I- T' l’heure 
qui  correspond  à l’observation  d’une  phase  de  l’éclipse,  soient 
aussi  x,  et  y, , x'  et  y'  les  valeurs  de  r et  y et  de  lents  dérivées 
au  temps  T;  nous  aurons 

x = x„4-x'T',  y =y,-yy'T'. 

De  même  les  grandeurs  Ç,  n et  î seraient  données  par  la  somme 
de  deux  termes  analogues.  Mais  puisque  ces  grandeurs  varient 
toujours  très-lentement  et  que,  dans  la  pratique,  on  connaît  déjà 
une  valeur  approchée  de  la  différence  de  longitude,  et  par  suite 
du  temps  du  premier  méridien  correspondant  au  temps  de  l’ob- 


( * ) On  a néglige  ici  les  erreurs  de  <*,  d et  car  on  ne  peut  pas  les  déler-  * 

miner  par  les  observations  des  éclipses. 
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servation  ; on  peut  considérer  ces  grandeurs  comme  étant  connues 
pour  cette  époque.  L’équation  précédente  devient  donc 

(*.—  5 ■+■  T' -4-  Ax)J+  (/,- Ti  -4- /T'+  A/)2  = (/-h  A/-XÇ)2; 

si  a:  et/ variaient  proportionnellement  au  temps,  x'et/'  seraient 
des  constantes,  et  il  suffirait  de  les  calculer  une  fois  pour  les  con- 
naître à un  instant  quelconque.  En  réalité,  ceci  n’a  pas  lieii;  mais, 
comme  les  variations  de  x'  et  y ' sont  toujours  très-petites  par 
rapport  aux  variations  de  x et  de/,  on  peut  résoudre  l'équation 
précédente  par  approximations  successives,  et  arriver  ainsi  rapi- 
dement au  résultat. 

? Posons 

*’i  — y'i'=  Ax, 

* »■  • ■> 

y'i  -f-  x'i'—  A/  ; 

et?  j . ï .. 

J > ' * 

•/  m sinM  = x0 — £,  n sinN  = x'-, 

( IV  ) < ' i/i  cos  M — /, — 7j , n cosN  — / ', 

I / — >Ç  = L; 

é 

réquation  précédente  pourra  s’écrire 

( L-p-  A/)2=[/ncos(M  — N)  -+-  «(T'-h/)]*4-[msin(M  — N)  — /?/']*, 

et  en  négligeant  les  carrés  de  /'et  de  A/,  on  a pour  trouver  T'-t-  /, 
l’équation  du  second  degré 

m 

(T'H-O’H-a  -(T'-+-/)cos(M  — N) 

L1 — m3  sin2 ( M — N ) m3  cos1  (M  — N ) 

n * // 2 

H-  2 — /'sin  (INI — N) -h  2 ~ A/. 
n rr 

Résolvons  cette  équation  par  rapport  à T'  4-  /,  en  remarquant 
que 
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et  en  posant 

(H)  L sin i|«  = m sin(  M — PT); 

nous  aurons 


T'= cos  ( M — N ) : 

n 


Lcosi  , , A/  , 

— — 1 — i qr  r tang<|/  q:  — sec^ , 


ou,  en  exceptant  le  cas  où  ^ serait  très-petit. 


m sinf-j>  dfc  {M  — N )] 

n sin  ÿ 


irp  f'tangij)  qz  — séc\j/. 


Pour  l’cntrce,  ou  en  d’autres  termes  pour  le  commencement  de 
l’éclipse  ou  d’une  phase  quelconque,  T'  aura  une  valeur  positive 
plus  petite,  ou  une  valeur  négative  plus  grande  qu’à  l’époque  de  la 
sortie  ou  de  la  fin;  par  conséquent  si  l’on  prend  toujours  l’angle  îji 
dans  le  premier  ou  le  quatrième  quadrant,  il  faudra  choisir  le 
signe  supérieur  pour  l’entrée,  et  le  signe  inférieur  pour  la  sortie, 
comme  on  le  voit  aisément  à l’aide  de  la  première  forme  de  l’é- 
quation en  T';  si  l’on  prend,  au  contraire,  l’angle -j>  dans  le  pre- 
mier ou  le  quatrième  quadrant  pour  l’entrée,  et  dans  le  second 
ou  le  troisième  pour  la  sortie,  on  aura  dans  les  deux  cas 


m sin  ( M — N -I-  /}/) 
n sin]/ 


A/ 

i — i'tang/j/ séc/ji, 


ou 

(J)  T'=  — -cos(M  — N) 

fl 


LcosA  , M . . 

^ — / — r tangy sec/}/. 

n n 


Dans  le  cas  d’une  éclipse  annulaire  et  pour  le  contact  intérieur, 
la  sortie  a lieu  avant  l’entrée;  il  faut  donc,  à l’inverse  de  ce  qu’on 
a fait  tout  à l’heure,  prendre,  pour  l’entrée,  4 dans  le  second  ou 
le  troisième  quadrant,  et,  pour  la  sortie,  le  prendre  dans  le  pre- 
mier ou  le  quatrième. 

Quant  à l’équation  (J)  on  la  résout  par  approximations  suc- 
cessives. Dans  ce  but  on  calcule  les  valeurs  de  x,  y,  z,  a,  d,  g,  I 
et  \ à l’aide  des  formules  (A),  (B),  (C),  (E),  (F)  pour  plusieurs 
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heures  successives,  de  sorte  que,  à l’aide  des  formules  d’interpo- 
lation, on  puisse  trouver  pour  chaque  instant  les  valeurs  de 
4 x„  y,  et  de  leurs  dérivées  ; on  adopte  ensuite  une  valeur  de  T, 
aussi  exacte  que  le  permet  la  connaissance  approchée  de  la  diffé- 
rence de  longitude,  on  interpole  pour  celte  époque  les  gran- 
denrsx„y„  x'  et  y' , et  on  trouve  à l’aide  des  formules  (D),  (G), 
(H)  et  (J)  une  valeur  plus  approchée  de  T'.  Avec  la  valeur  T-t-T' 
on  recommence,  s’il  est  nécessaire,  le  calcul  précédent. 

Représentons  par  T la  valeur  adoptée  dans  la  dernière  ap- 
proximation, et  par  T'  la  correction  trouvée,  en  sorte  que 

T -+-  T'=  t — u, 


où  l est  le  temps  donné  par  l’observation,  w la  différence,  prise 
positivement  à l’est,  des  longitudes  du  lieu  d’observation  et  du 
premier  méridien,  c’est-à-dire  du  méridien  dont  le  temps  a servi 
de  base  au  calcul  des  grandeurs  x, y,  etc.,  nous  avons 


a»  = t — T -+-  — cos(  M — N ) -t-  - cosv!» 

n n 

■ ; , A/  . , 

— t—  / —4—  / tang|  H seciji, 

ou  d’après  la  formule  (H) 

„ , m sin  ( M — N -I-  il)  ...  . A/  , 

(K.,)  « = r — T -i ; — ■ — -t-  / -)-t 'tangJ/  h secJ/. 

n sut  y n 


Les  valeurs  de  x'  et  y'  ont  été  trouvées  en  prenant  l’heure  de 
temps  moyen  comme  unité  de  temps.  La  formule  précédente  sup- 
pose donc  w rapporté  à cette  même  unité.  Or  t,  temps  d’observa- 
tion, sera  donné  en  secondes,  et  pourra  n’ètre  pas  un  temps 
moyen;  pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  que  T est 
donné  en  secondes  du  même  temps  que  t;  dès  lors  si  nous  vou- 
lons obtenir  la  différence  des  longitudes  en  secondes  du  temps 
d’observation,  il  faudra  multiplier  tout  le  second  membre,  ex- 
cepté l — T,  par  le  nombre  s de  secondes  de  temps  moyen 
contenues  dans  une  heure  de  cette  espèce  de  temps,  de  telle 


Digitized  by  Google 


DÉTERMINATION  DES  LONGITUDES  PAR  LES  ÉCLIPSES.  44' 
sorte  que  la  formule  précédente  deviendra 

’ m sin(M  — N + '(<  ) 
n siniji 

A/ 

-+-  (il  -+-  i's  tangj<)  -+-  a — séci(i. 

L’équation  (K.)  ne  donne  pas  la  différence  des  longitudes  du 
lieu  de  l'observation  et  du  premier  méridien,  mais  plutôt  une 
relation  entre  cette  différence  et  les  erreurs  des  éléments  du  calcul 
de  réduction.  Mais  si  en  d’autres  lieux  on  a observé  la  même 
éclipse,  on  a pour  chacun  d’eux  autant  d’équations  analogues 
qu’on  a observé  de  phases  de  l’éclipse.  Par  la  combinaison  de 
toutes  les  équations,  on  élimine  ensuite,  comme  on  le  montrera 
plus  tard,  les  erreurs  provenant  d'un  ou  plusieurs  éléments  du 
calcul,  et  de  cette  manière  on  rend  le  résultat  aussi  indépendant 
que  possible  des  erreurs  des  Tables. 

11  faut  encore  développer  les  quantités  i et  i'  déterminées  par 
les  équations 

xi  — y' i'=  iJ, 
fi  ■+•  x'l'=  A/; 

ou 

ni  = sinNA-r  -+-  cosN  A?, 
ni'—  sinNAy  — cosN  A.r. 

Les  quantités  j:  et  y dépendent  de  a — a,  S — d et  ».  Consi- 
dérons-les  comme  inexactes,  nous  aurons 

Ax  = A A(a  — n)  + ÏA(l  — d)  - 1-  C A», 

A y — A'A(a  — a)  4-  B’A(i  — d)  -|-  C'A», 

où  A,  B,  C sont  les  dérivées  de  x par  rapport  à"  st  — a,  S — d 
et  »,  et  A',  B',  C'  les  dérivées  de  y,  par  rapport  aux  mêmes  gran- 
deurs. Mais  puisque  A(a  — a),  A (S  — d)  et  A»  sont  toujours  de 
petite;  quantités,  on  peut,  dans  l’expression  des  dérivées,  négliger 
les  termes  où  sin (a  — n)  et  sin(5  — d)  entrent  comme  facteurs, 
et  y remplacer  cos  (a  — a)  et  cos(o  — d)  par  l’unité. 
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On  obtient  ainsi 


A = 
B = 
C = 
A'= 
B'  — 


cosd  . . cosÆ 

H — 7 — cos  (a  — a ) = - * 

smn  smn 

sïn  «î  . , . 

: Sin  (a  — a)  = O, 

sinn 

cos£sin(a — fl)  rosir  __  x 

sin3n  tan^n 

cosÆ  sin  d sin  ( a — a) 

__ — i l — o, 

SlDir 

cos(£  — d)  1 


SID  7T 


S1I17T 


y 

tjmgîr 

comme  / et  t',  et,  pnr  suite,  A(a — fl),  A(  Æ — *?)  et  sont 
toujours  exprimées  en  parties  du  rayon,  il  faudra,  pour  avoir 
en  secondes  les  erreurs  des  éléments,  diviser  les  dérivées  par 
206265.  Posons 

206  265.  n sin  n * 

nous  aurons 

is  = -h  h sin  N cos<î  A (a  — fl)  -+-  h cos  N A($  — d ) 

— h coSît  An  (x  sin  N + y cosN)  , 

i's—  — h cos  N coso  A (a  — fl)  -f-  h sin  N A (J  — d) 

4-  h cosn  An(xcosN  — jsinN), 

ou,  en  multipliant  la  première  équation  par  cos^,la  seconde  par 
sin^,  et  ajoutant, 

. , . cos-^ 

(is  -h  i s tang+)  -J- 

= sin  (N  — >};)  cos  5 A (a  — fl)  -+-  cos  (N  — A(Æ  — d) 

— cosn  [x  sin  (N  — 4»)  -+-/cos(N  — ÿ)]  An, 


DÉTERMINATION  DBS  LONGITUDES  PAR  I.ES  ÉCLIPSES.  44^ 

il  en  résulte 


///  sin(  M — N -f-  40 

U = t — T — H — S ; — : 

n sin*!* 


sin  (N  — 
h cos*!* 

206265  . 

COS^I* 


cosiî  A (a  — a)  h 


côs(N  — 
cos -J* 


A(£-  d) 


1 [ xsin(N  — ^)-hjcos(N— ^)“| 

SinTrA/ — AcosttI , Att. 

cos  y 


Enfin,  en  posant 


(L) 


p = -+-  sinN  coso  A(«  — //)-+- cos  N A ( £ — d)y  * 
y = — cos  N costf  A ( a — a)  -4-  sinN  A (S  — d)t 
n = 206265  sinîr  A/, 

il  = COS7T  A 7T  , 

„ xsin(N  — 4*)  H-jcos(N  — {*) 

£4  — - * 

cos  y 


on  obtient  en  définitive 


(M) 


' m sin(M  — N-+-*) 
b)  — t — 1 H s — 

n si  11 


//p  -t-  /iv  tang4*  -\-  hrs  séc\J*  — //En. 


Chaque  observation  d’une  phase  d’une  éclipse  donnera  une 
équation  analogue  ; et  puisque  chacune  d’elles  contient  cinq  incon- 
nues, il  suffira  de  cinq  de  ces  équations  pour  en  trouver  les  valeurs. 
Dans  la  pratique,  on  ne  pourra  pas  déterminer  a et  n,  à moins 
que  les  observations  n’aient  été  faites  en  des  lieux  très-éloignés 
les  uns  des  autres.  Au  contraire,  le  calcul  des  coefficients  mon- 
trera toujours  l’influence  que  peuvent  avoir  sur  le  résultat  les 
erreurs  dont  sont  entachés  / et  n.  Il  sera  également  toujours  pos- 
sible de  débarrasser  la  différence  de  longitude  des  erreurs  de  p et  v, 
mais  on  ne  pourra  déterminer  la  dernière  de  cesquantilés  que  si  l’on 
connaît  le3  différences  en  longitude  du  lieu  et  du  premier  méri- 
dien. Si  p et  v sont  connues,  les  erreurs  des  ascensions  droites  et 
des  déclinaisons  données  par  les  Tables  s’obtiendront  au  moyen 
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cos<î  A(a  — n)  = ftsinN  — » cosN, 

A(5  — d)  = ia  cos  N -t-  v sin  3V. 

Tableau  des  formules.  — Les  formules  qui  servent  à la  déter- 
mination des  longitudes  par  l’observation  d'une  éclipse  de  Soleil 
sont  réunies  dans  le  Tableau  suivant  : 


/ 

sintr' 

cos  S 

O — et  — 

A'  sinrr 

cos  5' 

d — 

sintr' 

(*  ~ 1 

a'  sintr 

sinrr' 

g — 1 

A'  sinrr 

? 

où  x,  3 et  rr  sont  l'ascension  droite)  la  déclinaison  et  la  parallaxe 
horizontale  équatoriale  de  la  Lune;  a',  S',  A'  et  rr'  l'ascension 
droite,  ia  déclinaison,  la  distance  et  la  parallaxe  horizontale 
équatoriale  moyenne  du  Soleil; 


cosd  sini  X — a) 


(2)  u 


sin(£  — d ) cos’  J (a  — n)  -(-  sin( 5 H-  d)  sin’j(a  — a) 


cos  (S  — d)  cos1!  (a  — a)  — cos  [3  -+-  d)  sin3  {(a  — a ) 
sintr 


(3) 


sin/  = — - ( sin  H ± K.  sinrr'  ), 
S A 


log(sin  H -t-K  sinre')  =3,6688o4l  pour  les  contacts  extérieurs, 
log  (sin H — K.  sintr' ) = 3 ,6666go3  Pour  les  contacts  intérieurs; 


(4) 
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en  prenant 

le  signe  -f-,  pour  les  contacts  extérieurs, 
le  signe  — , pour  les  contacts  intérieurs; 

(5)  . tang/=X,  l = d , 

où  X a toujours  le  même  signe  que  c ; 

IÇ  = p cos?'  sin(©  — a) , 
n = p [ cosrf sin — sine/ cos?'  cos( 0 — «)], 

Ç — p [sin  «/sin?  cose/cos?'  cos(0  — a)], 


où  ?'  et  p sont  la  latitude  géocentrique  du  lieu  et  sa  distance  au 
centre  de  la  Terre,  0 le  temps  sidéral  observé  de  l’entrée  ou  de 
la  sortie. 

Si  de  plus  on  a,  pour  le  temps  T,  les  valeurs 


x =z  .rty 


dx 

~dt 


9 


on  calculera 


7 = 7., 


y 


t 

> 


lmsinM  = x# — Ç,  «sinN=x'  (*), 

(7)  < tn  cosM  — — ïî,  acosN=y, 

( l-\*  = L; 

(8)  Lsin^  = msin(M  — N), 

4 • 

en  prenant  dans  le  premier  ou  le  quatrième  quadrant  pour 
l’entrée,  dans  le  second  ou  le  troisième  pour  la  sortie;  et 

m sin(  M — N -4-  \}/  ) 

5 . : 
n SID? 

m /u  *Lcos4' 

n n 


(*)  Les  valeurs  de  N et  delogn  étant  presque  constantes,  il  conviendra, 
si  l'on  a un  grand  nombre  d'ob6ervations  à réduire,  de  les  calculer  d’abord 
pour  un  certain  nombre  d'heures  entières.  On  en  déduira  ensuite  par  une 
simple  interpolation  les  valeurs  correspondantes  à un  temps  donné  quel» 
conque. 
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On  aura  finalement,  pour  déterminer  u,  l'équation 
(to)  « = f — T — T'  4-  /ift  -+-  /<»  tang^, 


où 

206265  .n  sin  r ' 

fi  = -+-  sin  N cosi  A (a  — «)  -f-  cos  N A(i  — d) , 
v = — cosNcosJ  A (a  — a)  -f-  sin  N A(d  — d) , 

et  par  suite 

cosS  A(«  — a)  = fi  sinN  — ï cosN, 

A (5  — d)  = fi  cos  N +vsinN. 

Exemple.  — L’observation  de  l'éclipse  totale  de  Soleil  du  7 juillet 
1842,  faite  à Vienne  et  à Poulkoiva,  a donné  les  résultats  suivants  : 


VlKSXE. 


Contacl  intérieur  4 rentrée. . . 
Contact  intérieur  4 la  sortie.. 


h m s 

i8.^f).*25,o  Temps  moyen  de  Vienne. 
18.51.33,0  Temps  moyen  de  Vienne. 


Poclkowa. 


Contact  extérieur  h l'entrée  .. 
Contact  extérieur  à la  sortie.. 


19.  7.  3,5  Temps  moyen  de  Poulkowa. 

21.13.53,0  Temps  moyen  de  Poulkowa. 


Dans  le  Jahrbuch  de  Berlin,  on  trouve  les  positions  suivantes  de 
la  Lune  et  du  Soleil  : 


T.  m. 
do 

Berlin.  K S 


b 

K 

i o5 . 8 . 49  , <)3 

-+-a3.aa.io'3.5 

iS 

io5.47.43,3i 

a3.i5.  0,14 

*9 

10G.26.34 , 1 j 

aL  7.40.45 

30 

I07.  5.22,3i 

aï.  0.10, ,5 

31 

i»7-4  t 7.7-'1 

aa.5a.3i,a() 

33 

1u8.aa.S0, 34 

« -U.4a.i3 

i'  T!  lOB  A’ 


106  5o.38" {9 

-+-33. 33. 3 \ ,46 

59.55,06 

.0,0079061 

106  53. 13,3; 

aa  33.  7,93 

50  56,37 

0,00730% 

106.55.46,34 

aa.3a.5i ,3G 

59.57,65 

0,007  ao5i 

106.58.20,09 

aa. îa.34,75 

59.58,91 

0,007  20  $6 

,07*  o.5î,9i 

aa.3a. 18,09 

60.  0,14 

0,00720^1 

l07*  3.37,78 

aa.3a.  1,40 

60.  1,35 

0,007 2o36 

Si  nous  calculons  d abord  les  quantités  n,  d et  g au  moyen  des 
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formules (i),  nous  trouvons 


ha  à 


18 

O 1 H 

ioG.53.ai ,53 

0 > » 

-♦-22.33.  2,04 

•9 

io6.55. 5o, 33 

22.3a  40,43 

20 

106  58  ig, 10 

22  32.30,87 

21 

107.  o.47>88 

22.32. l5,25 

loB£ 

■ '9989808 
r,g<|8  981  ■ 
1 *99®  9^*5 
">999  9^9 


Nous  obtenons  ensuite,  au  moyen  des  formules  (2),  (3),  (4) 
et  (5), 


h 

X 

y 

*7 

— i,5G3  2144 

-+-0,834  6864 

18 

— 1 ,006  1 1 .*)  \ 

-W>»:o3cj3V4 

«9 

-o,4^934« 

-t-ô,58'i  7467 

20 

-4-0, 1082514 

-4-0,461  2781 

21 

-4-0,665  3;85 

-4-  0 , 3 Jg  3g85 

22 

-4-1 ,222  4009 

-f-0,217  i6u3 

log* 

I,75853fg 
1,7'' 8 483 3 
1,7  r>8  3gi3 
1 ,;58 2814 
1,7.880509 
* i757  83ü9 


h 

Contact  extérieur. 

Contact  intérieur. 

Contact  extérieur.  Contact  intérieur 

>7 

o,53G  23 1 \ 

0,010  o54S 

3/62  6*222 

3,66o  5o84n 

18 

o,536  2001 

0,0100860 

3 ,662  ('.223 

l$,66o  5o85n 

«9 

o,53G  »45o 

0,010  1 4°9 

3,6  )2  62i5 

3,660  5087/1 

20 

o,53G  oG55 

0 , 0 1 0 2 1 g3 

3 ,662  6226 

3 ,66’o  5o88« 

21 

0,535  9622 

0,010  3227 

3 ,6626227 

3 ,6Co  5%89n 

22 

o,535  83 1 5 

0,010  4499 

3,6626229 

3,66o  5ogin 

Maintenant,  pour  Vienne,  le  temps  observé 

du  contact  inlé- 

rieur  à l'enlrce  était 


i8h  4f)ro  25’,  o, 

ou  en  temps  sidéral 

e = ib5?.n,29',8  = 28"7'  27"  ,o; 

de  plus 

? = 48-i2'  35", 5, 

et,  par  suite,  la  latitude  géocentriquc 


?'  = 48”  i'8"  ,9, 
et 

logp  =7,999  !952. 


Digitized  by  Google 


448  ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 

Prenons  maintenant  T = i81' 3ora,  nous  obtenons,  pour  cette 
époque, 

x0  — — 0,777  53o,  v„  = 4-  o ,643 4 1 3, 
et,  d’après  les  formules  (6), 

§ = — 0,654897,  y,  = H-  0,635482,  logÇ  ==  1 ,606857  ; 
de  plus,  par  les  formules  du  n°  15, 

x' = -4-  0,557  1 85,  y'  — — 0,121  1 4o, 
et,  d’après  les  formules  (7),  (8)  et  (9), 

M = 276°  i3'  54*,  • log///  = 2,863  7o8, 

N = 102.1 5. 58,  logw  = 1 ,756o3o, 

logL=  2,077778, 

? = 39°57'  10",  T'=  — 6»  40»,  85. 

Puisque,  dans  ce  cas,  il  n’est  pas  nécessaire  de  recommencer  le 
calcul,  on  obtient,  d’après  la  formule  (10), 

« = -+-  ob  12"' 44**  >5  + 1 ,7553. p -h  1 ,47û3.v. 

D% l’observation  du  contact  intérieur  à la  sortie,  on  déduit  éga- 
lement, en  conservant  la  même  valeur  pour  T, 

Ç = — 0,653763,  n = -h  o,633 338,  logç  = 1 ,612 367, 

M = 277°46'4o,/,  logw  = 2,87 1 874,  logL=  2,078638, 

= i5o°54/5i//,5, 
r=-8m54*,74, 

et  ainsi 

« = 4-  oh  1 2m 27*, 26  -+-  1 ,7553. p — o, 9764. v. 

Si  l’on  adopte  pour  Poulkowa  la  valeur 

,=  59»  46' .8"  ,6 

ï'—5g°36‘  >6",8,  logp  ==  i ,9989172, 


d’où 


DÉTERMINATION  DES  LONGITUDES  PAR  LES  ÉCLIPSES.  44*) 
on  déduit  des  observations  faites  en  ce  lieu 

<>>  — i **  8'** 26*, 5-;  -f-  1 ,7559 .fx  4-  o, 5o64» v, 
co'—  1.8. 22  ,67  -+-  1 ,7541  • — o,3o34-v. 


On  a,  par  suite, 


d’où 

et 


w'  — « = -f-  55,r‘4^%42  — 0,9639.:/, 

w'  — a>  =r  -h  55 . 55  ,4  1 -4-  o ,6730.  V, 
&>'  — w — -f-  55"*  5os , 07 
7/,»94- 


Pour  déterminer  aussi  l'erreur  p,  nous  regarderons  comme 
connue  la  différence  de  longitude  entre  l’une  des  stations  et 
Berlin.  Or  la  différence  des  longitudes  de  Vienne  et  de  Berlin  est 

-h  oh  1 in* 56*, 4° î 


nous  déduirons  donc  de  la  première  équation  relative  à w 

[jl  — — 20",  55. 

En  outre,  puisque  nous  avons 


cos<î  A(a  — a)  — [x  sinN  — v cos IV, 
A(5  — d)  = ucosN  -h  v sinN, 


nous  trouvons 


C0S<Î  A(«  — «)  — — 21", 78,  A ( J — d)  — — 3", 38. 


132.  Détermination  des  longitudes  au  moyen  des  occultations 
d'étoiles  par  la  Lune.  — Dans  ce  cas,  les  formules  sont  beaucoup 
plus  simples.  En  effet,  comme  alors  n — o,  il  vient 

a — a.'  y d — Sr . 

Nous  n’avons  donc  pas  besoin  de  calculer  les  formules  (i),  el  les 
coordonnées  du  lieu  d’observation  sont  indépendantes  du  lieu  de 
I.  29 
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la  Lune,  car  nous  avons  simplement 

Ç = p cosy'  sin(6  — a'), 

Tt  — f [sin/cos'î'  — cosy'  sintf'  cos(e  — a')]. 

La  troisième  coordonnée  Ç n’est  pas  employée,  puisque,  dans 
le  cas  actuel,/"  = o,  et  par  suite  X = o;  nous  avons  donc  un  cy- 
lindre enveloppant  au  lieu  d’un  cône.  Le  rayon  l du  cercle,  suivant 
lequel  le  plan  des  xy  rencontre  ce  cylindre,  est  égal  au  denti- 
diamètre  K de  la  Lune.  Il  ne  sera  donc  pas  non  plus  nécessaire 
de  calculer  la  coordonnée  z,  mais  seulement  x et  y que  donne- 
ront les  relations  simples 

cosiî  sin  (a  — a') 

sin7r 

sin  J costf'  — coso  sin  J'  cosf  a — a') 

* sin  tt 

L’équation  fondamentale  des  éclipses  se  transforme  en  la  stii 
vante 

(k  + aK)’=(j  + ii  — ç }* -+-  (/  -f-  — n)’» 


que  nous  résoudrons  de  la  même  manière  que  précédemment. 
Prenons  encore  t — « =T  -t-  T',  et  désignons  par  x,  et  y„  x'  et  >-' 
les  valeurs  de.  r,y  et  de  leurs  dérivées  correspondantes  au  temps  T, 
nous  calculerons  les  quantités  auxiliaires 


msinW=a:,  — E,  nsinN  = .r', 
mcosM=,r»  — >1,  «cosN=^', 

K sin-}  = m sin  (M  — N), 

et  nous  trouverons,  pour  déterminer  w,  la  formule 


w — t — X -t-  s 


m si  ni  M — N -t-  }) 
n sin} 


-+-  Aft  -t-  ht  tang} , 


dans  laquelle  h,  p et  v ont  la  même  signification  que  précédem- 
ment. 
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Exemple.  — L’immersion  et  l’émersion  d’Aldébaran,  observées 
à Bilk,  le  29  novembre  1849,  ont  donné  les  résultats  suivants  : 

Immersion  . . 8h  t5m  12’,  t , temps  moyen  de  Bilk, 
Emersion.  ...  9. 18.  19  ,8,  temps  moyen  de  Bilk. 

L'immersion  de  la  même  étoile,  observée  à Hambourg,  a 
donné 

8h33m47‘i2>  temps  moyen  de  Hambourg. 

D’après  le  NauttcaJ  Almanac , la  position  de  l’étoile  était  ce 
jour- là 

— 4b  1 tm  16’ ,24  = ■+■  62°49'  3", G, 

S'—  -+-  i5. i5.32  ,2.  q 

De  plus,  on  a pour  Bilk 

ç'  = 5imt'  10", o,  logp  = 1 ,99g  120 1 , 
et  pour  Hambourg 

®'  = 53°22'4",  2,  logp  = 1 ,9990624. 


Enfin  le  Nautical  Almanac  donne  (temps  moyen  de  Greenwich) 
les  positions  suivantes  de  la  Lune  : 


h 

K 

t 

n 

h in  s 

° / H 

4-l5./|7.24,6 

60. 5o,  8 

7 

4.  6.  a,35 

8 

4.  8.35,69 

15.54.48,8 

60. 5i ,8 

9* 

T n-  9,3' 

16.  2.  6,5 

Go. 52, 9 

Nous  trouvons  donc,  pour  ces  trois  époques, 


k 

7 

8 

9 


X 

—1,140980 

— 0,634 

— o,  027  3G4 


Ax 

-hO,6o6  75a 
-t-o,6oG  864 


y 

“HO, 5i;  5;7 
-t-o,646  3 18 
-*-0,76497} 


A2 

-t-o, 1187/11 
-*-0, 1 i865fi 


Nous  avons  maintenant,  pour  l’immersion  à Bilk, 

e = oh  49®  29*,  g3,  9 — — 5o°26'34",6; 

29. 
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et,  par  suite, 


astronomie  sphérique. 


5 = — u,484oi5,  » = 4-  o,643?.l6; 


actuellement,  prenons  pour  T la  valeur  T = 7t5o'n,  nous  aurons, 
pour  celte  époque. 


.r, — Ç = — o,î5i  346, 
jr'  — o ,606789, 

cl  'où 

M = -I-  266°  12'  to", 
N — + 78.55.S0  , 
+ =—  G. 43. 11  , 


/,  — n = — 0,016682 , 
y'—  +0,1 18713, 


log/n=i  ,401  226, 
log/i  =1,791  194, 
T'  = + 2™  o’ , 85 . 


Nous  déduisons  donc  do  l’immersion  observée  à Bilk  l'équa- 
tion suivante  entre  les  erreurs  ji,  » ci  la  différence  « de  longitude 
entre  Bilk  et  Greenwich  : 


o>  = + 27“  1 2*  ,<j5  + 1 ,5945. fi  — o,  1879.»; 

de  même  l'émersion  observée  à Bilk  donnera 


« = -4-  27™ 27*,  io  -f- 1 ,5937  .fi  -+-  o,5336.ï, 
et  l'immersion  observée  à Hambourg 

u'  = -f  4°"’3,,76 + 1 ,5g45.fi  — o,  1 36a.« ; 

nous  aurons  donc  les  deux  équations 

u' — u = -4-  i2m5o*,8i  -+-  0,0517. v, 
w' — m = +12.36  ,66 — 0,6698.», 

d’oil  l'on  tire 

a — w = +t2m49’,8o  et  v = — ig",6i. 

133.  Prédiction  d'une  éclipse.  — Les  équations  générales  rela- 
tives aux  éclipses  et  aux  occultations  données  dans  les  n"*  131 
et  132  servent  aussi  à calculer  le  temps  de  leur  arrivée  en  un 
lieu  donné  de  la  surface  de  la  Terre.  Si  nous  prenons  pour  T un 
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certain  temps  du  premier  méridien  voisin  du  milieu  de  l'éclipse, 
et  si  nous  formons  pour  ce  temps  les  quantités  x„  y„  •r'  et  y', 
l’équation  fondamentale  des  éclipses  est 

(x.  + x>  T - Ç f + {y.  Hh  y 'T  - , )•  = L«  (*  ) , 


où  Ç cl  n sont  les  coordonnées  du  lieu  de  la  Terre  au  temps 

T -t-  T'  de  la  phase  cherchée  de  l’éclipse.  Par  conséquent,  si  nous 

désignons  par  0,  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  T, 

0, -t-  w,  sera  le  temps  sidéral  du  lieu  de  longitude  o>g  pour  lequel 

nous  calculons  l’éclipse,  si  ç,  et  na  sont  les  valeurs  de  5 et  « au 

r/(0  — fl)  _ 

temps  0,  -1-  et  si  1 expression  - - ■ se  rapporte  au  temps  T, 

nous  avons 


a) 


Ç = 4-  p cos cos (0,  -t-  w,  — a)  — — — — — T', 

, . , , d (0  — fl) 

r,  =z  n,  -4-  p cosf  sin(0,  -t-  w,  — a ) — — f sinrf. 


Posons  maintenant 


m sinM=:  x,  — 
flicosM=^-, — «J, 

....  , , j r/(0  — fl) 

n stnN  = x — p cosÿ  cos(«„  -4-  w„  — fl)  ■ -t 

, . d ( 0 — a ) . 

n cosN  = y — p cosy  sin(0,  -4-  w,  — a) — sinfl, 

sin-)<  = — sin(M  — K), 

Lg 

où  L,  désigne  la  valeur  de  L qui  correspond  au  temps  T;  nous 
trouverons 

T'  = — " cos(M  — N)  rp  cos^  = / — T- 

on  devra  prendre  l’angle  ÿ dans  le  premier  ou  le  quatrième  qua- 
drant, et  employer  le  signe  supérieur  pour  le  commencement  de 


(*  ) Pour  une  occultation,  on  a L = K = 0/1735. 
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F éclipse,  le  signe  inferieur  pour  la  fin;  en  d’autres  termes,  si  l’on 
pose 

cos(  M — N ) eos'}  = r , 

n n 

— — cos(M  — N)  H cos^  — t', 

n n 

l’époque  du  commencement  de  l’éclipse  exprimée  en  temps  moyen 
du  lieu  est 

t — T -4-  w0  -f-  T 

et  celle  de  la  fin 

t1  T -h  -f-  T . 

Une  première  approximation  donnera  les  époques  des  contacts  à 
quelques  minutes  près,  et  cela  suffit  parfaitement  aux  besoins  des 
observations.  Cependant  si  l’on  désire  une  valeur  beaucoup  plus 
approchée,  on  recommencera  le  calcul  en  se  servant  de  T -h  t et 
de  T -4-  r'  au  lieu  de  T. 

Il  est  encore  nécessaire  de  connaître  les  points  du  bord  du 
Soleil  (ou  de  la  Lune,  dans  le  cas  de  l’occultation)  où  se  font  les 
contacts.  Si  dans  les  expressions 

— H -f-  .r'  T' , y0  — y» 

nous  remplaçons  T par  la  valeur 

— — cos  (M  — N ) qz  — 0 cos  ^ , 

ii  n 

nous  trouvons 


x — l—  — — - (m  sin  \I  cosN  cosN  sin  \l  — m cosM  sin  N cos  N si  ni!» 
sin  y 

qz/w  sinW  cosN  sin  N cos*}  dt///  cosMsinN  sinNcos^), 


oti  bien 


_ m sin  ( M — N ) n 

* = -+-•  ~ sin  .}>  ' 

= =FL0sin(N  qp 4»), 


et  de  même 


y — ri  = qz  Lo  cos(N  qz  ÿ). 
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On  aura  donc,  pour  l'entrée, 

x — \ — L„  sin  ( N — \J«|  = L,  sin  (N  180°  — ij;), 

y — n = — L,cos(N  — ji)  — L„cos(N  -4-  i8o° — i{i), 

et,  pour  la  sortie, 

x — | = L,  sin  (N  -+-  -J.) , 
y — « = L,  cos(N  + ’{’)• 


Nous  avons  vu,  au  n°  131,  que  Ç — x et  n — y sont  les  coor- 
données  d'un  lieu  de  laTerre  situé  sur  la  surface  du  cône  enveloppe, 
par  rapport  à un  système  d'axes  dans  lequel  l’axe  des  1 est  la  ligne 
qui  joint  les  centres  des  deux  astres,  et  l’axe  desx  est  parallèle  à l’é- 
quateur ; x — Ç et^  — n sont  donc  les  coordonnées  d’un  point  situé 
dans  la  direction  de  la  ligne  qui  joint  le  lieu  de  la  Terre  au  point 
de  contact  des  deux  astres,  et  dont  la  distance  au  sommet  du 
cône  est  égale  à la  distance  qui  sépare  ce  dernier  point  et  le  lieu 

de  la  Terre.  — _ — - et  — - — sont  ainsi  le  sinus  et  le  cosinus  de 


L. 


L. 


l'angle  que  l’axe  des  y ou  le  cercle  de  déclinaison  passant  par  le 
point  Z(”)  fait  avec  la  ligne  menée  du  point  Z au  point  de  con- 
tact. Mais  puisque  ce  point  Z est  toujours  voisin  du  centre  du  So- 

J J» 

leii,  nous  pouvons,  sans  erreur  appréciable,  supposer  que  — - — 

L, 


et  — — sont  le  sinus  et  le  cosinus  de  l’angle  que  le  cercle  de 

Lq 

déclinaison  passant  par  le  centre  du  Soleil  fait  avec  la  ligne  menée 
du  centre  du  Soleil  au  point  de  contact.  Dans  une  phase  quel- 
conque, cet  angle  est  donc  donné  par  les  expressions 


Q = N — ij<  -4-  180",  pour  le  commencement, 
Q'=N-t-^,  ■ pour  la  fin. 

Pour  une  éclipse  annulaire  de  Soleil  il  faudra  prendre  à l’entrée 
N -4-  ij<  pour  l’angle  de  position  correspondant  à un  contact  inté- 
rieur, et  N — ij»  4- 1800  à la  sortie. 


(’)  Le  point  Z est  le  point  d’intersection  do  l’axe  des  x,  ou  de  la  ligne 
joignant  les  centres  des  deux  astres  avec  la  sphère  céleste. 


— jTT 
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Tableau  des  formules  employées  dans  le  calcul  d’une  éclipse. 
— Ainsi,  les  formules  qui  servent  au  calcul  d’une  éclipse  sont  les 
suivantes.  Pour  un  temps  voisin  du  milieu  de  l’éclipse  (le  mieux 
sera  de  prendre  une  heure  ronde),  temps  du  méridien  auquel 
conviennent  les  Tables  du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  calculera  les 
formules  (i),  (2),  (3),  (4)  et  (5)  du  n°  131,  ainsi  que  les  va- 
leurs des  dérivées  j/  et/';  on  calculera  ensuite  les  formules  ana- 
logues aux  formules  (6)  : 

Ïo  — p cos<p'  sin  ( ©„  -y  — a ) , 

Ko  — p [cos d sin 9'  — sin*/  cosy'  cosf  ©0  -h  w0  — a)  J, 

£•  — p [sin</  sin^'  -f-  cos  d cos<p'  cos(©„  -h  — «)), 


où  ©0  est  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  moyeu  T,  et 
w0  la  longitude  du  lieu  comptée  positivement  à l’est  du  premier 
méridien  ; et  si  l’on  pose 


ni  sin  M ,r0  — E0 , 
m cosM  — /o  — »o, 

//  sin  N = x'  — 0 cos<p'  cos  (©„  -+-  ca0  — a) 
n cosN  =y  — p cos 9 sin(©0  -h  w0  — a) 


d ( © — a) 

~dt  ’ 

d (e  — a)  . 

; sinrf. 

dt 


L„  — l0 1 — XÇ 


ïfl  » 


et  ^ étant  compris  entre  — 90°  et  H-  90°, 


sin  ^ = — sin  ( M — N ) , 

Lo 

r = — — cos(M  — N) cosii», 

n n 

9 

t'  = — — cosi  M — N)  -h  — cos  b. 
n ' ' n 


le  temps  moyen  du  lieu  correspondant  au  commencement  et 
. la  fin  de  l’éclipse  sera  donné  par  les  valeurs 


r = T + w,  + t,  pour  le  commencement, 
i'  = T -4-  o>0  -4-  r' , pour  la  fin. 


PRÉDICTION  D’UNE  ÉCLIPSE.  4^7 

Les  expressions  (A)  donnent  les  poinls  du  bord  du  Soleil  où  se 
font  les  contacts. 


Tableau  des  formules  employées  dans  le  calcul  d'une  occulta- 
tion. — Dans  le  calcul  d’une  occultation  les  formules  sont  beau- 
coup plus  simples.  Pour  le  temps  T du  premier  méridien,  temps 
voisin  du  milieu  de  l’occultation,  on  calculera 


cosd  sin  (a  — a!  ) 

•To  — - • " “ * 

sin  r. 

sin  3 cos<î'  — cos  S sin  S1  cos  (a  — a'  ) 

y9  — 7 » 

sin7r 

ainsi  que  les  dérivées  x’  et  y*  ; on  calculera  ensuite  les  quantités 

% 

£0=  p cos?'  sin (0O  H-  w0 — a'), 

»j0  = p [sin  y'  cos<T  — cos?'  sin<?'  cos(0o  — a'  j] , 


où  0O  est  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  T;  et  si  l’on 
pose 

m sinM  ==  x,  — ç0» 
ni  cos  M — y0  — n0 , 

. _T  , . . , de 

n sm  N = x — p cos?  cos  (0O  -4-  wa  — a ) — * 

dO 

n cosN  = y'  — p cos?'  sin(@o  -h  w0  — a')  — sin*?', 

I°g  ^ = * .4*9i6  (*)» 


sin^=  ^-sin(M  — N)  (où  l’on  a — 90°<^  <90°), 

K.  • 

logK  = 1,43537 , 

tn  K n)  K 

r = cos(M  — N) cos^,  t'= cos'M — N)  H — cos-i, 

n 'n  n n 

0 


(*)  En  effet,  dans  les  dérivées  précédentes  on  a pris  l’heure  pour  unité  de 
de 

temps,  — est  donc  la  variation  de  l’angle  horaire  en  une  heure  moyenne; 
dl 


« 


s L . 
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le  tdmps  moyen  du  lieu,  correspondant  à l’émersion  ou  à l’immer- 
sion, sera  donné  par  les  expressions 

t — T -h  w0  -f  r,  pour  l’immersion, 

/'  — T -f-  wo  -h  t',  pour  l’émersion. 

L’angle  de  position  est  dans  ce  cas  l’angle  que  le  cercle  de  décli- 
naison passant  par  le  centre  de  la  Lune  fait  avec  la  droite  allant 
de  ce  point  au  point  de  contact;  cette  droite  est  donc  dirigée  ici 
du  centre  de  l’astre  le  plus  rapproché  vers  le  plus  éloigné;  il  faut 
dans  les  expressions  (A)  changer  ^ en  ^ — i8o°,  et  l’on  a 

Q — IV  — >}> , pour  l’immersion , 

Q'  — N -f-  ^ — 1 80" , pour  l’émersion. 

Exemple.  — Calculer  le  temps  du  commencement  et  de  la  fin 
de  l’éclipse  de  Soleil  du  7 juillet  184?.  pour  Poulkowa.  Prenons 
T — rç)h,  temps  moyen  de  Berlin  ; d’après  le  n°  131 

x„  = — 0.44893,  = H-  0,58280,  / = o,536i4« 

x'  = -+-  o ,557 18,  y — — o,i2i33,  log>  = 3,66262 , 

« = 1 o6°  55',  8 , dz=z- h 22° 32', 8. 

De  plus,  nous  obtenons 

0„  = 2h  3m  8* * , 

et,  puisque  la  différence  w0  de  longitude  entre  Poulkowa  et  Berlin 
est  égale  à -4-  » 11 7™  43%  il  vient 

@a  -t-  w0  — o = 3oo046',9, 

et,  par  suite, 

Éo=  — o,4336i,  logÇa=  « ,75470, 

»j0  =-+- o , 69560 , logL«=  1 ,72716. 


% or  cei  intervalle  de  temps  contient  3Go9,8G  secondes  sidérales:  en  multipliant 
ce  nombre  par  i5,  et  en  le  divisant  par  aoGa65  afin  d’exprimer  les  dérivées 
••  en  parties  du  rayon,  on  a bien 

* 1oC^=T,/,.9i6. 


En  outre 
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fie,  . rf(0  — a)  _ _ 

— = p COS  ÿ COS  0O  -4-  W#  — fl  ) — = -f-  O , 0676a  ( * ) , 

, . . ^(0 — fl)  . , 

— — p cos»  sm  (0P  -f-  w#  — a) — sinrf  = — 0,04352; 


on  en  conclut 


0,48956,  y 


ht 


= — 0,07781  , 


il  en  résulte 

M =:  i87°44',  1 , logm  = 1 ,05638, 

s _ • 

N = 99-  1 >9>  log/i  = 1 ,69532, 

ÿ = 12°  19', o; 

d’où 

T = — I ,057  = — l‘3-,4, 
r'—  -+-  I ,046  = -f-  I .2  ,8. 


Le  commencement  et  la  lin  de  l’éclipse  ont  donc  lieu  aux  épo- 
ques marquées  par 

r = igh4",,3,  f'=2ihiom,5. 


(")  On  a en  effet  *n  temps 


ou  en  arc 


d’ailleurs 


d’où 


^ = h-  3609’, 8G, 


de  ■ e l . 
j7=-i-5/'47  ,90; 


J— H '48*,,  8, 


d;0  — u.)  „ 

— Jt — i = -t-  56999  >'5» 


et  le  logarithme  de  ce  nombre  exprimé  en  parties  du  rayon  est  1,41,96. 
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La  différence  entre  ces  époques  et  celles  qui  ont  été  données 
par  l’observation  n’est  que  de  3'".  En  recommençant  le  calcul 
avec  T --  i8h  et  T — ?oh,  on  aurait  des  valeurs  déjà  très-appro- 
chées des  époques  inconnues  du  commencement  et  de  la  fin  de 
l'éclipse. 

Les  valeurs  des  angles  de  position  des  points  de  contact  pour  le 
commencement  et  la  fin  de  l’éclipse  sont 

2670  et  iii°. 

Remarque.  — Sur  le  calcul  des  éclipses,  consulter: 

Bf.ssF.L.  — Veber  die  Brrechnung  der  Lange  aus  Sternbedeckungen  ( Astrono- 
mische  yachrichten,  n09  151  rt  152). 

Bessel.  — Astronomische  Untersuchungen  (vol.  Il,  p.  g5  et  suiv.  ). 

Hansen.  — Astronomische  Sachrichten,  ii°*  339  a 342. 

• 

1 3V.  Méthode  des  distances  lunaires . — On  peut  encore  trou- 
ver  les  longitudes  par  l'observation  de  la  distance  de  la  Lune  à 
une  étoile  ou  au  Soleil.  Celte  méthodea  l’avantage  de  pouvoir  être 
employée  à un  moment  quelconque,  pourvu  que  la  Lune  soit  au- 
dessus  de  l'horizon  ; aussi  est-ce  la  méthode  dont  les  marins  se 
servent  habituellement. 

Dans  ce  but,  les  Éphémérides  contiennent  les  distances  de  la 
Lune  au  Soleil,  aux  planètes  et  aux  étoiles  les  plus  brillantes,  telles 
qu’elles  seraient  vues  du  centre  de  la  Terre,  et  calculées  de  trois  en 
trois  heures  d’un  premier  méridien  déterminé.  Si  maintenant, en  un 
lieu  quelconque,  on  mesure,  à une  époque  déterminée, la  distance 
de  la  Lune  à l’un  de  ces  astres,  et  qu’on  la  corrige  de  la  réfraction 
et  de  la  parallaxe,  on  trouvera  la  distance  vraie  que  l’on  aurait  ob- 
tenue au  même  instant  en  se  plaçant  au  centre  de  la  Terre.  On 
cherche  alors  dans  les  Ephémérides  le  temps  du  premier  méri- 
dien correspondant  à cette  distance;  la  différence  entre  ce  temps 
et  l’époque  où  a été  faite  l’observation,  et  qui  est  exprimée  en 
temps  du  lieu,  donne  la  longitude  du  lieu  d’observation.  Mais 
cette  méthode  suppose  que  les  Tables  sont  exactes,  de  sorte 
que  leurs  erreurs  ne  sont  point  éliminées  du  résultat;  elle  ne 
présente  donc  pas  une  précision  comparable  à celle  que  donnent 
les  observations  correspondantes  faites  pendant  les  éclipses.  De 
plus,  nous  devons  remarquer  que  le  moment  du  contact  de  deux 
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astres  peut  ctre  observé  beaucoup  plus  exactement  qu’une  dis- 
tance des  mêmes  astres. 

Pour  calculer  la  réfraction  et  la  parallaxe  des  deux  astres,  il 
faut  connaître  leurs  hauteurs.  En  mer,  on  observera  donc  ces 
hauteurs  un  peu  avant  et  un  peu  après  l’observation  de  la  dis- 
tance lunaire;  les  variations  de  ces  hauteurs  dans  ce  petit  inter- 
valle de  temps  pouvant  être  considérées  comme  proportionnelles 
au  temps,  une  simple  proportion  permettra  de  trouver  les  hau- 
teurs apparentes  des  astres  au  moment  de  l’observation  de  la  dis- 
tance lunaire.  On  trouve  ensuite  les  hauteurs  vraies  des  centres 
des  astres  en  corrigeant  les  hauteurs  observées  de  la  réfraction, 
de  la  parallaxe  et  du  demi-diamètre  des  deux  astres. 

Au  lieu  d’observer  ces  hauteurs,  il  est  préférable  de  déterminer 
par  le  calcul  les  hauteurs  vraies  et  apparentes  des  deux  astres.  A 
cet  effet,  on  suppose  connue  approximativement  la  différencede 
longitude  du  lieu  d’observation  et  du  premier  méridien,  et  on 
cherche  ensuite  dans  les  Éphémérides  la  position  de  la  Lune  et 
celle  de  l’astre  pour  le  temps  approché  du  premier  méridien  qui 
correspond  au  temps  de  l’observation.  Puis,  à l’aide  des  formules 
du  n°  35,  on  calcule  les  hauteurs  vraies  des  deux  astres  et  aussi, 
approximativement  du  moins,  leurs  azimuts,  si  l’on  veut  tenir 
compte  de  l’aplatissement  de  la  Terre.  Les  formules  du  n°  G7  per- 
mettent alors  de  calculer  la  parallaxe  de  hauteur  p'.  Pour  la  Lune 
nous  emploierons  la  formule 

, osinwsinls — (© — </)cosA] 
tang//  = r . r— — — — 7-7 J— -, 

i — osin/>cos[z — (<p  — <j>  ) cos  A J 

déduite  de  celle  que  nous  avons  donnée,  en  remarquant  que 

cos(  9 — y'  ) cos  |(  A'  -4-  A ) sin  ( 9 — <p'  ) 

cos  7 cos  j (A'  — A)  siny 

est  presque  égal  à l’unité. 

Enfin  on  cherche,  en  tenant  compte  des  indications  des  instru- 
ments météorologiques,  la  valeur  de  la  réfraction  correspondante 
à ces  hauteurs  affectées  de  la  parallaxe,  et  toutes  ces  corrections 
faites,  on  obtient  les  hauteurs  apparentes  des  deux  astres.  Mais 
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puisque,  dans  le  calcul  de  la  réfraction,  on  doit  déjà  employer 
les  hauteurs  apparentes,  c’est-à-dire  les  hauteurs  affectées  de  la 
parallaxe  cl  de  la  réfraction,  il  sera  necessaire  de  recommencer 
le  calcul. 

Corrections  dues  à In  parallaxe  et  à ta  réfraction . — Ou  n’ob- 
serve jamais  la  distance  des  centres  des  deux  astres,  mais  seule- 
ment la  distance  de  leurs  bords.  Il  faut  donc  augmenter  ou  dimi- 
nuer la  distance  observée  de  la  somme  des  demi-diamètres  appa- 
rents des  deux  astres,  suivant  qu'on  a observé  les  bords  les  plus 
voisins  (intérieurs)  ou  les  bords  les  plus  éloignés  (extérieurs).  On 
fera  donc  subir  au  demi-diamètre  donné  par  les  Tables  deux  cor- 
rections relatives,  l’une  à la  parallaxe,  l’autre  à la  réfraction. 

Si  r est  le  demi-diamètre  horizontal  de  la  Lune,  ce  demi-dia- 
mètre, alfecté  de  la  parallaxe,  a pour  valeur 

r'  — r(t  ■+■  p sin/i  ), 

où  /7  0SI  la  parallaxe  horizontale  exprimée  en  parties  du  rayon. 

La  réfraction  diminue  le  diamètre  vertical  d’un  astre,  mais  n’en 
change  pas  le  diamètre  horizontal  ; le  demi-diamètre  mené  dans  la 
direction  de  la  distance  mesurée  est  donc  le  rayon  vecteur  d’une 
ellipse  dont  le  grand  axe  est  égal  au  diamètre  horizontal  de  l’astre, 
et  dont  le  petit  axe  est  égal  à son  diamètre  vertical.  Il  est  facile 
de  calculer  ( nous  donnerons  ces  formules  dans  le  second  volume) 
la  diminution  qu’éprouve  le  demi-diamètre  vertical;  on  peut  en- 
core en  prendre  la  valeur  dans  des  Tables  spéciales  dont  l’argu- 
ment est  la  hauteur  de  l’astre,  et  qui  sont  données  dans  tous  les 
ouvrages  de  navigation.  Dès  lors  soit  jr  l’angle  que  le  cercle  ver- 
tical passant  par  le  centre  de  la  Lune  fait  avec  la’ direction  de  la 
distance  mesurée,  h!  la  hauteur  du  second  astre  et  4 la  distance  : 
on  a,  dans  le  triangle  formé  par  les  deux  astres  et  le  zénith. 


sinr 


d’où 


sin  (A'  — A)  cos/t' 
sin  4 


stn/i  — cos  A stn/j 

cos  ir  — ; ; » 

sin  4 cos  h 


, » , K _ cos!(A  + /<-+-  h')  sin)  (4  + h — h') 

sin  j ( 4 — h -+-  h')  cosi  (4  — h — h! ) 
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D’ailleurs,  si  a représente  le  demi- axe  horizontal  de  l’ellipse  et  A 
son  demi- axe  vertical,  on  a 

b 

t b 3 

VCOS’tr  -t Sin!ir 

a 1 

Distance  vraie  des  centres  des  deux  astres.  — Après  avoir  ainsi 
déduit  de  la  distance  observée  la  distance  apparente  des  centres 
des  deux  astres,  il  est  facile  d’obtenir,  en  combinant  les  hauteurs 
apparentes  et  vraies  des  deux  astres,  la  distance  vraie  de  leurs 
centres,  telle  qu’elle  aurait  été  observée  du  centre  de  la  Terre. 

Désignons  en  effet  par  H',  h'  et  les  hauteurs  et  la  distance  ap- 
parentes des  deux  astres,  par  E la  différence  de  leurs  azimuts; 
nous  aurons,  dans  le  triangle  formé  par  le  zénith  et  les  lieux  appa- 
rents des  deux  astres, 

cosA'  = sinH'  sin//' -+-  cosH'cos h'  cosE, 

— cos(  H1  — /»'  ) — 2 cos H'cosA'  sin’  J E. 

# 

Désignons  de  plus  par  11,  h et  A les  hauteurs  et  la  distance 
vraies  des  deux  astres,  nous  avons  de  meme 

cosA  = sin  U sin  h -t-  cosH  cos//  cosE, 

= cos(H  — h)  — 2 cosH  cos//  sin:-J  E ; 

en  éliminant  sin’-JE  entre  les  deux  équations,  on  en  déduit 
. cos  H cos  A . , 

la)  cosA  = cos  (H  — A)  -4-  — — — [cosA' — cos(  H'—  A )]. 

' ' cosH  cosA  1 ■ ‘ 

Actuellement  posons  • 

cos  H cosA  i . v 

cosH' cos  A'  C ” 

(B)  H-A=rrf,  H' — A'=  d' , 


(*)  Dana  la  plupart  de»  cas  C sera  plus  grand  que  t’unilé;  Il  ne  sera 
moindre  que  Punité,  que  si  la  hauteur  de  ta  Lune  est  très-grande  et  celte 
du  second  astre  très-petite. 
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d et  d' étant  toujours  pris  positifs;  nous  pourrons  alors  poser 
aussi 


(C)  cos  (f—  C cos  d" , cosA'=:  C cos  A", 

car  dans  le  cas  où  C est  moindre  que  l’unité,  cos  d' et  cos  A'  sont 
eux-mêmes  petits:  avec  ces  notations  l’équation  (a)  deviendra 

cos  A — cosA"=  cos  d — cos  <7", 


ôu,  en  introduisant  les  sinus  de  la  demi-somme  et  de  la  demi- dif- 
férence des  arcs,  et  remplaçant  les  sinus  des  petits  arcs  A — A" 
et  d — d " par  les  arcs  eux-mêmes, 


A — a"=  \d—d") 


sin  ; [d  -f-  d"). 
sin}  (A  -h  A")’ 


enfin  prenons  sin}(A'-f-  A")  au  lieu  de  sin}(A  -b  A"),  et  posons 

(D) 


sinyii'-t-  i”) 

l’équation  (a)  se  trouve  en  définitive  remplacée  par  la  relation 
(E)  A = A"-f-x, 


qui,  dans  la  plupart  des  cas,  est  suffisamment  approchée.  Mais 
si  A diffère  notamment  de  A',  il  faudra  recommencer  le  dernier 
calcul  et  chercher,  avec  la  valeur  que  nous  venons  d’obtenir 
pour  A,  une  nouvelle  valeur  de  x au  moyen  de  la  formule 


x 


sin  ' {d  -h  d") 

sTn^rA-f-Â^) 


Nous  avons  supposé  ici  que  l’angle  Ea  la  même  valeur  pour  le 
centre  de  la  Terre  et  pour  un  point  de  sa  surface.  Or,  nous  avons 
montré  dans  le  n°  67  que  la  parallaxe  change  aussi  l’azimut  de  la 
Lune.  A et  H étant  l’azimut  et  la  hauteur  vrais,  pour  avoir  l’azi- 
mut vu  d’un  point  de  la  surface  nous  ajouterons  à l’azimut  géo- (*) 


(*)  BREMiCKF.n.  — Uebcr  die  Réduction  der  Monddistanicn  ( Astronomisehe 
Nachricliten,  n°  716). 
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centriquc  l’angle  A A,  calculé  par  la  relation 

sin/isinA  . . 

P ~ côs  H 5m  * * ’ 


.485 


Dans  la  formule  qui  lionne  rosi,  on  aurait  donc  dû  employer 
cos{E — AA),  et  non  pas  cosE  cos(A — »);  la  variation  qui 
en  résulte  pour  A est 

, cos  H cos/i  sin , A — «)  . 

r/A  — ...  J ! ,i\ 

sin  A 

ou 

n sin»  cos/i  sin  A sin  ( A — n)  . , 
tl  A . - — 1 L f sin  !v  — v , 

sin  A " ' 

correction  qu’il  faut  ajouter  à la  valeur  trouvée  précédemment 
pour  A. 

Exf.mpi.e.  — * Le  2 juin  t83i,  à 231, 8'°45s  de  temps  vrai,  on  a 
trouvé  pour  distance  des  bords  les  plus  voisins  du  Soleil  et  de 
la  Lune  A'=  9G°47'  to",  en  un  lieu  dont  la  latitude  boréale  était 
I9°3i'et  la  longitude  comptée  à l’est  de  Greenwich  était  estimée 
égale  à 8b5om.  La  hauteur  du  baromètre  était  29, <>  ponces  an- 
glais, le  thermomètre  du  baromètre  marquait  88”  F.  et  le  thermo- 
mètre extérieur  90"  F. 

D’après  le  Kauticttl  AInuinrtr,  les  lieux  du  Soleil  et  de  la  Lune 
étaient  les  suivants  : 


Temps  moyen 
de 

Groenwich. 

Asc.  dr.  £ . 

Déclinaison  £ . 

Parallaxe. 

h 

lu 

336.  6.u4,o 

0 1 h 

— io. 5o. 58,o 

56.44 

l3 

336.38.  4,7 

— 10.41.48,4 

56.45,9 

*4 

337.  9.45,7 

— io.32.35,o 

56.47,9 

i5 

337.41.27,° 

— 10.23. 17,9 

56.49-9 

Asc.  dr.  O • 

Déclinaison  O- 

!U 

70.  5.u3,2 

-f-  22. 11.48,9 

i3 

70.  7.36,9 

H- 22. 12.  8,4 

i4 

70. io.3o,5 

-|-  22.12.27,9 

i5 

70.13.  4,1 

-+-  22.  12.47,3 

3o 
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Le  temps  de  l’observation  correspondait  à 1 4h  i 8'*‘ 45"  temps 
moyen  de  Greenwich,  et  pour  ce  temps  on  a 


<>  / it 

Atc.  droite  £...  = . 19.  .{9, G 

Déclinaison  £ . . =. — 10.29.41.3 

Parallaxe  ([....  =■  56.48,5 

et  par  suite  atix  angles  horaires 

4-  8o°2'53",8 


O t r? 

Asc.  droite  O- ••  — 70.11.18,5 

Déclinaison  O ••  =4-22.13.33,9 
Parallaxe  O • • • • = 8,5 

— I2"48'45",  O, 


correspondent  les  hauteurs  et  les  azimuts  vrais  de  la  Lune  et  du 
Soleil 

H = 5°4i'58",4,  A = 4-76°  43', 6, 

/1  = 77  43.56,7,  n = — -5.  4,4. 


La  parallaxe  de  la  Lune  calculée  avec  la  formule 

, psinwsinfs  — f© — ©')cosAi 

tang//=  { “r X_  — , 

1 — osin/2cos[c  — (<j> — & jcosAj 

est  j)  — 56' 35*, 4»  hauteur  apparente  H'  de  la  Lune  est  donc 
4°45'23",  o.  Reste  à trouver  la  refraction;  on  se  sert  d’abord 
de  H'  pour  en  obtenir  une  valeur  approchée,  on  recommence  en- 
suite ce  calcul  avec  la  hauteur  corrigée  et  en  tenant  compte  des 
indications  des  instruments  météorologiques.  On  obtient  ainsi 
R =9' 3",  2,  la  hauteur  apparente  affectée  de  la  réfraction  est  donc 

• H'=4°54'26",2; 

pour  le  Soleil,  on  trouve  de  même 

/,'=  77-44'6',5. 

En  multipliant  la  parallaxe  horizontale  par  0,2725,  on  a le  demi- 
diamètre  horizontal  de  la  Lune 


r=  i5'  28",  8, 

et  avec  cette  valeur  on  trouve  pour  demi-diamètre  apparent 
affecté  de  la  parallaxe 


r — i5'  3o",  1 . 
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Le  demi-diamètre  vertical  est  diminué  de  26",  o par  la  réfrac- 
tion, et  puisque  n = 5°48',  le  rayon  de  la  Lune  dans  la  direction 
de  la  distance  mesurée  est 

r'=  .5'  4",  6, 

le  demi-diamètre  du  Soleil  était  du  reste  1 5'  4 7 \ °i  donc  la  dis- 
tance apparente  des  centres  de  la  Lune  et  du  Soleil  était  égalé  à 

a'=  97”i8'i",6. 

De  plus  les  formules  (A),  (B)  et  (C)  donnent 

logC  — 0,000  463, 
rl  =72°  I ' 58" , 

^=72.49.40, 

rt=z  72.50. 48, 

A"=  97.17.33, 

et  enfin  un  double  calcul,  fait  à l’aide  des  formules  (D)  et  (E}, 
donne  pour  distance  vraie  des  centres  du  Soleil  et  de  la  Lune 

A = 96°3o'39". 

Maintenant,  d’après  le  Nantirai  Almanac , les  distances  vraies 
des  centres  des  deux  astres  sont 


Temps  vrai 
de  Greenwich. 

1 2h 

i3 

■4 

i5 


97"  43'  o".  4. 
97 • 1 3 . 4 » 5 , 

96.43.6,  5, 

96. 13.6,  2; 


ainsi  la  distance  96°  3o'  39"  correspond  au  temps  vrai  de  Green- 
wich i4h  24,n55%2,  et  puisque  le  temps  vrai  de  P observation  était 
23h 8m  458,°,  la  longitude  du*lieu  a pour  valeur 

8h43m49*,8,  à l’est  de  Greenwich. 

La  valeur  de  la  différence  de  longitude  ainsi  trouvée  est  si  voi- 
sine de  la  valeur  adoptée  d’abord,  que  le  calcul  des  positions  du 
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Soleil  et  de  la  Lune  fait  polir  le  temps  vrai  de  Greenwich  trouvé 
en  dernier  lieu  ne  peut  amener  qu’un  écart  excessivement  faible. 
Si  la  différence  entre  la  valeur  trouvée  et  la  valeur  admise  était 
plus  considérable,  il  serait  nécessaire  de  recommencer  le  calcul 
avec  les  lieux  du  Soleil  et  de  la  Lune  obtenus  par  interpolation 
pour  i4,'24"‘55‘,  temps  vrai  de  Greenwich. 

Bcssel  a donné  au  n°  220  des  Astranomisehe  Nachrichtcn  (* 
une  autre  méthode  qui  permet  d’obtenir  une  plus  grande  approxi- 
mation dans  la  détermination  de  la  différence  des  longitudes 
à l'aide  des  distances  lunaires.  Mais,  en  mer,  on  se  sert  toujours 
de  la  méthode  précédente  ou,  tout  au  moins,  d'une  méthode 
complètement  analogue;  d’antre  part  sur  terre,  on  a pour  la  dé- 
termination des  longitudes  des  procèdes  qui  comportent  une  exac- 
titude beaucoup  plus  grande;  aussi  est-il  inutile  d’exposer  ici  la 
méthode  suivie  par  Bessel. 

135.  Méthode  des  culminations  lunaires. — L'observation  des 
culminations  de  la  Lune  en  des  lieux  différents  fournit  un  excel- 
lent moyen  de  déteimination  des  longitudes.  A cause  de  la  rapi- 
dité du  mouvement  de  la  Lune,  le  temps  sidéral  de  sa  culmination 
est,  en  effet,  bien  différent  pour  chaque  lieu  de  la  Terre.  Par 
conséquent,  si  l’on  connaît  son  mouvement  en  ascension  droite, 
on  peut  de  la  différence  des  temps  sidéraux  de  culmination  en 
différents  lieux  déduire  la  différence  des  longitudes  de  ces  lieux. 
D'ailleurs  les  observations  étant  toujours  faites  dans  le  méridien, 
la  parallaxe  et  la  réfraction  n’ont  pas  d’influence  sur  la  longitude 
obtenue;  c’est  lé  le  grand  avantage  de  cette  méthode.  En  outre, 
pour  rendre  encore  les  résultats  indé|>endants  des  erreurs  instru- 
mentales, on  n'observe  pas  réellement  le  temps  sidéral  de  la  cul- 
mination de  la  Lune,  mais  bien  les  différences  des  temps  sidéraux 
de  culmination  de  la  Lune  et  d’un  certain  nombre  d’étoiles  voi- 
sines de  son  parallèle,  dites  étoiles  de  la  Lune,  dont  les  positions 
sont  données  dans  les  ÉphémériJes  astronomiques  avec  une  très- 
grande  exactitude,  et  sont  publiées  à l’avance  pour  permettre  aux 


( * ) !.Yiemple  précédent  est  tiré  de  ce  Mémoire. 
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différents  observateurs  d’observer  les  mêmes  étoiles  dans  les  dif- 
férons lieux.  Cette  méthode  a été  proposée  au  siècle  dernier  par 
Pigott  ; mais  elle  ne  fut  appliquée  que  beaucoup  plus  tard,  lorsque, 
par  les  progrès  accomplis  dans  les  méthodes  d’observation,  les 
résultats  ainsi  obtenus  eurent  pu  acquérir  l’exactitude  nécessaire. 
Soit  a l’ascension  droite  de  la  Lune  au  temps  T d’un  certain 

fl  x (l 2 

premier  méridien,  — - •>  ses  dérivées;  et  supposons  qu’en 

un  lien  dont  la  longitude  à l’est  du  premier  méridien  est  u,  <,n  ait 
observé  la  culmination  de  la  Lune  au  temps  du  lieu  T -b t -h  u, 
correspondant  au  temps  T -t-f  du  premier  méridien;  pour  cette 
époque  l’ascension  droite  de  la  Lune  a pour  valeur 


a -4 - / 


<7  a 
dt 


f/0L 


t - — 
dt 


7 ;*• 


d * 
~dl 


a 


Imaginons  qu’en  un  autre  lieu  de  longitude  w'  on  ait  observé 
la  culmination  de  la  Lune  au  temps  de  ce  lieu  T -b  /'-b  w'  cor- 
respondant au  temps  T-f- f'  du  premier  méridien;  pour  cette 
époque  l’ascension  droite  de  la  Lune  a pour  valeur 


dx  dlx 

aH-/' h V t 

dt  * dt  2 


rl 1 
dt 1 


x 


Les  observations  étant  faites  toutes  deux  dans  le  méridien,  les 
temps  sidéraux  des  observations  sont  égaux  aux  ascensions 
droites  vraies  de  la  Lune.  Dès  lors,  si  nous  posons 

T -+- / H- Cd  = O,  T-f-  t'  -f-  «'  = 0', 


et  si  nous  admettons  que,  dans  les  Tables  où  nous  prenons  x et 
ses  dérivées,  les  valeurs  de  l’ascension  droite  de  la  Lune  soient 
toutes  trop  petites  de  la  quantité  Ax,  nous  aurons  les  équations 


dx 

d2  x 

. <l*x 

— b 

4 1’  — — 

-f  ~tz 

dt 

1 de* 

‘ dt* 

dx 

d‘x 

, d'x 

—r  -+- 

4 t ” 

-b  ' t ,3  --- 

dt 

2 dt 1 

• de* 
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(«)  0 = — -I-  /‘J 


d'x 

Ht1 


et  puis(|ue  nous  avons  aussi 

(b)  w'—  u _=  («'  — a)  — (*'  — 0* 

il  sulfira  pour  pouvoir  calculer  w’  — « de  déterminer  t — t a 
l'aide  de  l'équation  (a).  Or  celle  équation  n’est  pas  seulement 
fonction  de  t'  — t,  elle  contient  encore  t': — t mais  par  une 
transformation  convenable  on  peut  l'amener  à ne  renfermer  que 
t' — t.  En  effet,  au  lieu  de  T,  introduisons  la  moyenne  arithmé- 
tique des  temps  T -t-  t et  T -t-  t',  c’est-à-dire  le  temps 


t -t-  ;(/  + /’)  = r. 


il  faudra  remplacer  T-t-f  et  T-m’  par  T' — \(t' — t)  et  T'-t-  , ( t ' — t' ; 

....  dx 

supposons,  en  outre,  que  x et  ses  derivees  — » . ..correspon- 
dent au  temps  T',  nous  aurons  les  équations  suivantes 

• - ■ - ÿ + •:  i'- *>■  S - * £• 

*>£  - w-  S - * *■  - * £• 


et  par  conséquent 


0'—  0 ~ (/'—  t) 


dt 


d'x 


Pour  résoudre  cette  équation  par  rapport  à t' — t,  nous  négli- 
gerons d’abord  le  terme  en  (/' — t)\  et  nous  remplacerons  ensuite 
dans  le  second  membre  t' — t par  la  valeur  ainsi  obtenue.  Nous 
trouvons  alors 


Si  la  différence  des  longitudes  des  deux  lieux  ne' surpasse  pas 
deux  heures,  le  dernier  terme  est  si  petit,  qu’on  |>eut  le  négliger 
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complètement.  Cette  solution  n’est  d'ailleurs  qu’indirecte,  puis- 
que la  détermination  de  T’  suppose  déjà  une  connaissance  ap- 
prochée de  la  dilference  des  longitudes. 

Pour  l’application  de  celle  méthode,  il  est  nécessaire  d’ajouter 
quelques  remarques. 

Supposons  0 et  0'  donnés  en  temps  sidéral  et  0 — 0'  exprime 
en  secondes;  pour  trouver  aussi  l'  — t en  secondes,  il  faudra 

adopter  la  même  unité  pour  — ; ainsi  h étant  l’arc  qui  repré- 
sente la  variation  de  l’ascension  droite  de  la  Lune  en  une  heure 
sidérale,  on  aura 

d * i /< 

dt  t j 36oo 

Or,  dans  les  Ephémerides,  les  positions  de  la  Lune  ne  sont  pas 
rapportées  au  temps  sidéral,  mais  an  temps  moyen  ; on  n’v  trouvera 
donc  que  le  mouvement  de  la  Lune  en  une  heure  de  temps  moyen, 
mais  comme  366, 24220  jours  sidéraux  valent  365, 1^7.10  jours 
moyens, 

L'n  jour  sidéral  = 0,997  2693  jour  moyen, 

et,  par  conséquent,  ,si  h'  désigné  le  mouvement  de  la  Lune  en 
ascension  droite  pour  une  heure  de  temps  moyen,  on  a 


du 1 o , 997  269  3 , 

dt  1 5 36oo 


Il  en  résulté 


t5  X 36oo  0' — 0 
°>997  a693  1,1 


et,  d’après  l’équation  [b), 


, ~c  r t '5  X 3 600 

L h 0,9972ti93J 

mais,  pour  la  Lune,  le  second  terme  de  la  parenthèse  est  tou- 
jours plus  grand  que  l'unité,  il  vaut  donc  mieux  écrire  l'expres- 
sion precedente  comme  il  suit 

, , , , , . / 1 t5x36oo  \ 

( <0  w — w=(0  — 0.1  — — < ) , 

\b  o,997  2t>93  1 
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et  suivant  que  0' — 0 sera  positif  ou  négatif,  le  second  lieu,  celui 
dont  le  temps  d’observation  est  &' , sera  à l’ouest  ou  à l’est  du 
premier. 

Dans  les  Tables  on  donne  toujours  les  positions  du  centre  de  la 
Lune,  mais  en  réalité  on  n’en  observe  jamais  que  l’un  des  bords; 
il  est  donc  nécessaire  de  calculer  à l’aide  du  temps  de  l’observation, 
celui  de  la  culmination  du  centre.  Nous  donnerons  dans  le  second 
volume  le  procédé  rigoureux  et  la  méthode  de  réduction  «les  ob- 
servations de  la  Lune  faites  au  méridien  ; mais  pour  le  but  que 
nous  voulons  atteindre  actuellement,  ce  qui  suit  sera  suffisant. 
Appelons  premier  bord  celui  qui  passe  le  premier  au  méridien, 
c’est-à-dire  celui  dont  l’ascension  droite  est  inférieure  à celle  du 
centre  : il  faudra,  si  l’on  a observé  le  premier  bord,  ajouter  au 
temps  de  l’observation  une  certaine  correction,  et  la  retrancher 
au  contraire,  si  l’on  a observé  le  second  bord.  Cette  correction  est 
d’ailleurs  égale  au  temps  que  met  le  demi-diamètre  de  la  Lune  à 
traverser  le  méridien,  ou,  en  d’autres  termes,  à l’angle  horaire 
correspondant  au  demi-diamètre  de  cet  astre;  S et  R étant,  à un 
moment  donné,  les  valeurs  de  la  déclinaison  et  du  demi-diamètre 
géocentrique  de  la  Lune,  et  \ l’augmentation  de  son  ascension 
droite  en  une  seconde  de  temps  moyen,  c’est-à-dire  la  valeur 


de  — — donnée  pai 
<lt  1 


**  — 1.  °'9l)7  ,, 

dt  i5  36oo 


la  valeur  de  cette  correction  est  donc  au  même  instant 


î R i 

___  _ _ • 

i5  coso  t — a 

mais  comme  o et  R varient  avec  le  temps,  si  ô et  R,  d'  et  R'  sont 
leurs  valeurs  aux  époques  9 et  0'  observées  aux  deux  lieux  pour 
la  culmination  du  bord  de  la  Lune,  on  a 

«'  _ JL\  __L_ . 

coso'  coso  / I A 


0'—  0 = G'  — G zt  4: 
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d’où  il  résulte,  d’après  l’equation  [e]. 


où  h'  désigné  le  mouvement  en  ascension  droite  de  la  Lune  pour 
une  heure  de  temps  moyen,  et  où  il  faut  prendre  le  signe  supé- 
rieur ou  le  signe  inférieur,  suivant  qu’on  a observé  le  premier  ou 
le  second  bord. 

Si  l’instrument,  avec  lequel  on  a fait  l’observation  à l’une  des 
stations,  n’est  pas  exactement  dans  le  méridien,  l’angle  horaire  de 
la  Lune  ne  sera  pas  nul  au  moment  de  l’observation  et,  par  con- 
séquent, la  différence  de  longitude  des  deux  lieux  sera  en  erreur 
de  la  quantité 

i 1 5 X 3 6oo 

k 0,997  2693 

où  s désigné  cet  angle  horaire. 

Dans  les  voyages,  où  il  est  impossible  d’avoir  un  instrument 
exactement  établi  dans  le  méridien,  cette  méthode  ne  serait  point 
applicable;  d’ailleurs,  on  ne  pourrait  avoir  alors  une  détermi- 
nation exacte  du  temps;  mais  on  évite  celle  erreur  en  comparant 
la  Lune  à des  étoiles  situées  dans  son  parallèle,  parce  qu’alors 
les  erreurs  de  l’instrument  ont  la  même  influence  sur  les  obser- 
vations de  la  Lune  et  celles  des  étoiles.  Dans  ce  cas  on  observe 
en  chaque  lieu  la  différence  seule  de  l’ascension  droite  de  la  Ltine 
et  de  l’étoile,  c'est-à-dire  le  temps  qui  s’écoule  entre  les  passages 
des  deux  astres,  et  cette  différence  est  complètement  indépendante 
des  erreurs  instrumentales.  Mais  comme  on  a fait  l’observation 
non  point  au  moment  où  la  Lune  passait  au  méridien,  mais  au 
moment  où  elle  avait  un  angle  horaire  s,  c’est-à-dire  où  elle  pas- 
sait par  le  méridien  d’un  lieu  ayant,  avec  le  lieu  d’observation, 
une  différence  de  longitude  égale  à a-,  la  différence  de  longitude 
des  deux  lieux  ainsi  trouvée  est  en  erreur  de  la  quantité  s.  Il 
faudra  donc  ajouter,  à la  différence  de  longitude  trouvée,  la  valeur 
absolue  de  l’angle  horaire  de  la  Lune  et  de  l’étoile  au  moment  de 
l’observation,  angle  horaire  pris  positivement  ou  négativement 
suivant  que  le  méridien  de  l'instrument  est  à l’intérieur  ou  à l’ex- 
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térieur  de  l’angle  formé  parles  méridiens  des  deux  lieux  (*).  On 
montrera  plus  tard,  dans  la  théorie  de  l’instrument  des  passages, 
comment  on  peut  trouver  la  valeur  de  l’angle  horaire  s quand 
on  connaît  les  erreurs  de  l’instrument  ( t.  II,  n°  18). 

Pour  que  les  observateurs  se  servent  toujours  des  mêmes 
étoiles  de  comparaison,  on  publie  chaque  année  dans  le  Pïautical 
Almanac  et  dans  les  autres  Éphémerides  astronomiques  une  Table 
des  étoiles  qui  sont  situées  dans  le  parallèle  de  la  Lune  pour 
chacun  des  jours  où  cet  astre  peut  être  observé  au  méridien. 

Exemple.  — A Bilk,  le  i3  juillet  1848,  on  a observé  la  Lune 
et  ses  étoiles,  et  les  temps  des  passages  au  méridien,  non  corrigés 
de  l’état  de  la  pendule,  ont  été  les  suivants  (t.  II,  n°21  ) : 

b ni  s 

U Ophiuchus. . , 17.  t.52,64 

p Ophiuchus...  17.12.  6,59 

(£  Centre 17.27.34  ,60 

Sagittaire....  18.  4^2,99 
X Sagittaire.  . . . 18. 18.48,  12 

Le  même  jour,  on  avait  trouvé  à Hambourg 

b m s 

fj  Ophiuchus...  17.  1.42,61 
p Ophiuchus..  17.11.56,91 

(£  Ier  Bord . 17.25.50,43 

p'  Sagittaire....  18.  4*43>53 
X Sagittaire....  18.  18. 38, 56 

Le  demi-diamètre  de  la  Lune  au  moment  de  la  culmination  à 
Hambourg  était  i5'2",io,  la  déclinaison  — i8°io',i  et  la  varia- 
tion de  l’ascension  droite  en  une  heure  de  temps  moyen  129%  8; 


(•)  On  peut  aussi,  à la  différence  observée  des  ascensions  droites  «le  la 
Lune  el  de  l'étoile,  ajouter  la  quantité 
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d’où  ).  = o,o35f>G.  Nous  trouvons  ainsi 


R 


-,  = 65‘,G6, 


i5  ! i — / } coso 
% 9 

et  pour  temps  de  culmination  du  centre  de  la  Lune  à Hambourg 

i ■jh  26'“  56%  09. 

Il  en  resuite  entre  les  ascensions  droites  des  étoiles  indiquées 
et  celle  du  centre  de  la  Lune,  les  différences  suivantes  : 


Pour  Bilk.  Pour  Hambourg, 
ni  * ms 

y)  Ophiuchus 4-25.41,96  4-25. i3, 48 

p Ophiuchus -+-  1 5. 28. 01  4-  i4.5q.i8 

fx*  Sagittaire —37.18.39  —37.47.44 

X Sagittaire — 5 1.1 3, 5a  — 5 1.42, 47 


Par  suite,  entre  les  observations  de  Bilk  et  de  Hambourg,  on  a 
les  différences 

©'—  0 = 4-  28*, 48  * 

28,83 
29 , o5 
28,  <)5 

Moyenne.  ...  4-  28% 83 

Or  ( n°  15),  nous  avons  trouvé,  pour  mouvement  horaire  de  la 
Lune  aux  époques  suivantes  (temps  moyen  de  Berlin  ),  les  valeurs 

iou  . . . 4-  2m  9*, 77, 

11  ...  2.  9,91. 

12..  . 2 . 1 o , o5  ; 


d'autre  part,  les  temps  d’observation  correspondent, 

Celui  de  Bilk  à ioh3om,  temps  de  Berlin, 

Celui  de  Hambourg  à.  10. iG  , temps  de  Berlin. 

Nous  avons  donc 

T'=  iob  23m,  d’où  h'—  2ni 9',  82, 


. • 


« 
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et,  à l'aide  de  la  lornni le  (e),  nous  obtenons 

»>  — w'= -+- i2m52',83  (*). 

lir marque.  — h étant  égal  environ  à 3o',  le  coefficient  de  0'  — 0 dans  IV- 
quation  (A)  sera  à peu  près  égal  à 39;  les  erreurs  d'observaiion  se  retrou- 
veront donc  dans  la  différence  des  longitudes,  mais  multipliées  par  -jg.  Ainsi 
une  erreur  de  o*,i  commise  sur  6' — 0 donnera  lieu  a une  erreur  d’environ 
I secondes  sur  la  différence  de  longitude. 


(•)  Si  dans  chacun  des  deuslieui  on  a observe  le  même  bord  de  la  Lune, 
la  formule  (A)  permettra  d’effectuer  le  calcul  plus  simplement. 
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CHAPITRE  VI. 

DIMENSIONS  DE  LA  TERRE.  — PARALLAXES  HORIZONTALES 

DES  CORPS  CÉLESTES. 


Dans  les  Chapitres  précédents,  nous  avons  fréquemment  employé 
des  constantes  qui  dépendent  de  la  forme  et  des  dimensions  de  la 
Terre,  ainsi  que  les  angles  sous  lesquels  apparaît  le  rayon  équa- 
torial de  la  Terre,  vu  des  autres  corps  célestes,  c’est-à-dire  les 
parallaxes  horizontales  de  ces  astres;  nous  allons  maintenant 
donner  les  méthodes  qui  servent  à déterminer  les  valeurs  de  ces 
constantes.  Les  parallaxes  horizontales  de  Mars  et  de  la  Lune 
sont  seules  obtenues  par  l’observation  directe,  tandis  que  les 
distances  des  planètes  et  des  comètes  à la  Terre,  rapportées  au 
demi-grand  axe  de  l’orbite  terrestre  pris  pour  unité,  se  déduisent 
des  grands  axes  des  orbites  qu’elles  décrivent  autour  du  Soleil 
suivant  les  lois  de  Kepler;  par  conséquent,  pour  obtenir  les  pa- 
rallaxes horizontales  de  tous  ces  astres,  il  suffit  de  connaître, 
soit  la  parallaxe  du  Soleil,  soit  encore  la  parallaxe  horizontale  de 
l'un  d’eux. 


I.  — Figure  et  dimensions  de  la  Terre. 

13G.  Mesure  de  deux  ares  du  méridien  terrestre.  — La  figure 
de  la  Terre  est,  comme  l’indique  la  théorie  tout  aussi  bien  que 
les  mesures  effectuées,  un  ellipsoïde  aplati,  c’est-à-dire  engendré 
par  la  révolution  d’une  ellipse  tournant  autour  de  son  petit  axe. 
A la  vérité,  la  Terre  n’aurait  rigoureusement  cette  forme  que  si 
elle  était  une  masse  fluide;  cependant  l’ellipsoïde  aplati  est  la 
surface  courbe  qui  s’approche  le  plus  de  la  véritable  figure  de  la 
Terre. 


ASTRONOMIE  SI'IIÊRIQIE. 


4;B 

On  trouve  les  dimensions  de  ce  sphéroïde  par  des  mesures 
de  degré,  c'est-à-dire  en  déterminant  par  des  operations  geo- 
désiques  la  dimension  linéaire  d’un  arc  de  méridien  compris 
entre  deux  stations,  et,  par  l’observation  des  latitudes  des 
deux  stations,  le  nombre  de  degrés  correspondant.  Ératosthène 
(3oo  ans  avant  J. -C.)  employa  réellement  cette  méthode  pour  la 
détermination  de  la  longueur  de  la  circonférence  de  la  Terre  qu’il 
supposait  sphérique.  Il  remarqua  que  les  villes  d’Alexandrie  et  de 
Svéne  en  Égypte  étaient  à peu  prés  situées  sur  le  même  méridien. 
Il  savait  de  plus  que  le  jour  du  solstice  d’été,  à Syène,  les  corps 
ne  donnaient  pas  d’ombre  à midi,  c'est-à-dire  qu’à  cet  instant  le 
Soleil  était  au  zénith  de  ce  lieu;  d’où  il  conclut  que  Syène  était 
située  sur  le  tropique  du  Cancer;  le  même  jour  il  trouva  à Alexan- 
drie 7"  ta'  pour  distance  zénithale  méridienne  du  Soleil.  L'arc  de 
méridien  compris  entre  Syène  et  Alexandrie  était  donc  de  '"n1 
ou  la  cinquantième  partie  de  la  circonférence.  D’autre  part,  les 
mesures  directes  donnaient  5ooo  stades  pour  la  distance  des  deux 
villes;  Ératosthène  en  concluait  25o  ooo  stades  pour  la  longueur 
du  méridien  terrestre.  Cette  détermination  était  affectée  d'erreurs 
diverses  : t°  les  deux  lieux  ne  sont  pas  sur  le  même  méridien, 
Syène  étant  à 3°  à l’est  d'Alexandrie;  2°  Syène  ne  se  trouve  pas 
sur  le  tropique  du  Cancer,  sa  latitude  étant  de  24°8'  d’après  de 
récentes  déterminations,  tandis  que  l’obliquité  de  l’écliptique 
au  temps  d’Ératosthène  était  égale  à 23°44/  > 3°  enfin  la  latitude 
d’Alexandrie  et  la  distance  des  deux  villes  étaient  inexactement 
déterminées.  Cependant  Ératosthène  a le  mérite  d’avoir,  le  pre- 
mier, cherché  à mesurer  les  dimensions  de  la  Terre,  et  d'avoir 
indiqué  la  méthode  dont  on  se  sert  encore  aujourd'hui. 

Newton  ayant  prouvé  par  des  considérations  théoriques  que  la 
Terre  n’est  pas  une  sphère,  mais  un  sphéroïde,  on  ne  peut  plus 
se  contenter,  pour  en  déterminer  les  dimensions,  de  mesurer  la 
longueur  d’un  degré  dans  une  seule  région  de  la  surface,  mais 
il  est  évidemment  nécessaire  de  combiner  deux  observations  de 
ce  genre,  faites  sous  des  latitudes  très-différentes,  afin  d’en  dé- 
duire l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre. 

Nous  avons  trouvé  au  n°  6G  pour  coordonnées  d'un  point  de 
la  surface  de  la  Terre  par  rapport  à un  système  d’axes  trac»  s dans 
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le  plan  du  méridien, 

<jcoso  a Vi — «!sin? 

— »‘sin:y  ^ i — l'sm'y 

a el  « désignant  le  demi-grand  axe  et  l’excentricité  de  l’ellipse 
méridienne,  et  ^ la  latitude  du  point  considéré.  De  plus,  en 
désignant  par  b le  demi-petit  axe,  le  rayon  de  courbure  est  en 
ce  point 

y 

(<j5 — «’  t’  j 1 n i — »5  ) 

(t  — r’  sin’ip)! 

Si  donc  y et  y'  sont  les  latitudes  des  milieux  de  deux  degres  du 
méridien,  G et  G'  les  longueurs  de  ces  degrés,  on  a 


n n{  i — «’) 

Ï86  " _ i ’ 

(t  — < 1 stn1?)1 


7t  n (t  — i!) 

tbo  . i ’ 

(t  — stn’f  ) 


d’oil 


et  l’excentricité  de  l’ellipse  méridienne  une  fois  connue,  on  trouve 
la  valeur  du  demi-grand  axe  à l’aide  de  l’une  quelconque  des 
deux  équations  précédentes. 


Exempi-ü. — La  distance  des  parallèles  de  Tarqui  et  Cotchesqui, 
au  Pérou,  mesurée  par  Bouguer  et  La  Condamine,  est  égale  à 
176875,5  toises,  et  leurs  latitudes  sont  respectivement 


- 3°4'3a",o68,  4-  0-2' 3i", 387 ; 


la  distance  des  parallèles  de  Malœrn  et  Pahtawara,  en  Laponie, 
mesurée  par  Swanberg,  est  égale  à 92  7771981  toises  et  leurs  lati- 
tudes sont  respectivement 


-+-  65°3t'3o", 265,  -t-67»8'49',83o. 
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Nous  déduirons  de  là  pour  valeur  d’un  degre  en  toises,  d’après 
les  opérations  du  Pérou 

G = 56  734,01  à la  latitude  f — — 'i"3i'  o",34, 

et  d’après  les  opérations  de  Laponie 

G'=  57  it)6, i5  à la  latitude  q'=  -I- (16.20. 10,  o5; 
on  en  eonelut 

«’  = o,oof> 4-35  1 , a — 3 57.1651  toises, 
et  puisque  l’aplatissement  de  la  Terre  est  a = i — y'i — s1, 

1 

a = 

3 1 o , ?.<) 

On  a déterminé  ainsi,  avec  le  plus  grand  soin,  la  longueur 
d’un  degré  en  différents  lieux  de  la  surface  de  la  Terre.  Mais 
combinées  deux  à deux,  ces  déterminations  donnent,  pour  les 
dimensions  de  la  Terre,  des  nombres  qui  diffèrent  les  11ns  des 
autres,  soit  à cause  des  erreurs  d’observation  , soit  à cause  de  ce 
fait,  que  la  forme  de  la  Terre  n’est  pas  un  véritable  ellipsoïde.  On 
devra  donc  déduire  de  toutes  ces  déterminations  particulières  le 
résultat  qui  concorde  le  plus  exactement  possible  avec  les  diffe- 
rentes mesures  effectuées. 

137.  Mesure  H' un  nombre  quelconque  d'arcs  du  méridien 
terrestre.  — La  longueur  s d’un  arc  de  courbe  est  donnée  par  la 
formule 


les  valeurs  de  dx  et  dy  s’obtiennent  en  différentiant,  par  riMtonrt 
à y,  les  expressions  de  r et  y données  dans  le  numéro  préreWnt ; 
nous  obtenons  ainsi,  pour  longueur  de  l’arc  du  méridien  ellip- 
tique compris  entre  l’équateur  et  le  point  de  latitude  q, 

r? 

s — a[  1 — t1)  I (t  — t1  sin’ÿ  ’ dq; 
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or 


(i  — t7  sinJ<p)  1 


j + lLsin’f  + l}  — sin‘f 

* i . / 


, 3 i 1 

• a J a 


1.2.3 


sin*<j> 


remplaçons  les  puissances  de  sin<p  par  les  cosinus  des  multiples 
de  <f,  intégrons  chaque  terme  d’après  la  formule 


I 


cos).ÿf/<j»  = — sin  A«j>, 


et  posons 


P=  i -H  + ilj 
AP=  + 

BP  -1  S 4 - » » S .6  _i_ 

or  — ui£  + + •••* 

V 



nous  obtenons 

s — a (i  — **)  P (<p  — A sin  2 ç,  -b  B sin /j  <p  — . . .). 

Soit£  la  longueur  moyenne  d’un  degré  du  méridien,  et  faisons 
dans  la  formule  précédente  <j>  = i8o°,  nous  aurons 

i8o£  = ira  (i  — C)  P, 


et,  par  suite, 


i8o£ 


( <p  — À sin  2«j>  4-  B sin4f  — . . .). 


Par  conséquent,  la  distance  de  deux  parallèles,  dont  les  lati- 
tudes sont  <$>  et  y1 1 est 

i8o£ 


s = 


TT 


[</ — <p  _ <2Asin(<p' — <p)  cos(y'4-  tf) 

2 B sin  2 ( Cf’  — tf)  cos2(f'  4-  cp)], 


ou,  en  désignant  <j>'  — <p  par  /,  la  moyenne  arithmétique  des  lati- 
tudes par  L et  en  exprimant  / en  secondes  à l’aide  du  facteur 
= 206265, 


36oo 

~7~ 


(/  — s)  = I — 2«»A  sin/ C0S2L  4-  2«’B  sin2/cos4L. 


I. 


3i 
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Or,  en  remplaçant  dans  cette  formnîe  / et  s'  — s par  les  valeurs 
que  donne  l’observation  direcle  pour  la  différence  des  latitudes 
et  la  longueur  de  l’arc  du  méridien,  cetle  équation  ne  sera  satis- 
faite que  si  l’on  adopte  aussi  pour  g et  t,  c'est-à-dire  pour  g, 
A et  B les  valeurs  mêmes  qui  correspondent  à l’opération  ac- 
tuelle. Si,  au  contraire,  on  prend  pour  g-,  A et  B les  valeurs  qui 
résultent  de  l’ensemble  des  différentes  mesures  faites  en  différents 
lieux,  il  faudra,  pour  que  l’équation  précédente  soit  encore  satis- 
faite, faire  subir  de  petites  corrections  aux  latitudes  observées. 
Remplaçons  donc  f et  f'  par  y 4-  x et  <p'  4-  x',  x et  x'  étant  de 
petites  quantités  dont  nous  négligerons  les  carrés  et  les  produits; 
de  même  ne  tenons  pas  compte  des  changements  que  ces  petites 
variations  peuvent  produire  sur  /,  nous  aurons 


■*) 

2«'Asin/.cos2L  -t-  2<eBsin2/  cosq L -I-  ( 


x’ 


.*)(>, 


où 


p = i — 2 A cos/ cos  2L  -+-  4B  cos 2/  cos4  L ; 


il  en  résulte 


-+-  2ieA  sin / cos 2 L — 2ivB  sin 2/  cos 


Nous  obtiendrons  une  équation  analogue  pour  chaque  déter- 
mination des  latitudes  de  deux  lieux  et  de  la  longueur  de  l’arc 
de  méridien  compris  entre  leurs  parallèles;  et  si  les  mesures  de 
degré  ont  été  assez  souvent  répétées  pour  que  le  nombre  de 
ces  équations  soit  plus  grand  que  celui  des  inconnues,  on  déter- 
minera les  valeurs  de  g et  de  r par  la  condition  que  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  résiduelles  -r , x',..,  soit  un  minimum. 
Prenons  g,  et  A,  pour  valeurs  approchées  de  g et  A,  et  posons 

A = A,  ( i*+  /•), 

soit  de  même  B,  la  valeur  de  B correspondante  à la  valeur  A, 
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adoptée  pour  A,  remplaçons  et  négligeons  les  carrés  de  i et  Æ 
ainsi  que  leur  produit,  nous  aurons 


w . _ „ . , , , , i 36oo . , 

-4-  2 — (A*sin  / cos  2 L — B®  sin  1 1 cos  4 L)  -f (/—  s)  i 

p ? g* 

-H  2 — (a,  sin  l cos  -J  L — A,  — — sin  il  cos4L  ) k. 

P \ '/A«  1 

Pour  trouver  la  dérivée  il  faut  d'abord  exprimer  B en 

fonction  de  A;  or  on  a 


= î‘,  + 73it,  + 7Vr;«,-+- 

B = -ü,<  4-  -U-,«  -u  . 

1 i 9 ^ lis*  “ 1 "■ 

En  renversant  la  série  qui  donne  la  valeur  de  A,  on  obtient 

«’  — v A — ^A’+  4 A* 4-  .... 


d’ob 

et 


B=^A»+1VîA‘+  .... 

A — — AA1  4-  — A*  4- 
ArfA_.A  4-  1 , A + .... 


Si  pour  abréger  on  pose 


1 f~3f>oo  ‘ 

n — - le  — s)  — / 

P L K.  J 


(A) 


4-  - — [A,  sin /cos  2 L — (rjAJ  4--pA-A‘)  sin2/cos4L]? 
1 3fioo 

’=7  — 

b = — [A.sin/cosîL  — (i  Aj  4-  77  AJ  )sina/ cos4L], 

P 

3i . 
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on  a l’équation 

(B) 
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•rf  — x — n -4-  ai  -f-  bk  ; 

on  obtient  une  équation  semblable  en  combinant  la  station  la  plus 
australe  employée  dans  la  mesure  du  degré  avec  une  station 
quelconque  située  plus  au  nord. 

Traitées  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  ces  équations 
donnent  comme  équations  du  minimum  par  rapport  à x,  i et  A, 
relatives  à l’ensemble  des  observations  de  la  mesure  de  degré, 

[xx  -f-  [a]  / -h  [b]  k 4-  [/ï]=o, 

[а]  x -4-  [a a]i  -f-  [al]  k 4-  [an]  = o, 

[б] x  -f-  [ ab]i  -f-  [bb]  k 4-  [bn]  = o, 

« 

où  [a  désigne  le  nombre  des  latitudes  observées  dans  une  mesure 
de  degré;  de  sorte  que  chacune  de  ces  opérations  fournit,  pour 
déterminer  les  valeurs  les  plus  probables  de  / et  de  A,  les  deux 
équations 

O = [«/?,]  -4-  [fltf,]  / 4-  A, 

o = [bnt]  -h  [ab,]  i 4-  [bbx]ky 

obtenues  par  l’élimination  de  x entre  les  équations  précédentes. 

Désignons  par  [an^  la  somme  des  différentes  quantités  [a/*,] 
que  l’on  trouve  dans  les  différentes  mesures  de  degré;  représen- 
tons de  même  par  [an ,)  la  somme  des  quantités  [«<?,],.  . .,  nqus 
aurons 

O = («/»,)-+-  ( aax ) / 4-  (ab,)kt 
o = [bnx)  -4-  («£,)  i 4-  [bbx)  ky 

équations  qui  permettront  de  déduire  de  toutes  les  mesures  de 
degré  les  valeurs  les  plus  probables  de  i et  A. 

Exemple.  — Nous  prendrons  comme  exemple  les  mesures  de 
degré  suivantes  : 
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Distance 
dot  parallèle* 

Latitude.  / exprimée  en  toise*. 

e 

I.  — Arc  pérctie*. 


Tarqui — 3.  4 *3?, 068  0 , m 

Cotcbesqui -+-  o.  3.31,387  3.  7.  3,45  1^687.5,500 

II.  — Arc  ikdiek. 

Trivandeporum  . . . . -+-11.44.53,59 

Paudru -+-i3. 19.49,03  1.34.56.43  89813,010 

III.  — Arc  prcssien. 

Trun* -t-55.i3.i  1 ,47 

Kœnigsberp -+-54.4a.5o,5o  0.39.39,03  28211,639 

Memel -+-55.43.4o.45  1.30.28,98  86176,975 

IV.  — Arc  suédois. 

Malœrn -t-65. 3i  .3o,265 

9 l 

* Pahtawara -1-67.  8.49,83o  1.37.19,56  9^777)98» 


Prenons  maintenant 

57008  . 1 4-  k 

g = — A = > 

1 + / 4°° 

nous  trouvons 

iogA,  = 3,39794, 
log(V-A;  + i¥ïA;)=:6,4i567, 
iog(i  a;  4-  | î a ; ) =6,71670; 

posons  de  plus 

1 o 000  i — y y 1 o X ■ = z, 


nous  obtenons,  pour  les  quatre  mesures  de  degré,  les  équations 
suivantes  : 


(') 

x\  — X, 

(2) 

X , — X, 

(3) 

( ~ *3 

) * 

' ^3—^*3 

(4) 

x\  — X4 

4-  i"97  -4-  1 , 1225 .y  4-  5 ,6o5g.z, 
-f-  o , 94  -+-  o , 5697  .j  + 2) 5835 . z, 
— o,37  4-  o,  *7 79  j — 0,2852. z, 
: 4-  3,79  4-  o,5q33./  — 0,915*7.3, 
: — O , 5 I 4-  0 , 5839 — I , 97  I I . Z, 
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d'où  nous  déduisons 


M 

r*j 

[an] 

(0 

-M>97 

-+-I  ,1225 

-+-5,6o59 

-+-2,2  1 l3 

(3) 

-h>>94 

-+-0,5697 

-+-2,5835 

-+-o,5355 

(3) 

-+-3,42 

-+-0,7212 

—1,2009 

-+-1 ,9933 

(4) 

— o,5i 

-+-o,5839 

— * ,97*  * 

-0,2978 

[aa] 

[al] 

[bn] 

[MJ 

(0 

-+-I,2GoO 

-+-6,2924 

-+-1 1 ,0436 

-+-3i,4254 

(2) 

-+-0,3246 

-+-1,4718 

-+-  2,4^84 

-+-  6,6742 

(3) 

-H»,  3268 
• • 

— 0 ,5482 

- 3,365o 

-+-  0,9198 

(4) 

-+-0,3+09 

— i,i5o9 

-+-  1 ,0026 

-+-  3,8853 

et 

I«n») 

[aat] 

[*",] 

1**0 

(0 

-+-i , io56 

-+-0,64oo 

-+-3,1462 

-+-5, 52 18 

-♦-15,7127 

(’) 

-+-0,2678 

-+-o,  1623 

-+-0,7329 

-+-i  ,2142 

4 3,3371 

(3) 

H-I ,1711 

-+•0, 1 534 

—0,3395 

- —1,99^0 

-+-  0,4391 

(4) 

d’où 

—0, 1489 

« 

-+-0,1705 

— 0,5755 

-+-o,5oi3 

-+-  1 ,9426 

(an,)  = -+-  2,3956,  (aa,)=-f-  1,1162,  («&,)  = -+-  3,04?!, 

(bnt  )=-+-  5,^413,  (&fc,  )=-+-2i,43i5. 


Les  deux  équations  qui  déterminent  y et  z sont  donc 

0 = 4-2,3956+1,1162.7-4-  3,0471.2, 

0 = 4-  5, 241 3 4-  3,o47»  .7  4-  21 ,43 1 5. z, 

et  donnent 

z = 4-o,  099012,  7 = — 2,4i65; 

d’où 

X = 4-  0,0099012,  /'  = 4-  0,000241  65, 

et  par  conséquent 

5n  008  „ 

^ = 1 — o,ooo?4i 65  ~ 57021  ’79’ 

A=,  + o 00990.2 

400 

Or  nous  avons  trouvé 


y a3  + 4 a-, 


il  en  résulte 
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' 65=  0,006710073, 

ce  qui  donne,  pour  l'aplatissement  de  la  Terre,  la  valeur 

1 

^97 >53* 

Nous  avons  de  plus 

log^  = log  ^ 1 — «5  = 1 ,9985380, 

180  g 

et  comme  a = — — -,  nous  trouvons 

TT  (l  i1)  P 

logo  = 6,6147884,  \ogb  = 6, 5i33264  : 

c’est  de  cette  manière  que  Bessel  (*)  a déduit  de  dix  mesures  de 
degré  les  valeurs  que  nous  avons  données  au  n°  65. 


II.  — Détermination  des  parallaxes  horizontales  * 

DES  CORPS  CÉLESTES. 

► 

138.  Détermination  de  la  parallaxe  horizontale  d’un  astre  par 
l’observation  de  sa  distance  zénithale  méridienne  en  différents  lieux 
de  la  Terre.  — L’observation  de  la  position  d’un  astre  voisin  de 
la  Terre,  faite  en  deux  points  de  sa  surface,  permet  de  déter- 
miner la  parallaxe  de  cet  astre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sa  dis- 
tance à la  Terre  exprimée  en  fonction  du  rayon  équatorial  ter- 
restre pris  pour  unité  : les  méthodes  qui  précèdent  ayant  donné 
la  valeur  de  ce  rayon,  il  sera  facile  d’obtenir  la  distance  de  l’astre 
à la  Terre,  rapportée  à une  unité  linéaire  quelconque. 

Méthode  générale . — Nous  supposerons  actuellement  que  les 
deux  stations  sont  situées  sur  le  môme  méridien,  de  part  et  d'autre 
de  l’équateur,  et  que  la  distance  zénithale  de  l’astre  a été  observée 


I 

{*)  Âstronomische  Nachrichten,  n°*  333  Cl  438. 
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en  ces  deux  points  au  moment  de  la  culmination.  Nous  avons 
trouvé  (n°  67)  pour  l’expression  de  la  parallaxe  de  hauteur 

sin//=psinpsin[z  — (q.  — y')], 

où  p représente  la  parallaxe  horizontale,  z la  distance  zénithale 
observée  et  corrigée  de  la  réfraction,  s la  latitude,  j'  la  latitude 
géocentrique,  et  p la  distance  du  lieu  d’observation  au  centre  de 
la  Terre;  nous  aurons  donc  pour  les  deux  stations 

« _ P »in[»  — (î  — y')] 

sin/;  sin// 

1 _ p,  sin[z,—  (g  — 

sin/;  sin//, 

Considérons  les  deux  triangles  formés  par  le  lieu  de  l’astre,  le  centre 
de  la  Terre  et  chacun  des  lieux  d’observation;  dans  le  premier, 
l’angle  qui  a l’astre  pour  sommet  est  égal  à p\  celui  dont  le 
sommet  est  au  lieu  d’observation  a pour  valeur  180“ — z-t-ip — y, 
et  l’angle  qui  a son  sommet  au  centre  est  égal  à en  dési- 

gnant 1>ar  3 la  déclinaison  géocentrique  de  l’astre,  et  en  prenant 
le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  suivant  que  le  corps  cé- 
leste et  le  lieu  d’observation  sont  du  même  côté  de  l’équateur, 
ou  de  côtés  différents.  Les  angles  analogues  du  second  triangle 
sont 

P H t8o° — z,  h-  fi — y,,  3. 

On  a donc 

p'=z—  <(±3,  p\  = 3, 

et,  par  suite, 

/>'-+-//,=  z + z,  — f — f,. 

Désignons  par  q la  quantité  connue  p'  -t-  p\ , c’est-à-dire  posons 
p'-hp\=q, 

nous  aurons  l’équation 

p sin[z  — (y  — y’)]  p,  sin[z,  — (>,  — y',)] 
sin/;'  sin  (q — //) 
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lang^'=  — t 


0 sin<7  sin[z  — (<p  — ($>')] 


ou  bien 


tang/>,=  — 1 


p,  sin[3,  — («p, — y',)]  p cos/7  sin[z  -*(?  — ?)] 
pt  sin?  sin[z,  ?'J] 


0 sin[z  - ( 7 — ?)]■+"  pi  cos q sin[z,  — (<p,—  ?',}]  ’ 

lorsqu’on  aura  déterminé  />'  ou  p\ , on  en  déduira  p à l’aide  de 
l’une  des  deux  formules 


smy? 


sin/> 


sm  p 


psin[s  — (Ÿ—  ?')]’ 


siny?'f 


p,  sin[r,  (<?,—  <p',)] 


Nous  avons  supposé  jusqu’ici  les  deux  lieux  d’observation 
situés  de  part  et  d’autre  de  l’équateur,  car  c’est  le  cas  qui  se  prête 
le  mieux  à la  détermination  de  la  parallaxe.  Si  les  deux  lieux 
d’observation  sont  d’un  même  côté  de  l’équateur,  les  angles  au 
centre  de  la  Terre,  dans  les  deux  triangles  considérés,  sont  égaux 
à <p'zjz  3 dans  le  premier,  et  <p',qp$  clans  le  second.  Mais  en 
posant 

7 =P\  ~ P'~  *■—  3 — (?•  — ?)> 

on  trouvera  p'  et  //,  à l’aide  des  mêmes  équations  que  précé- 
demment. 

Lorsque  les  deux  stations  ne  sont  pas  situées  sur  le  même  mé- 
ridien, les  deux  observations  ne  peuvent  être  faites  au  même 
instant;  il  faut  alors  tenir  compte  du  changement  de  déclinaison 
dans  l’intervalle  des  deux  observations. 

C’est  par  cette  méthode  qu’en  i^5i,  175*2  et  1753  on  a déter- 
miné les  parallaxes  de  la  Lune  et  de  Mars.  Dans  ce  but,  Lacaille 
observait  au  Cap  de  Bonne-Espérance  les  distances  zénithales  de 
ces  astres  au  moment  de  leur  culmination,  pendant  que  Cassini 
à Paris,  Lalande  à Berlin,  Zanotti  à Bologne  et  Bradley  ù Green- 
wich faisaient  des  observations  analogues.  Ces  stations  étaient 
avantageusement  situées.  La  plus  grande  différence  de  latitude, 
correspondant  à Berlin  et  au  Oip,  est  86° 3o',  tandis  que  la  plus 
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grande  différence  de  longitude,  correspondant  au  Cap  et  à 
Greenwich,  est  égale  à ih  i5ra,  intervalle  pour  lequel  le  mouve- 
ment de  la  Lune  en  déclinaison  peut  être  connu  avec  une  très- 
grande  exactitude.  De  leurs  observations,  ces  astronomes  ont 
conclu  58' 3"  pour  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  à sa  distance 
moyenne  de  la  Terre,  et  27*, 7 pour  parallaxe  horizontale  de 
Mars. 

Parallaxe  de  la  Lune.  — Nous  venons  de  traiter  le  problème 
$e  la  parallaxe  sons  sa  forme  la  plus  simple,  mais,  en  réalité, 
cette  solution  n’est  pas  suffisante  pour  obtenir  la  parallaxe  de  la 
Lune;  on  ne  peut,  en  effet,  observer  que  l’un  des  bords  de  cet 
astre,  et  pour  la  réduction  il  est  nécessaire  de  connaître  son 
demi-diamètre  apparent,  variable  lui-mcme  avec  la  parallaxe. 

Désignons  par  r et  r'  les  demi-diamètres  apparents  de  la  Lune 
vue  du  centre  de  la  Terre  et  du  lieu  d’observation,  par  A et  A' 
les  distances  de  la  Lune  au  centre  de  la  Terre  et  au  lieu  d’obser- 
vation, nous  avons 

sinr' A 

sin  r A'  ’ 

de  plus,  le  triangle  formé  par  le  centre  de  la  Terre,  celui  de  la 
Lune  et  le  lieu  d’observation  donne 

A sin  (180" — *') 

A'  sin(z' — p')  ’ 

où  z’  désigne  l’angle  que  la  ligne  menée  du  lieu  d’observation  au 
centre  de  la  Lune  fait  avec  le  rayon  de  la  Terre  qui  aboutit  en 
ce  lieu;  d’ailleurs  si  ; est  la  distance  zénithale  du  bord  de  la  Lune 
donnée  par  l’observation,  il  y a entre  z'  et  z la  relation 

*'=*-(y-y')±r', 

le  signe  supérieur  se  rapportant  au  bord  supérieur  de  l’astre  ; on 
a donc 

A _ sin[z  — (y  — y')±r'] 

Â7  — sin(z  — (y  — y')  —p'±r']' 

C 
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après  avoir  remplacé  ~ par  la  valeur  ^ ~ » éliminons  /?'  à l’aide 
de  l’équation 

sin/?'=  p sin/?  sin[z  — (f  — y'  ) dz  r'  ], 

faisons  en  outre  p — i,  et  pour  simplifier  récriture  représentons 
par  Ç la  quantité  z — (<j>  — <p'),  c’est-à-dire  l’angle  que  fait  avec 
le  rayon  de  la  Terre  aboutissant  au  lieu  d’observation  la  ligne 
allant  de  ce  point  au  bord  observé,  il  viendra 

sin/rr:  sin r -4- sin /•'  sin/?  cos(Çzbr')  -+-|sinr'  sin3/?  sin3(Çdir'), 

et  en  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre 

r'=  r-+-  sinr  sin/?  cos(Ç  zb  r)  *4-  \ sin  r sin1/»  sin3(Ç  zb  r)  j 

d’autre  part,  la  distance  zénithale  géocentrique  Z du  centre  de  la 
Lune,  exprimée  en  fonction  de  Ç,  est  donnée  par  la  formule 

Z = Çz br' — sin/?  sin(çdtr')  — -J-sin3/?  sin3(Ç  zb  r'), 

ou,  en  substituant  pour  r ' la  valeur  trouvée  plus  haut, 

Z = Ç zb  rzb  sinr  sin/?  cos(Ç  zb  r)  zb  ~ sin  r sin*/?  sin3  (Ç  ziz  r) 

— sin/?  sin(Çzbr)  — £sin3/?  sin3(Ç  zb  r)  ; 

développons  cette  équation,  et  négligeons  les  termes  qui,  par 
rapport  à /?  et  r,  sont  d’un  degré  supérieur  au  troisième,  nous 
trouvons 

Z = Ç zb  r — J sin3/*  sin/?  sinÇ  zb  ^sinr  sin3/?  sin3Ç 
— sin/?  cosr  sinÇ  — J sin3/?  sin3Ç, 

• • 

équation  qui,  par  la  substitution  de  i — £sin3r  à cosr  et  le  ré- 
tablissement de  p sin/?  au  lieu  de  sin/?,  devient 

Z = Çz b r — p sin/?sinÇ  — { p sin/?  sin  ÇsinVdzÿp3  sin3/?  sin  r sin3  Ç 
— ^p3  sin3/?  sin3  ij. 
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Posons  enfin 

X = y — <j»',  sinr  = X-  sin/>, 

et,  par  suite, 

r = X $in/>  -+*  j A3  sin}/>, 

remplaçons  Ç par  sa  valeur  z — X,  nous  aurons  pour  expression 
de  Z, 

Z —z  — X — sin/>[psin(z  — X)zp  X]  — isin3/>[osin(z — X)zpX-]\ 

Si  D est  la  déclinaison  géocentrique  du  centre  de  la  Lune,  $ la 
déclinaison  observée  du  bord  de  cet  astre,  nous  avons 

D = <p' — Z,  Sz=  ( z — X), 

la  substitution  de  ces  valeurs  donne 

D = S -+*  [p  sin(z  — X)  zp  X ] sin/>  -h  i[psin  (z  — X)  zp  X ]3  sin3/?. 

Cette  équation  résout  évidemment  la  question  proposée  et,  avec 
deux  observations  de  la  Lune  faites  en  des  lieux  différents,  elle 
permettrait  d’obtenir  la  parallaxe  cherchée.  Mais  les  quantités  p 
et  X dépendent  de  l'aplatissement  de  la  Terre,  quantité  qui  n’est 
jusqu’à  présent  connue  que  d’une  façon  approchée;  il  serait  donc 
désirable  de  mettre  l’expression  de  la  parallaxe  de  la  Lune  sous 
une  forme  qui  rende  facile  toute  correction  due  à un  change- 
ment de  la  valeur  adoptée  pour  l'aplatissement.  C’est  pourquoi 
nous  transformerons  l’expression  précédente  de  manière  à y 
mettre  en  évidence  l’aplatissement  lui-même. 

Nous  avons  trouvé  (n°  G6) 

a'—  b7  . 

py,5,n  *?  + •••. 

4 

or  on  a 0 

à1 — b2—  a * (2  a — od), 

a2- P b7=  a2  (2  — 2a  4-  cd); 
d’où,  en  négligeant  tous  les  termes  de  l’ordre  de  a1, 


f — y — a sin  2 <p. 


PARALLAXE  DE  LA  LUNE. 


De  plus 

, , , cos1®  (i—  «*)*  sin’ffl 

p1  — x,+  r*= ? h — 1 

i — «’ sin’y  l — «’  sm!y 

_ i — î t1  sin’y  -4-  «'  sin’ ^ 

i — s1  sin’tp 

et  par  suite,  en  éliminant  >’  par  l'équation 
i'  = 1ii  — a’ 
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et  négligeant  tous  les  termes  de  l’ordre  de  a’, 
p = I — a sin’y. 

La  dernière  expression  de  D devient  donc 

| D = S -h  (sinz  q:  A)  sin/> 

(«)  i — (sin’f  sinz  -+-  sin2y  cosz)  a sin/> 

( -h  J {sinz  q;  Æ)’ sin’/;. 

Toute  observation  d'un  bord  de  la  Lune  faite  en  un  lieu 
de  l'hémisphère  boréal  de  la  Terre  donne  une  équation  de  celte 
forme,  dans  laquelle  le  signe  supérieur  correspond  au  bord  supé* 
rieur  de  la  Lune,  et  le  signe  inferieur  à son  bord  inférieur. 

On  trouverait  de  la  même  manière  pour  un  lieu  de  l'hémisphère 
austral 

( D,  = $, — (sinz.qz/Jsin/j, 

(b)  \ + (sinJfi  sinz,  + sin2f,  cosz,)  a sin/j, 

l — j (sinz,  rp  X)3  sin1/»,. 

Actuellement  soient 


t et  /,  les  temps  moyens  d'un  premier  méridien  quelconque, 
qui  correspondent  aux  deux  observations; 
p,  et  D,  la  parallaxe  et  la  déclinaison  géocentrique  de  la  Lune 
au  temps  arbitraire  T; 

^ et  fleurs  variations  en  une  heure  de  temps  moyen,  la 

seconde  étant  regardée  comme  positive  si  la  Lune  s’approche 
du  pôle  Nord. 
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Nous  aurons,  d'une  part, 

. dp 

sin p = sin/?0-+-  (/  — T)  — COS^*, 

sin/?,=  sin/?»-+-  (/, — T ) cos /?», 

d’autre  part,  à l’aide  des  équations  (*)  et  (b)> 
dD 

(f,—  *)  m 

— S [sinz.zp  k — a (sin’o,  sinz.-b  sin  2 »,  cos z,)]  sin/?, 

— [sinz  qp  X — a(sin*^sinz  +-  sin  ?.y  cosz)]  sin/? 

— l(sinz,zp  X)3sin5/?,—  ^{sinzzp  X)3  sin3/?. 

En  remplaçant  dans  cette  relation  sin/?  et  sin/?,  par  leurs  va- 
leurs, nous  obtiendrons,  pour  déterminer  la  parallaxe  au  temps  T 
l’équation  suivante  : 

o = d,— J+  ('  — i [ ( sin  * X-  )>n-  (sin  *.  qp  X )*]sin*/>, 

_ ‘!f.  cos/7, [(sin s =p  A)  (r  — T)  +-  (sina.rp*)  (t,  — T)] 
dC 

— sin/?0  (sin z -f-  sinz,zp  k zp  k) 

a sin/?0  (sin5^  sinz  -f-  sin?.y  cosz  -+-  si n2 •y ■ sinz, 

*+•  sin?.?,  cos  s,)  (*). 

Si  aux  deux  stations  on  a observé  des  bords  différents  de  la  Lune, 
le  coefficient  de  sin p0  est  indépendant  de  X-,  et  puisqu’alors  cette 

quantité  n’entre  plus  que  dans  les  petits  termes  en  sin3/?0  et  ~ i la 


(*)  Pour  tenir  compte  des  dérivées  secondes,  on  doit  ajouter  k Pexpres- 
sion  précédente,  le  terme 

h-UC'-TJ’-K-T)'!^; 

mats  U faut  remarquer  que  pour  la  valeur 

T = O» 


ce  termo  s'annule. 
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valeur  p,  obtenue  à l’aide  de  celte  équation  est  indépendante 
d’une  erreur  commise  sur  la  valeur  de  k.  Kn  outre,  par  des  dé- 
terminations antérieures,  nous  connaissons  la  parallaxe  avec 
une  approximation  suffisante  pour  pouvoir  calculer  sans  erreur 
appréciable  le  troisième  et  le  quatrième  terme  de  la  formule;  il 
est  donc  permis  de  considérer  comme  connus  les  quatre  premiers 
termes,  car  les  quantités  qu’ils  contiennent  ont  été  données  par 
l’observation, 'Ou  peuvent  être  tirées  des  Tables  de  la  Lune.  Soient 
n leur  somme,  a et  b les  coefficients  de  sin/;„  et  asin/?#,  nous 
avons  l’équation 

o = //  — (a  — b x ) sin/;a , 
qui  donne  p0  en  fonction  de  a. 

On  cherche  d’ailleurs  non-seulement  la  parallaxe  horizontale  p, 
correspondant  au  temps  T,  mais  la  parallaxe  horizontale  moyenne, 
c’est-à-dire  la  valeur  de  cette  parallaxe  horizontale  pt  pour  la 
distance  moyenne  de  la  Lune  à la  Terre  (*).  Or,  si  n est  la  va- 
leur que  donnent  les  Tables  de  la  Lune  pour  la  parallaxe  hori- 
zontale au  temps  T,  K la  valeur  adoptée  dans  les  mêmes  Tables 
pour  la  parallaxe  horizontale  moyenne,  et  enfin  II  la  valeur  cher- 
chée de  cette  parallaxe  horizontale  moyenne,  on  a 

sin/?0=  — sinll  = 4usinn, 
lv 

l’équation  de  condition  qui  précède  devient  ainsi 

o — - — («  — bot.)  sin  n ; 
f4 

la  valeur  de  sinn  ou  l’angle  n lui-même  est  la  constante  de  là 
parallaxe  lunaire. 

Exemple.  — Le  23  février  r;52,  Lalande,  observant  à Berlin, 
trouva  pour  déclinaison  du  bord  supérieur, 

<?  = *+-  20° 26'  a5",  2, 


(*)  Cette  distance  moyenne  e9t égalo  au  demi-grand  axe  de  l'orbite  lu-* 
nairc  supposée  elliptique. 
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et  Lacaille,  observant  au  Cap  de  Bonne-Espérance,  obtint  pour 
la  déclinaison  du  bord  supérieur 

2!°46' 44",8. 

La  moyenne  arithmétique  des  temps  d’observation  était,  en 
temps  moyen  de  Paris,  T — 6h4om  ; de  plus,  d’après  les  Tables 
lunaires  de  Burckhardt, 

% • * 

^ = -34",i5,  — = + o",  28,  * = 59'  24-,  54, 

et  les  latitudes  des  deux  stations  étaient 


? = 4-  52°  3o'  16", 

<pi=  — 33.56.  3. 

Puisque  le  Cap  de  Bonne-Espérance  est  placé  à 20™  19*,  5 de 
longitude  à l’est  de  Berlin,  et  que  l’accroissement  horaire  de 
l’ascension  droite  de  la  Lune  était  38'  10",  la  culmination  de  la 
Lune  à Berlin  avait  lieu  2im  11  • plus  tard  qu’au  Cap,  et  par  suite 

t — e,=  -h  21 1,1 1 1*  et  (t  — /,)  ^ = — i2",o6, 

dt 


nous  avons  en  outre 


— S = 4-  i°2o'  19", 6; 

si  donc  on  prend  X =0,2725,  le  troisième  .terme,  dépendant 

de  sin3p,  est  égal  à — o",  12;  en  négligeant  le  terme  en  — » qui. 

dt 

est  tout  à fait  insensible,  on  trouve 

//  = -t-  t°2o'  7",  4?» 
ou,  en  parties  du  rayon, 

n = -h  0,023307; 

d’ailleurs,  comme  la  valeur  de  la  parallaxe  horizontale  moyenne 
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adoptée  dans 

les  Tables  lunaires  de  Burckhardt  est 

K = 57'o',5a, 

on  a 

logp  = 0,01791, 

d’où 

n ‘ 
— = -+-  0,0*22  3o5; 

f* 

d’autre  part, 

z = 32°3'5i",  z,  = 55»42'48', 

d’où 

a=-t-i,357i,  ê=-f-i,g3ai, 

et  en  définitive  pour  déterminer  sinn  on  a l'équation 

o — 0,02a  365  — (1,357  t — 1,932  i .*)  sinn. 

Combinaison  d'un  grand  nombre  d’observations.  — Cette  équa- 
tion et  toutes  celles  de  la  même  forme 


o ~ x [a  — bat)  = ri,  — x [a  — bat ), 

f* 


obtenues  par  la  combinaison  de  deux  observations  quelconques, 
ne  donnent  qu’une  relation  entre  l’inconnue  x = sinn  et  l’apla- 
tissement a;  une  seule  d'entre  elles  ne  peut  donc  servir  qu'ù  trou- 
ver la  valeur  de  x qui,  pour  une  valeur  donnée  de  a,  satisfait 
à l’équation  même.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  si  l’on  sup- 
pose 

t 

<*=  

299,t5 


on  obtient 


log  sin  II  3^  2 , 2 1 go  t , 

n = 56' 55",  in- 


itiais si  l’on  dispose  d’un  grand  nombre  de  couples  d’observa- 


I. 


3a 
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lions,  et  par  suile  d’un  grand  nombre  d’équations,  telles  que 

- o = //, — x [a  — bot) y 
o — n\  — x ( a ' — b' a.) , 

' o — n"x  — x(a" — ê"a) , 


on  les  combinera  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  et  on  ob- 
tiendra pour  équation  du  minimum  par  rapport  à x , 

o “ — — [ab]ax'f 

le  dernier  terme  est  très- petit,  et  dans  une  première  approxima- 
tion peut  être  négligé,  d’où 

_ [«"■] 

•^1  r 1 r 

[an] 

et,  en  remplaçant  x par  cette  valeur  dans  le  dernier  terme,  on  a 
pour  équation  finale 


b] 


[##a]  \_na\  \aa) 


a . 


Telle  est  la  méthode  suivie  par  Olufsen  pour  discuter  les  ob- 
servations faites  au  siècle  dernier  par  Lacaille,  Lalande,  Zanotti 
et  Bradley  (*). 

Il  a déduit  de  toutes  leurs  observations  l’équation  finale 
x = o,oi65i2  23  -b  0,024  49?*  01  a. 


Avec  la  valeur  a = 


adoptée  par  Olufsen,  elle  donne 


3ü2 ,02 

pour  constante  de  la  parallaxe  lunaire 

57' 2",  64; 

en  prenant,  au  contraire,  la  valeur  de  Bessel  a 


299, 1528 


(*)  Aslronomischr  Nachrichlen , n°  326 
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on  a 

57'  2*,8o. 

Par  la  comparaison  des  observations  de  distances  zénithales 
méridiennes  faites  par  lui  en  i832  et  i833  au  Cap  de  Bonne- 
Espérance,  et  des  observations  faites  simultanément  à Greenwich, 

Henderson  a trouvé (*),  avec  la  valeur  a = :■„> 

299, i528 

57'i",8o  . . 

pour  la  parallaxe  horizontale  moyenne  de  la  Lune.  La  moyenne 
arithmétique  de  cette  valeur  et  de  celle  d’Olufsen  est 

57' 2",  3o. 

Les  constantes  adoptées  dans  les  différentes  Tables  lunaires 


sont 

Tables  de  Burckhardt. . 5 7'  o",52, 

Tables  de  Damoiseau 57 . o , 90, 

Tables  de  Hansen 57.2  ,06. 


Cette  dernière  valeur  est  déduite  de  la  théorie;  elle  présente, 
avec  celles  qu’a  données  l'observation  directe,  un  remarquable 
accord. 

Remarque.  — La  parallaxe  de  la  Lune  étant  considérable,  on  peut  déjà  la 
déterminer  avec  une  certaine  approximation  à l'aide  d'observations  faites  en 
un  même  lieu.  Pour  cela  on  combine  les  observations  faites  au  voisinage  du 
zénith,  pour  lesquelles  la  parallaxe  de  hauteur  est  très-fhible,  avec  d'autres 
faites  au  voisinage  de  Phorizon,  pour  lesquelles  nu  contraire  la  parallaxe 
atteint  presque  son  maximum.  C'est  ainsi  qu'Hipparque  a découvert  la  pa- 
rallaxe de  la  Lune,  en  remarquant  dans  le  mouvement  de  cet  astre  une  iné- 
galité dépendant  de  la  hauteur,  et  dont  la  période  était  d’un  jour. 

139.  Parallaxes  du  Soleil  et  des  planètes . — Les  parallaxes- 
horizontales  dit  Soleil  et  des  planètes  sont  trqp  petites  pour  pou- 
voir être  déterminées  avec  exactitude  par  la  méthode  précédente. 
Cependant  c’est  ainsi  qu’ont  été  obtenues  les  premières  valeurs 
approchées.  Telle  est  la  valeur  25*, 5 donnée  au  xvne  siècle  pour 


32 


(*)  Ailronomische  Nachrichten,  n°  338. 
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la  parallaxe  de  Mars  par  Richer,  Picard  et  La  Condamine,  et  dé- 
duite d'observations  méridiennes  de  Mars  faites  en  1761  par 
Richer  à Cayenne,  et  les  deux  autres  à Paris.  Or,  quand  on 
connaît  la  parallaxe  ou  la  distance  d'une  planète,  il  est  facile  de 
trouver  les  parallaxes  de  toutes  les  autres,  et  aussi  celle  du  Soleil, 
car,  en  vertu  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  « les  carrés  des  temps 
de  révolution  des  planètes  sont  proportionnels  aux  cubes  des 
grands  axes  de  leurs  orbites.  > 

On  obtient  ainsi  pour  parallaxe  du  Soleil  la  valeur  g*,  5 à 
l'aide  du  nombre  donné  par  Richer  et  La  Condamine,  et  la  valeur 
10",  25  à l'aide  de  celui  qu’ont  donné  Lacaille  et  Lalande,  valeur 
plus  inexacte  que  celle  de  Richer  quoique  la  détermination  en  ait 
été  faite  presque  un  siècle  plus  tard. 

Les  observations  faites  récemment,  de  1 84g  à i852,  par  Gilliss 
au  Chili  (*)  ne  contribuèrent  en  rien  à une  détermination  plus 
exacte  de  cette  constante  importante;  ce  résultat  doit  être  attribué 
en  partie  à la  rareté  des  observations  correspondantes  dans  l'hé- 
misphère boréal.  Quoique  les  résultats  obtenus  par  cette  méthode 
soient  insuffisants,  il  est  néanmoins  à désirer  que  l’on  s'en  serve 
encore  pour  obtenir  une  valeur  nouvelle,  ou  bien  qu’on  suive  la 
méthode  d’ailleurs  tout  à fait  analogue  indiquée  par  Gerling  ( **), 
et  qui  permet  de  déduire  la  parallaxe  du  Soleil  de  l'observation  de 
Vénus  à l'époque  d’une  de  ses  stations.  Avec  les  instruments  per- 
fectionnés dont  on  dispose  aujourd’hui,  on  obtiendrait  certaine- 
ment ainsi  une  approximation  beaucoup  plus  grande. 

Effet  de  la  parallaxe  sur  les  passages  de  Vénus.  — Une  bonne 
méthode  de  détermination  de  la  parallaxe  solaire  repose  sur  les 
observations  des  passages  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil;  elle 
a été  proposée  par  Halley.  Les  formules  données  aux  n°*  131 
et  133  pourraient  servir  au  calcul  de  ces  phénomènes.  Mais  Encke 
a publié,  dans  le  {a/irbitc/t  de  Berlin  pour  1842,  une  méthode 
plus  rommode  dont  le  principe  est  dû  à Lagrange,  et  qui  consiste 
U calculer  d'abord  le  phénomène  pour  le  centre  de  la  Terre  et  à 


t*)  V.  S.  Naval  Expédition  to  Chili , vol.  lit. 
(**)  Atlronomitche  Nachnchten,  n°  599. 
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déduire  de  ce  premier  résultat  les  différentes  phases  du  passage 
pour  les  divers  lieux  de  la  Terre. 

Calcul  pour  le  centre  de  la  Terre.  — Soient  : 

a et  3,  A et  D les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  géoccn- 
triques  de  Vénus  et  du  Soleil  pour  un  temps  T d'un  premier 
méridien,  temps  voisin  de  l’époque  de  la  conjonction  ; 
m la  distance  apparente’de  leurs  centres  à ce  temps  T ; 

M et  t8o°  — M'  les  angles  ayant  pour  sommets  les  centres  du 
Soleil  et  de  Vénus  dans  le  triangle  formé  par  ces  deux  points 
et  le  pôle  de  l’Équateur, 

on  a les  formules 

sin  \ m sin  J (M'4-  M)  = sin  ‘ (a  — A)  cos  \{i  -+-  D), 
sin  ~ m cos  ■ ( M'  -4-  M)  =cos  j (a  — A)  sin  j (J  — D), 
cos  j»i  sin  ’ (M1  — M)  = sin  J (a  — A)  sin \ (J  -+-  D), 
cosi/// cos-j (M' — M)  = cos  J- (a  — A) cos i (i  — D; 

et,  comme^ix  moments  des  contacts,  a — A et  S — D,  et  par 
suite  m et  M'  — M sont  de  petites  quantités,  ces  formules  se  ré- 
duisent alors  à 

\ ni  sinM  = (a  — A)  cos  J [i  -+-  D), 

) m cosM  = i — D. 

Posons  maintenant 


(B) 


| /isinN  — -■ a j'  cosj(£-t-  D), 

d(t  — D) 


n cosN  : 


dt 


^ \a — et  ^ — étant  les  variations  relatives  des  ascen- 

dt  dt 

sions  droites  et  des  déclinaisons  dans  l’unité  de  temps  (*);  dési- 


(*)  n oit  lu  vitesse  relative  do  Vénus  par  rapport  au  Soleil  j N définit  la 
direction  de  cette  vitesse  : c’est  l’angle  qu’elle  fait  arec  le  cercle  horaire  pas- 
sant par  la  position  de  Vénus  au  temps  T. 


0 


Digitized  by  Google 


502 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


gnons  en  outre  par  T -4-  t l’époque  de  l’un  des  contacts,  par  R 
et  r les  demi-diamètres  du  Soleil  et  de  Vénus  à cet  instant,  nous 
aurons 

(m  sinM  -4 -tu  sinN  )’+(/»»  cosM  -4-  v/icosN),=  (R±  r)3. 


le  signe  supérieur  convenant  à un  contact  extérieur,  le  signe  in- 
férieur à un  contact  intérieur. 

De  cette  équation  on  tire  * 


• = — — cos(  M — N ) zfi  — - i / 1 

n n y 


m 1 sin:  (M  — N ) 

± '•)’ 


et  si,  \ étant  un  angle  compris  entre  — 90°  et  4-  900,  on  pose 


(C) 


m sin  ( M — N ) . ■ 

- R±T - = h"^ 


la  valeur  de  t sera  donnée  par  l’expression 

(D)  t = — — cos(M  — N ) zç.  — — cos-} , 

n n 

dont  le  dernier  terme  doit  être  pris  avec  le  signe  — pour  Cen- 
trée et  avec  le  signe  -t-  pour  la  sortie,  de  telle  sorte  qu’en  temps 
du  premier  méridien  adopté,  Centrée  et  la  sortie  ont  lieu  pour  le 
centre  de  la  Terre  aux  époques  : 

T — — cos(M  — N)  — r cosij/,  pour  Centrée, 

T — — cosi  M — N)  -4-  ^ --  cosili,  pour  la  sortie. 
n n 


Enfin,  si  0 est  l’angle  que  le  grand  cercle  mené  du  centre  du 
Soleil  au  point  de  contact  fait  avec  le  cercle  de  déclinaison  pas- 
sant par  le  centre  du  Soleil,  on  a 

(Rdhr)  cos  O = ni  cos  M -1-  « cosN . t, 

( R dr  r)  sin  Q = ni  sin  M -4-  n sin  N . t, 
ou 

cosQ  = — sinN  sin 4>  cosN  cos^, 
sinQ  = -4- cosN sinij/  rpsinN  cosij;; 
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nous  aurons  donc 

(E)  © = N — 180",  pour  l’entrée, 

(F)  pour  la  Sortie. 

Les  formules  (A),...,  (F)  servent  à la  prédiction  complète 
du  phénomène  pour  le  centre  de  la  Terre. 

Prédiction  du  passage  pour  un  lieu  donné.  — Pour  calculer 
les  époques  d'entrée  et  de  sortie  en  un  lieu  de  la  surface  de  la 
Terre,  nous  traiterons  d’abord  un  cas  plus  général,  et  nous  cher- 
cherons à exprimer  la  distance  des  centres  des  deux  astres  telle 
qu’elle  parait  à un  moment  donné  d'un  point  de  la  surface,  en 
fonction  de  la  distance  des  centres  des  deux  astres,  telle  qu'on 
la  voit  au  même  instant  du  centre  de  la  Terre. 

Or,  avec  les  notations  indiquées,  on  a évidemment 

cos  m — sin  J sinD  -+-  cos  S cosD  cos  (a  — A), 

et  de  même,  si  a'  et  J",  A'  et  [)'  sont  les  ascensions  droites  et  les 
déclinaisons  apparentes  de  Vénus  et  du  Soleil  vues  du  lieu  de  la 
surface,  et  m'  la  distance  apparente  de  leurs  centres, 

cosnt'  = sin  S'  sin  D'  + cos  ô' cos  D' cos  (a' — A'); 

il  en  résulte 

cos/n'  = coswt  + ( S1  — 0)  [coso  sin  D — sinô  cos  D eos  (a  — A)] 
-4-  (D' — D)  [sino  cosD  — cosiî  sin  D cos  (a  — A)] 
— (a'  — a)  cosiî  cosD  sin  (a  — A) 

-+-  (A' — A)  cosd  cosD  sin  (a  — A). 

Mais,  d’après  les  formules  du  n"  68  ('),  ir  et  p étant  les  paral- 


(*)  Ces  formules  donnent,  en  supposant  p constant  et  égal  b l’unitc, 
J'  — J = a sin  y *'n  ^ = 7r  sin  p (sin J coty  — cos  J), 

et  puisque 

coty  = cos  (a  — 0)  cot  j>, 

il  vient 

i'  — J = tr  [cosp  sin  J cos(a  — ©)  — sin  p cos  JJ. 


«* 
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taxes  horizontales  de  Vénus  et  du  Soleil,  on  a 


3'  — 3 — jt  [cos?  sini  cos(*  — e)  — sin?  cosi], 

D'  — D = />[cos?  sinD  cos(A  — e)  — sine  cosD], 
a — a ==  ir  séci  sin  (a — 0)  cos?,  , 

A'  — A =/>séc  Dsin  (A  — 0)  cos?, 

d’où,  en  portant  ces  valeurs  dan3  l'expression  de  cos/n', 

/ cos m'  — cos m -4-  [cosi  sinD  — sini  cosD  cos(a  — A)] 

X [tr  cos?  sini cos(« — 0) — jrsin?cosi] 
-4-  [sin 3 cosD  — cosi  sinD  cos(a  — A)] 

(<*) 

X [p  cos  ? sinD  cos  (A — 0)  — p sin  ? cosD  ; 
— cosD  sin(a  — A).jrsin(a  — 0)  cos? 
i -4-cosisin(a — A)./?  sin  (A — 0)  cos?. 


Tous  les  termes  de  cette  équation  contiennent  soit  cos?,  soit  sin  f ; 
cherchons  les  coefficients  de  ces  deux  quantités.  D’abord  le  déve- 
loppement de  l’équation  donne  pour  coefficient  de  cos?  l’ex- 
pression 

-4-  ir  [sin  3 cos  J sin  D cos  (a  — 0)  — sin1  J cos  D cos  (a — 0)  cos  (a— A ) 

— cosD  sin  (a  — 0)  sin  (a  — A)] 

-4-  [si  ni  cosD  sinD  cos  (A — 0;  — sin’D  cosi  cos(A — 0)  cos  (a— A) 

-+-  cosi  sin  (A  — 0)  sin(a  — A)], 

ou,  puisque  sin’î  = 1 — cos’ i et  sin’D  = t — cos’D, 

■4-  ir  { [sinî  sinD  -t-  cosi  cosD  cos  (a  — A)]  cosi  cos  (a  — 0} 

— cosD  cos(A  — e)} 
-t-  p j [sini  sinD  -4-  cosi  cosD  cos  (a  — A)]  cosD  cos  (A  — 0) 

— cosi  cos(  a — 0)  j> 

qu’on  peut  encore  écrire 

-4-  r cos  m cosi  cos(a  — 0)  — jt  cosD  cos(A — 0) 

-4-  pcosm  cosD  cos(A — 0)  — p cosi  cos  (a  — 0 ); 
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si,  dans  celle  expression,  on  met  en  évidence  les  coordonnées 
d’un  lieu  déterminé  delà  surface  de  la  Terre,  elle  devient 

4 

4-  (îr  COS/W  COSlî  cosa  — TT  cos  D COS  A)  COS0 
— [p  cos  m cosD  cos  A — p cosô  cosa  ) cos0 
4-  (ir  cosw  cos <5  sin  a — tt  cosD  sin  A)  sin© 

4-  (p  cos//i  cosD  sinA — pcosd  sin  a)  sin0, 


ou  encore 

j ( -+-  [(*  cos/w  — p)  cosS  cosa  — (7 r — p cos  m)  cosD  cos  A]  cos<p  cos0 
I 4- [(ir  cos/w — p)  cosÆ  sin  a — (tt — p cosw)  cosD  sin  A]  cos<p  sin0. 

Quant  au  coefficient  de  sin<p,  il  a pour  valeur 

-h  [ — cos2Æ sinD  -4-  sinÆ  cos£  cosD  cos(  a — A)] 

-+-/>[  — cos2  D sin  £ -t-  sinD  cosD  cosÆ  cos  (a  — A)], 

ou,  puisque  cos2  S = 1 — sin2  S et  cos’D  = 1 — sin2  D, 

4-tt  j — sinD  -+-  sinÆ  [sin<î  sinD  -h  cos  â cosD  cos  (a  — A)]j 
p J — sin<?  -4-  sinD  [sin  J sinD  -4-  coso  cosD  cos(  a — A)]  j. 

Le  terme  qui  contient  sinç  dans  l’équation  (a)  est  donc 
(7 r cos/w  — p)  sin  S sin<p  — (7r  — p cos/w)  sinD  sin 
et  par  suite  l’équation  (w)  se  transforme  dans  la  suivante  : 


I cos/w'  = cos/w 

4-  [(7T  COS/W  — p)  COS$  COSa  — (tt  — p C0S///)C0SD  COSA]  COSîp  COS0 
4-  [(tt  cos/w  — p)  co$S  sin  a — [n  — p cos/w)  cosD  sinA]  cos  <p  sin  0 
\ -4-  [( 7r  cos/w  — p)  sin 3 — (77  — p cos/w)  sinD] sin <j». 


Posons  maintenant 


(d) 


tfsms  — 4-  7r  cos/w  — //, 
f cos  j — — 7rsin/w, 


alors 


tt  — .//cos/w  = /sin(j  — ///), 


5o 6 

et  par  conséquent 
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cos  m z=z  cos  m 

. -h/[sin*  cos o cosa  — sin(f  — ni)  cosD  cosA]  cos<p  cose, 

• • • , 

-4- /[sin*  cos£  sin  a — sin(.t  — m ) cosD  sinA]  cos?  sine, 

-4- /[sin s sino  — sin(f  — m)  sinD]  sin?; 
posons  de  plus 

Icosa  sin*  eos<?  — sin(.f  — m)  cosD  cos  A = Pcosji  cos)., 
sin  a sin^r  cos  o — sin  (.y  — m)  cosD  sin  A = P cosp  sin>, 
sin  j sin  S — sin  ( s — m ) sin  D — P sin  (3  ; 

et  comme,  en  ajoutant  les  équations  (e)  et  (/},  après  les  avoir 
élevées  au  carré,  on  trouve 

P1  = sin2*  -4-  sin2  (j  — m)  — 2 sin  y sin  (s  — ni  ) cos  m 
= sin2*  — sin2  j cos */n  -4-  cos2*  sin2  ni  — sin’/n, 

les  équations  (/)  peuvent  s’écrire  encore 

cos*  sin^  cos<?  — sin  (j  — m ) cosD  cosA  = sin/71  cos  j$  co$)t, 
sin  a sin. y cos<î  — sin  (5  — m)  cosD  sin  A = si  n m cosji  sin>, 
sin 5 sin£  — sin  (s  — ///  ) sinD  = sin  ni  sin  (8, 


ou 


(*) 


sin(>  — A)  sin /h  cos  (3 
cos  (À  — A)  sin/n  cos{3 


sin.v  cos3  sin  (a  — A ) , 
sin  5 cos<î  cos  (a  — A) 
— sin  (j  — m ) cos  D , 

sin/n  sin  fi  = sin  e sin<î  — sin  (s  — ni)  sinD. 


Mais  nous  avons 

sin  s cos  S cos  (a  — A)  — sin(j  — m)  cosD 

= sin$  [cos 0 cos(a  — A)  — cos/n  cosD]  -j-  cos.s  sinw  cosD, 

et 

sin  s sin£  — sin(j  — ///)  sinD 

= siny  [sinÆ  — cos  m sinD]  -4-  cosj  sin/n  sinD, 
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de  plus,  dans  le-triangle  sphérique  considéré, 

IsinM  sin/w  = cosd  sin  (a  — A), 
cosM  sin/n  = sin  S cosD  — cosÆ  sinD  cos(a  — A) , 
cos  ni  = sin<î  sinD  -t-  eosd  cosD  cos(a  — A), 

relations  d'où  l’on  déduit 

cos  (a  — A)  cos  S = cosD  cosw  — sinD  sin  m cosM, 
sinÆ  = sinD  costo  -+-  cosD  sinm  cosM, 

et  les  équations  (g)  prennent  la  forme 

Isin(X  — A)  cosfl  = sin  a sinM, 
cos(X  — A)  cos  {5  = cosî  cosD  — sinr  sin  D cosM , 
sin  p = cosr  sinD  -+-  sinr  cosD  cosM, 

formules  dans  lesquelles  .t  et  M ont  été  calculées  au  moyen  des  équa- 
tions (rf)  et  {/>),  et  qui  donneront  les  quantités  auxiliaires  X et  jl; 
on  calculera  ensuite  cos  m'  au  moyen  de  la  relation  suivante,  dé- 
duite de  la  comparaison  des  formules  (e)  et  (/)  : 

cos  m'  = cos  m -t- /sin  m [sin?  sinp  -t-  cos®  cosfl  cosi  cose 

-t-  cos?  cos  [3  sinX  sine] 

= cos  m -+-  /sinm  [sin?  sinp  -t-  cos?  cosfl  cos(X  — e)]. 

Actuellement  désignons  encore  par  T l’époque,  en  temps  moyen 
du  premier  méridien,  pour  laquelle  sont  calculées  les  quantités  a, 
S,  A et  D,  par  L le  temps  sidéral  correspondant,  et  par  l la  lon- 
gitude supposée  orientale  du  lieu  auquel  se  rapportent  e et  ?, 
nous  aurons 

e = / -t-  L, 

X — e = X — L — /; 

ainsi,  en  posant 


(A) 


A — X — L , 

cos  ï = sin?  sin  p -f-  cos?  cos  (5  cos  (A — ), 
nous  obtiendrons  la  formule  simple 
(/)  cosm'  = cos/n  -4-/sinm  cosÇ. 
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Or,  remarquons  que  les  quantités  auxiliaires  > et /,  1 et  p ne 
dépendent  que  de  la  valeur  initiale  T adoptée  pour  le  temps;  par 
conséquent,  si  l’on  imagine  que  A et  p définissent  la  direction  d'un 
rayon  de  la  Terre,  ou,  en  d'autres  termes,  que  A et  p soient 
la  longitude  et  la  latitude  d'un  point  C de  la  Terre,  ce  point 
sera  fixe,  et  la  Terre  étant  considérée  comme  sphérique  î sera, 
d’après  la  seconde  des  formules  (A),  la  distance  angulaire  de  ce 
point  fixe  C et  du  lieu  de  la  surface  défini  par  la  longitude  l et 
la  latitude  y,  c’est-à-dire  du  lieu  considéré.  La  formule  (/) 
conduit  donc  à cette  conséquence  importante  : A un  même  in- 
stant absolu  qui  correspond,  pour  te  premier  méridien  choisi,  au 
temps  sidéral  L ou  au  temps  moyen  T,  et  pour  chaque  lieu  de  la 
surface,  au  temps  moyen  T -H  /,  ta  distance  apparente  des  deux 
astres  est  tel  même  pour  tous  les  points  de  la  surface  de  la  Terre 
qui  donnent  à Ç la  même  valeur,  c’est-à-dire  pour  tous  les  lieux 
qui  sont  situés  sur  un  petit  cercle  décrit  du  point  C comme  pèle 
avec  la  distance  polaire  Ç (*), 

Cherchons  maintenant  l’époque  à laquelle,  de  tous  ces  lieux,  les 
astres  paraissent  à la  distance  m.  L'équation  (/)  donne 


d’où 


dm  — — fea  sÇ, 


dt=  — 


/cosi; 

dm 

fît 


Mai  si  m est  une  petite  quantité,  comme  cela  a lieu  au  moment 
du  contact  des  deux  bords,  on  a,  d'après  les  formules  ( A ), 

m = (a  — A)  cos  j-(d  + D)sinM  -4-  (<î  — D)  cosM, 


dm  d (a  — A ) 


rit  dt 

ou  d'après  les  formules  (B), 


cosi(cf  -+■  D)sinM 


d (t  — D) 
dt 


cosM, 


” = n cos(M  — N); 


(*)  Os  théorème  a été  donné  par  Lagrange  ( Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin  pour  1766). 
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il  en  résulte 


dt  — — 


/cosÇ 


n cos  (M  — N) 


Par  conséquent  si,  pour  un  observateur  placé  au  centre  de  la 
Terre,  les  deux  astres  paraissent  au  temps  T à la  distance  m,  ils 
seront  à cette  même  distance  pour  un  observateur  placé  en  un 
point  de  la  surface,  à l’époque 


n cos(  M — N) 
/cosÇ 


en  temps  du  premier  méridien, 
l,  en  temps  du  lieu. 


n cos  ( M — N ) 

Ce  problème  résolu,  il  est  facile  de  passer  au  cas  particulier 
du  contact;  il  suffit  de  remplacer  dans  les  formules  précédentes, 

m par  R ± r, 

M par  O» 

or,  d'après  les  équations  (E)  et  (F),  on  a aux  moments  des 
contacts 

0 = N — -t-  1800,  pour  l’entrée* 

0=N  + iji,  pour  la  sortie. 

Il  suffira  donc,  pour  avoir  les  époques  de  contact  au  lieu  déter- 
miné de  la  surface,  d’ajouter  aux  temps  calculés  pour  le  centre 
les  quantités 

/co»ï  ,,  , . 

ri  pour  I entree, 

n cos-ji  r 

/cosï 

-I 7 1 

n cosiji 

Tableau  îles  formules.  — En  résumé,  les  formules  qui  servent 
à la  prédiction  complète  du  phénomène  sont  les  suivantes. 


’>  pour  la  sortie. 


Pour  le  centre  de  ta  Terre. 

Pour  un  temps  T d’un  premier  méridien  voisin  de  l’époque  de 
la  conjonction  ou  meme  coïncidant  avec  la  conjonction,  on  cherche 
dans  les  Tables  les  ascensions  droites  a et  A , les  déclinaisons  $ et  D 
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de  Vénus  et  du  Soleil,  ainsi  que  les  demi-diamètres  apparents 
r et  R de  ces  deux  astres;  on  calcule  ensuite 


m sinM  = (a  — AJcosÿ  (3  4-  D), 
m cosM  — 3 — D, 


n sinN  = '■  A 1 cosi(J  -t-  D), 


n cosN  = 


dt 

d(3  — D) 
dt  ’ 


m sin(M  — N)  . . „ - , ^ 

— =*m^,  — 9®°  < 'l'  < -t-  90°, 

t = — — cosfM  — N)  — y r cosil, 
" . n 

, m R±r 

t =—  — cos(M  — N)  H — cos\j«, 


et  on  en  déduit,  pour  époques  de  l’entrée  et  de  la  sortie, 

pour  l’entrée. . . t = T+  t avec  Q=N  — ij/4-i8o*, 

pour  la  sortie. . . t'=  T 4-  r'  avec  © = N 4- 


Pour  un  lieu  de  longitude  orientale  I et  de  latitude  y. 

Pour  l’entrée  et  la  sortie,  et  avec  les  valeurs  correspondantes 
de  l’angle  ©,  on  calcule  les  formules 

/sinr  = 4-  tt  cos  (R  ± r)  — p, 
f cosr  = — jrsin{R±r), 

n cos^ 

sin(X  — A)  cosfi  = sinr  sinQ, 
cos(X  — A)  cos p = cosrcosD  — sinr  sinD  cosQ, 
sinp  = cos.t  sinD  4-  sinr cosDcos©, 

A =X  — L, 

cosï  = sin  p sirty  4-  cosp  cosf  cos(A  — l), 
où  L est  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  t ou  au  temps  f'; 
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et  l'on  obtiendra  ensuite  en  temps  moyen  du  lieu  les  époques 
de  l’entrée  et  de  la  sortie,  en  calculant  les  expressions 

t + l — g cosÇ,  pour  l’entrée, 

/'-t-  / -+-  g cosÇ,  pour  la  sortie. 

Tous  les  lieux  pour  lesquels 

sin  p sin  y -t-  cos  ji  cos?  cos  (A  — /)  = ± i 

voient  le  phénomène  le  plus  tôt  ou  le  plus  tard.  Ainsi  les  durées 
de  ce  phénomène  pour  un  lieu  de  la  surface  et  pour  le  centre  de 
la  Terre  peuvent  différer  d’une  quantité  presque  égale  à 2 g,  et 
puisque,  pour  le  passage  central,  on  a approximativement 


la  différence  des  deux  durées  peut  atteindre  le  double  du  temps 
nécessaire  h Vénus  pour  parcourir  sur  le  disque  du  Soleil  en 
vertu  de  sa  vitesse  relative,  un  arc  égal  à la  différence  entre 
la  parallaxe  de  Vénus  et  celle  du  Soleil.  Or  la  différence  de 
ces  parallaxes  est  de  23",  et  le  mouvement  horaire  de  Vénus,  à 
l’époque  de  sa  conjonction,  est  de  234",  *a  différence  des  durées 
peut  donc  atteindre  12™;  par  conséquent,  ces  phénomènes  peu- 
vent servir  à déterminer  avec  une  grande  exactitude  la  diffé- 
rence des  parallaxes  du  Soleil  et  de  Vénus,  et  par  suite  celle  du 
Soleil,  à l’aide  de  la  troisième  des  lois  données  par  l’immortel 
Kepler. 

Exemple.  — Pour  le  passage  de  Vénus  du  5 juin  1761,  on  a 
les  lieux  suivants  du  Soleil  et  de  Vénus  : 


Temps 
moyen 
de  Paris. 

A 

D 

a 

t 

h 

0 1 , 

0 t * 

0 • ~ " 

0 1 K 

16 

74.17.  1,8 

-*-21.41.  3.7 

74.25. 5o, 3 

H-22.33. 17,6 

■7 

ig.36,4 

4"  - »9.» 

24  *3,2 

32.32,4 

18 

2210,9 

4..34,5 

22  36,2 

31.47,1 

>9 

24.45,5 

4'-49i9 

20.59,2 

3t.  ',9 

10 

27.20,1 

42.  5,3 

19  22,2 

3o.  |G,() 
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TT  = 29",6o68,  r = 29", o, 

P — 8,4408,  R = 946,  8. 

Les  époques  des  contacts  extérieurs  pour  le  centre  de  la  Terre 
se  calculent  comme  il  suit  : en  prenant 


on  a 


T = *7k> 


a-  A=+4'36",8, 

dt  dt 

* n Q ,a  dà  d D 

j_D  = _8.46)7,  --- 


= — 4' 


I.  o ,7, 


R + r=  975",  8. 


On  obtient  ensuite 


M^ri54°  7', 2,  logm  = 2,76746, 
N==255.2i,9,  log //=  2,38028, 

M — N = — 258°  45',  3, 

• ^ = — 36.  2 ,6, 

- j cos(M  — N)  — 4-  o,4756, 

R - f-  r _ 

H — cos  y = -4-  3,2870; 

T = — 2h,8l  l4  — — 2l>48ra4l*,0, 

r'=4-  3,  7626  —4-  3.45.45,4. 

D’où  résulte,  en  temps  moyen  de  Paris,  pour  époques  de  l’entrée 
et  de  la  sortie  vues  du  centre  de  la  Terre, 

i4h  1 im  I9*>°>  avec  O = 1110  ^',5,  pour  l’entrée, 
20.45.45,4,  avec  O = 219. 19, 3,  pour  la  sortie. 


Si  l’on  veut  ensuite  connaître,  pour  un  lieu  de  la  surface  de  la 
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Terre,  les  époques  des  mêmes  contacts,  par  exemple  celle  de  lu 
sortie,  on  devra  d’abord  calculer  les  constantes- ï et  g.  Mais 
on  a 


s — yo'iv',1,  log/=  r ,32564,  *»g?=:  ' ,03764, 


et  puisque 

0 = 2IÇ)°  19', 3,  D = 22"42'13,  A=74°29',3, 


X=9°i5',9,  p=— 45”44',4- 


De  plus,  le  temps  moyen  de  Paris  20u45",45*,4  correspond  au 
temps  sidéral  i1*45°’ 34*,6;  on  a donc 


A = “ «7°7',7- 


1 Poursuivons  maintenant  le  calcul  pour  un  lieu  donné,  par 
exemple  pour  le  Cap  de  Donne  - Espérance  ; pour  cette  station, 
H *1 

/ = H-  i‘*4"*33«,5,  ? = — 33"56’3". 


Oirjtoi  déduit 

E logcosÇ^  1 ,*>44343,  g cosÇ  = -t-  5'47",o, 
et  par  atiile,  en  temps  «lu  Cap,  l’époque  de  la  sortie  est 

/ -I-  / -+-  g eosÇ  = 


— La  différentiation  de  l’équation 
T — t l + g cos  C 
donne,  ettW^^imant  d T en  secondes, 


â T 

t 


I600.  cos  C ,,  36oo . cos  ( TT — r>  , 

— dy s — p)  — • -r1-  d/,„ 


lus  y 


n cos\}i 


33 


t 


m 


1 


U 

I 


A 
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p,  désignant  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  moyenne  du 
Soleil,  et  on  a pour  l'exemple  précédent,  d T = 4°>4 9 

Ainsi  une  erreur  de  o",  1 3,  dans  la  valeur  adoptée  pour  la  pa- 
rallaxe du  Soleil , change  d'au  moins  5*  de  temps  l'époque  cal- 
culée des  contacts.  Au  contraire,  une  erreur  commise  dans  l'ob- 
servation du  temps  des  contacts  n’aura  qu'une  faible  influence  sur 
la  valeur  de  la  parallaxe  déduite  de  cette  observation;  et  si  les 
époques  des  contacts  du  bord  lumineux  du  Soleil  avec  le  bord 
obscur  de  la  planète  peuvent  se  déterminer  d'une  façon  précise, 
on  obtiendra  de  cette  manière  la  parallaxe  du  Soleil  avec  une 
grande  exactitude. 


I iO.  Détermination  de  ht  parallaxe  du  Soleil  par  les  passages 
de  l'émis.  — Pour  obtenir  l'équation  de  condition  complète  qui 
convient  à chaque  observation  de  contact,  on  part  de  l'équation 

(a)  (a’—  A')1  cos1  S,  -+-  (S'—  D')’  = (R±r)!, 

dans  laquelle  a',  A'  et  S',  D'  sont  les  ascensions  droites  et  les  dé- 
clinaisons apparentes  de  Vénus  et  du  Soleil,  non  corrigées  de  la 
parallaxe,  et  dans  laquelle  S,  est  la  moyenne  arithmétique  des 
deux  déclinaisons 

<?.  = !(*' + D'). 


Mais  les  parallaxes  des  deqx  astres  sont  de  petites  quantités,  il  en 
est  de  même  des  différences  de  leurs  ascensions  droites  et  de  leurs 
déclinaisons  pour  les  époques  des  contacts;  on  peut  donc,  en 
posant 

a,  — [ (a  -4-  A), 

écrire 

a'—  A'  = a — A -t-(7T  — p)  cosy'  sécJ,  sinfa,  — 0), 

5' — D '—S  — D-^-  (ir  — p)  [cos  y ' si  n o,  cos  ( a,  — 0)  — siny'  cosJ,,]. 

Introduisons  maintenant  les  grandeurs  auxiliaires  suivantes 


| It  sinH  = cos*'  sin(a, — 0), 

/ h cosH  = coso'  cos  ( y.,  — 0 ) si  n d,  — siny'coso,, 
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l’équation  [n)  deviendra 

[a  — A -t-  (jt  — p)  h sin H sécd,]1  cos-'à, 

4-  [£  — D 4-  (ir  — p)  h cosH]1  = (R  ± r)3. 

Les  quantités  a,  A,  S,  D,  jr,  p,  R et  r sont  supposées  prises 
dans  les  Tables;  si,  au  contraire,  a 4-  dz , A4-</A,  « + d3, 
D 4-  dD,  it  4-  diz,  p 4-  dp,  R 4-  </R  et  r 4-  dr  sont  les  valeurs 
exactes,  et  dl  l’erreur  de  la  valeur  adoptée  pour  la  longitude  du 
lieu  d’observation,  l'équation  précédente  devient 


a — A4-  — p)  h sin  H séc  3, 

r/ U — Al  1’ 

4-  d (a  — A)  4-  d(n  — p)  h sin  H sécj, - dl  cos 

4-  — D 4-  (»r  — p)  h cos  H 

4-  d(3  — D)  4-  d[  n — p)  h cos  H ^ d 

= [R  4-rfR±(r-^  rfr)]». 

Dans  le  développement  de  cette  équation,  négligeons  les  carrés  et 
les  produits  de  n — p et  des  variations,  et  posons 

A'  = a — A 4-  (n  — p)  h sin  H séc£, , 

D'=  9 — D 4-  ( tt  — p)  h cos  H ; 


nous  obtenons 


A':cos3i,  4-  D'3 — (R ±/-)’ 

= — 2 A' cos J à,d\3.  — A ) — 2[A'/i  s i n H cos S„ 4- D'h  cos  H ] d (w  — p ) 


— D)4-  2 

4-  2 ( R ± r)  d (R  ± r). 


A' 


dix  — A) 

7t 


cos’Æ,. 


J, 

dl 


dl 


Mais  si  on  représente  par  m'  la  quantité  (A',cos1£,4-  D'1),  on  a 
approximativement 

///’ — (R  db  /•)'=:  2/n  [m  — (Ri  r)] 
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et,  par  suite, 
m [ m — ( R ± r)  ] 

= — A'  cos A)— D'//(i  - D) 

— [A' A sin  H cos  9,  •+-  D' h cos  H ] rf(ir  — p) 


-A) 


<U 


cos’  3,  -4-  D‘ 


D) 

dt 


r//-t-[R±r]z/(R: 


Soient  maintenant 


(B) 

j m cos  M 

— D 1 

( su  sin  M 

= A'  cosJ„j 

1/  _T 

I 

d{3  — 

U) 

i n cos 

3 600 

dt 

(C) 

< 

i • V 

1 

d(a.  — 

AJ 

f n sin  > 

36oo 

dt 

coso», 


l’équation  précédente  devient 

R ± r — m 
I h cos  [ M — N ) 

D)  J - *inMc?A-rf(, 


(O) 


d(t> 

n cos(M  — fl) 
h ros  (M  — H)  7r  — p 
si  cos  (M — N)  p „ 


A) 

dp. 


cosM 


n cos  ( M — N ) 


d[S—  D) 


n co  s ( M — N 


;f/(R±r); 


la  différence  de  longitude  a du  être  déterminée  par  d’autres 
observations.  On  pourrait  donc  poser  <il  — o,  et  par  suite  né- 
gliger le  dénominateur  commun  sscos(M — N);  mais  puisque 

„ cos(  M — JN  1 = — . il  faudra,  lorsque  l’on  conservera  ce  déno- 

minateur,  que  R ± r — m soit  exprimé  en  secondes  de  temps. 


Exemple.  — Au  Cap  de  Bonne-Espérance,  on  a observé  le  se- 
cond contact  intérieur  (sortie)  à l'époque 

2 1 11 38"  3\3  temps  moyen  du  Cap, 

20 .33.29  ,8  temps  moyen  de  Paris, 

1.33.33  ,2  temps  sidéral. 
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On  avait  ainsi  0 = 2h  37®49*>  7 = 37°27'25".  De  plus,  pour  ce 
temps  moyen  de  Paris, 


a = 74*  18'  28", o5, 

a = 74 • 28.46  ,41 , 


$ — 22°  29'  5 l",  32, 
D — 22.42.  i3  ,90, 

a0  = 74-  23. 37  ,23,  £,  = 22.36.  2,61, 

a — A = — 10.18,36,  £ — D = — 12.22,58, 

a„  — 0 = 34056'  1 2", 

(ir  — p)  h sinH  = -f-  10", o7,  H — 3i°34',  o, 
(tt  — p)  h çosH  = -h  16  ,39,  log/i  = 1 ,95835, 

( 7T  — p)  h sin H séc £0  = -f-  1 o",  90 , 

A'=  — 10'  7",46,  D'=  — 12' 6",  19, 

M = 2I7°4o',7,  log/W  = 2 ,96262  , 

N = 255.19  f 3,  log  //  = 2,8^4  1 2 . 


Or 


R — r=  91 7",  80  p0  — 8",57ii6; 
on  obtient  donc 


0=5,3  -h  io,684.^/( a — A ) -f-  i4,986.rf(*  — D) 

-f-  42 , 240 . dp 0 -f-  1 8,934 . d ( R — r) . 

Valeurs  de  la  parallaxe . Chaque  observation  d’un  contact  in- 
térieur ou  extérieur  donnera  une  équation  de  la  même  forme 

o = n -h  ad[at  — A)  -f-  bd(d  — D)  -f-  cdp9-\-  ed[ R ip  r)  ; 

d’un  système  de  pareilles  équations,  on  déduira  les  valeurs  les 
plus  probables  des  inconnues,  en  rendant  minimum  la  somme  des 
carrés  des  erreurs  résiduelles. 

C’est  de  celte  manière  que  Encke  trouva,  par  une  discussion 
approfondie  de  toutes  les  observations  des  passages  de  Vénus  en 
i76i  et  i769,  que  la  parallaxe  du  Soleil  était  8",5776.  Plus 
récemment,  après  la  découverte  du  manuscrit  original  des  obser- 
vations du  P.  Dell,  faites  s»  Wardoë  en  Laponie,  sur  le  passage 
de  1 76(),  il  changea  cette  valeur  d’une  petite  quantité,  et  adopta 
le  nombre 


8//,57i  16. 


5i8 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE 


La  parallaxe  du  Soleil  étant  ainsi  déterminée,  celle  d'un  astre 
quelconque,  dont  la  distance  au  centre  de  la  Terre  est  à (le  demi- 
grand  axe  de  l’orbite  terrestre  est  pris  pour  unité),  sera  donnée 
par  l’équation 

8",  57 1 16 

A 


stn/>  = ■ 


On  a pendant  longtemps  accordé  une  grande  confiance  au 
nombre  donné  par  Encke  ; mais  des  recherches  récentes  sont 
venues  lui  enlever  toute  certitude.  Ainsi  M.  Le  Verrier  a adopté, 
dans  scs  Tables  du  Soleil,  la  valeur  8",ç)5;  les  travaux  de  Fou- 
cault sur  la  vitesse  de  la  lumière  conduisent  au  nombre  8",  86,  et 
enfin  une  nouvelle  discussion  des  observations  du  passage  de 
Vénus  en  1769  faite  par  M.  Powalky  donne  la  valeur  8",  86. 

En  raison  de  l’importance  et  de  l'actualité  de  cette  question, 
nous  y reviendrons  dans  la  seconde  Partie. 


Remarque  I.  — Les  passages  de  Mercure  sur  le  disque  du  Soleil  se  prêtent 
moins  à une  bonne  détermination  de  k»  parallaxe  du  Soleil,  que  ceux  de  Vé- 
nus. En  effet,  au  moment  de  sa  conjonction  inférieure,  le  mouvement  horaire 
de  Mercure  atteint  530*,  et  la  différence  des  parallaxes  de  Mercure  et  du 
Soleil  est  d'environ  9";  si  Ton  applique  l'équation  ( D ) au  passage  de  Vénus 
et  à celui  de  Mercuro,  les  coefficients  de  dp # seront  donc  entre  eux  dans  le 
rapport 

a3  55o 

— X— • 

y ^4 

Ainsi  ce  coefficient  sera  six  fois  plus  grand  pour  Vénus  que  pour  Mercure, 
et  une  erreur  de  5*  sur  l'observation  du  temps  d’un  contact  dans  un  pas- 
sage de  Mercure  produirait  une  erreur  de  0*, 8 sur  la  parallaxe  du  Soleil.  En 
raison  de  la  grande  excentricité  de  l'orbite  de  Mercure,  ce  rapport  peut 
néanmoins  devenir  favorable,  par  exemple  si,  à l'époque  de  an  conjonction 
inférieure  Mercure  se  trouve  en  môme  temps  à son  aphélie,  c'est-à-dire  à 
sa  plus  grande  distance  du  Soleil. 


Remarque  11.  — Consulter  sur  les  passages  de  Vénus  et  de  Mercure  : 
Esche.  — Die  Enljernung  der  Sonne  von  der  Erde  aus  dem  Vcnusdurch- 
gang  von  1 7G1  hergeleitet.  Gotha,  i8aa. 

Esche.  — Der  Venusdurchgang  von  t-69  als  Fortsetsung  der  Ahhandlung 
über  die  Enljernung  der  Sonne  von  der  Erde.  Gotha,  182$. 

Le  Verrier.  — Annales  de  l'Observatoire  impérial.  On  trouvera,  vol.  V 
et  Vf,  une  discussion  des  anciennes  observations  des  passages  de  Mercure 
et  de  Vénus  et  les  formules  relatives  à ces  passages. 

FIN  DE  L’ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 
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ARITHMÉTIQUE. 

{BACHET,  sieur  de  MÉZIRIAC.  — Problèmes  plaisants  et  délectables 
qui  se  font  par  les  nombres.  3e  édition,  revue,  simplifiée  et  augmentée  par 
A.  Laboitic,  Professeur  de  Mathématiques.  Petit  in -8,  caractères  elzévirs,  titre 
en  deux  couleurs,  papier  vergé,  couverture  parchemin;  1 87.^.  ( Tiré  à vêtit 
nombre.) 6 fr. 

f BOURDON,  ancien  Examinateur  d'admission  à l’École  Polytechnique.  — Élé- 
xnents  d’ Arithmétique  ; 35e  édit.,  rédigée  conformément  aux  nouveaux  Pro- 
grammes de  l’enseignement,  ln-8;  1873.  {Adopté par  l'Université  )......  4 fr. 

iFATON  (le  P.).  — Traité  d' Arithmétique  théorique  et  pratique,  terminé 
par  une  petite  Table  de  Logarithmes.  Chaque  théorie  est  suivie  d'un  choix 
d’Exerciccs  gradues  de  calcul  et  d’un  grand  nombre  de  Problèmes.  7®  édition. 
In-ia;  1874  • (Autorisé  par  l’Université.)  Broché 2 fr.  75  c. 

Cartonné 3 fr.  20  c. 

fPATON  (le  P.).  — Premiers  éléments  d' Arithmétique,  à l'usage  des  classes 
inferieures  de  grammaire.  4e  édition;  in-ia;  i8;5.  Broché 1 fr.  5o  c. 

Cartonné.. . . 1 fr.  90  c. 

FINANCE  (Ch.),  Officier  d] Académie,.  Professeur  nu  collogede  Saint-Dié.  — 
Arithmétique,  à l’usage  «les  Elèves  des  Ecole*  normales  primaires,  des  Collèges, 
des  Lycées,  des  Pensions,  comprenant  les  matières  exigées  pour  le  brevet  d’insti- 
tuteur et  pour  l’admission  aux  Ecoles  des  Arts  et  Métiers.  Nouvelle  édition,  revue 
et  augmentée,  ln-ia;  1874 a fr.  5o  c. 

iLIONNET  (E.),  Examinateur  suppléant  à l’Ecole  Navale.— Eléments  d’ Arith- 
métique. ( Autorisé  par  l’Université .)  3e  édition,  ln-8  ; iti5j 4 fr. 

fUONNET  (E.).  — Complément  des  Éléments  d 'Arithmétique, comprenant 
les  Approximations  numériques,  à l’usage  des  Candidats  aux  Ecoles  du  Gou- 
vernement et  au  Baccalauréat  ès  Sciences.  (Autorisé  par  l’Université.)  a®  édition, 
in-8;  1837...., *. 1 ir.  5o  c. 

Les  Approximations  numériques  se  vendent  séparément 1 fr. 

fSERRET  (J. -A.),  Membre  de  l’Institut.  — Éléments  d’ Arithmétique  , à 
l’usage  des  candidats  au  Baccalauréat  ès  Sciences  et  aux  Ecoles  spéciales. 
5*cdit.,revuectaugmentée.In-8;  1868.  (Autorisé  par  décision  ministérielle.)  4 fr. 

+ VIEILLE. — Théorie  générale  des  approximations  numériques,  à l’usage  des 
Candidatsaux Ecoles spécialesdu Gouvernement. ln-8; 2e édit.;  1864.  3 fr.  5oc. 

ALGEBRE* 

*AMABIEU  (JP. -F.).  — Notiops  élémentaires  d’ Algèbre,  exigées  pour  l’ad- 
mission à l’École  Navale,  à l’École  de  Saint-Cyret  à l’Ecole  Forestière,  ln-12 
avec  figures;  3e  édition;  1867 3 fr. 

iBOURDON.  — Éléments  d’Algèbre,  avec  NoteB  de  M.  Prouhet.  i4côdit., 
in-8;  1873.  (Adopté par  l’Université.) » 8 fr. 

{-CHOQUET,  Docteur  ès  Sciences,  ancien  Répétiteur  à l’Ecole  d’Artillerie  de  la 

Flèche.  — Traité  d’Algèbre.  In-8;  1 856.  (Autorisé) 7 fr.  5o  c. 

In-8;  C. 
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f LACROIX  (S . -P.) . — Éléments d’ Algèbre,  à l’usage  des  candidats  aux  Ecoles  du 
Gouvernement.  aa*  édition,  revue,  corrigée  et  annotée  conformément  aux  nou- 
veaux Programmes  de  l’enseignementdans  les  Lycées,  par  M.  Prouhet,  Professeur 
de  Mathématiques.  I n— 8 ; 1871.  {Autorisé par  décision  ministérielle.).. . . 6 fr. 

f LACROIX  (S.-F.).  — Complément  de»  Éléments  d’ Algèbre  à l'usage  de 
l’Ecole  centrale  des Quatrc-Nations.  7e  édition.  In-8;  i863, 4 fr. 

LAURENT  (H.),  Répétiteur  d’Analyse  à l’École  Polytechnique.  — Traité 
d’ Algèbre  à l’usage  des  Candidats  aux  Écoles  du  Gouvernement.  a®  édition. 
ln-8;  1875 7 Ir.  5o  c. 

LEFÉBURE  DE  FOURC7. — Leçons  d’ Algèbre.  8®  édition  ; 1870.  7 fr.  5o  c. 

fLIONNET.  — Algèbre  élémentaire,  à l’usage  des  Candidats  au  Baccalauréat 
ès  Sciences  et  aux  Ecoles  du  Gouvernement.  3e  édition,  Iri-8;  1868.  4 fr. 

fROUCHÉ  (E.),  ancien  Elève  de  l'École  Polytechnique,  Professeur  au  Lycée 
Charlemagne.  — Eléments  d’ Algèbre,  h l’usage  des  Candidats  au  Baccalau- 
réat ès  Sciences  et  aux  Ecoles  spéciales.  In-8,  avec  u8  fig.;  1857...  4 fr» 

fSALMON. — Leçons  d’ Algèbre  supérieure,  traduites  de  l’anglais  parM.  Rotin, 
avec  Notes  par  Al.  Hermite , Membre  de  l’Institut.  lr.-8;  186S 7 fr.  5oc. 

GÉOMÉTRIE. 

fBELLAVITIS  (&.).  — Exposition  de  la  Méthode  des  Équipollences,  traduit 
de  l’italien  par  M.  Laisant , capitaine  du  Génie,  lu-8,  avectig.  dans  le  texte; 


1874 4 fr*  30  c. 

f CHASLES.  — Traité  des  Sections  coniques,  faisant  suite  au  Traité  de  Géo- 


métrie supérieure.  Première  Partie.  In-8,  avec  5 planches;  i8G5 9 fr. 

La  deuxième  Partie , qui  est  sous  presse , se  vendra  de  même  séparément. 

COMPAGNON  (P.-F.),  Professeur  au  Collège  Stanislas.  — Éléments  de 
Géométrie.  Cet  Ouvrage  est  surtout  destiné  aux  jeunes  gons  qui  se  préparent 
aux  Écoles  du  Gouvernement,  ln-8,  avec  figures;  18G8 7 fr. 

COMPAGNON  (P.-F.).  — Abrégé  des, Éléments  de  Géométrie.  Cet  Ou- 
vrage s’adresse  plus  particulièrement  aux  Elèves  do  l’Enseignement  secondaire 
spécial  et  aux  Candidats  au  Baccal.ès  Lettres  ou  au  Baccal.èsSc.  ln-8,  avec  fig.; 
1868.  ( Autorisé  par  le  Conseil  supérieur  de  l’Enseignement  secondaire  spécial). 

4 fr.  5o  c. 

f HOUEL  (J.),  Professeur  de  Mathématiques  pures  à la  Faculté  des  Sciences  de 
Bordeaux.  — Essai  critique  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie 
élémentaire  ou  Commentaire  sur  les  XXXIX  premières  propositions  des 
Éléments  d’Euclide.  ln-8,  avec  figures;  1867 a fr.  Soc. 

fHOUSEL,  ancien  Elève  de  l’Ecole  Normale  supérieure.  — Introduction  à la 
Géométrie  supérieure,  ln-8,  avec  8 planches;  i865 6 fr. 

fLACROIX  (S.-F.).  — Éléments  de  Géométrie,  suivis  de  Notions  sur  les 
courbes  usuelles.  18e  édition,  conforme  aux  Programmes  de  l’enseignement  dans 
les  Lycées,  revue  et  corrigée  par  M.  Prouhct , Répétiteur  à l’Ecole  Polytechnique. 
ln-8,  avec  aao  fig.  dans  le  texte;  1872.  {Autorisé  par  décision  ministérielle.),  4 fr. 

-j-MARIE  (F--C.-M.).  — Géométrie  stéréographique,  ou  Relieft  des  Po- 
lyèdres pour  faciliter  l'étude  des  Corps,  en  a5  pl.  gravées  dont  sur  carton  et 
découpées,  d’après  l’ouvrage  anglais  de  Cowlejr.  ln-8;  1 835 5 fr. 

*PAUL  (de),  Professeur  à l'École  municipale  Turgot.  — Géométrie  élémen- 
taire, théorique  et  pratique  , Ouvrage  rédigé  surtout  en  vue  des  applications 
à l’industrie. 

Première  partie  : Géométrie  plane,  suivie  d’un  Expose  élémentaire  du  Lever 
des  Plans  et  de  V Arpentage.  In-tS,  sur  jésus,  avec  i54  ligures  dans  lo  texte; 
i865 a fr.  5o  c. 

Deuxième  partie  : Géométrie  dans  l’espace , suivie  d’un  Exposé  élémentaire  du 
Nivellement,  ln-18  jésus,  avec  i45  figures  dans  le  texte;  1 858 a fr. 

PONCELET,  Membre  de  l’institut.  — Traité  des  Propriétés  projectives 
des  figures.  ae  édition,  i865-i866.  a volumes  in<4,  avec  de  nombreuses  planches 

gravées  sur  cuivre;  1 865—  1 8GG 4°  fr» 

Le  IIe  volume  se  tend  séparément uo  fr. 

fROUCHÉ  (E.)  et  DE  COMBEROUSSE  (Ch.).  —Éléments  de  Géométiie. 

rédigés  oonform.  aux  Program.  a*  édit,  ln-8,  avec  fig.  dans  le  texte;  1873.  5 fr. 
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fROTJCHÉ  (E.)  et  DE  COMBEROUSSE  ( Ch.).  — Traité  de  Géométrie  élé- 
mentaire, conforme  aux  Programmes  orüciels,  renfermant  un  très-grand 
nombre  d’exercices  et  plusieurs  Appendices  consacrés  à l’exposition  des  prin- 
ctPALES  méthodes  db  la  Géométrie  moderxe.  3®  édition,  revue  « t notablement  aug- 
mentée. In-8,  avec  612  fig.  dans  le  texte  et  io85  Questions  proposées  ; 1873-1874. 

la  fr. 


On  vend  séparément  : 


Première  Partie  {Géométrie plane.) 5 fr. 

Deuxième  Partie  ( Géométrie  dans  Vespace ) 7 fr. 


fSERRET  (Paul),  Docteurès  Sciences,  Membre  de  la  Société  Philomathique.  — 
Géométrie  de  Direction.  Application  des  coordonnées  polyédriques.  Propriété 
de  dix  points  de  l'ellipsoïde,  de  neuf  points  d’une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre , 
de  huit  points  d’une  cubique  gauche . ln-8,  arec  fig.  dans  le  texte;  1869. . . 10  fr. 

fTARNIER,  Inspecteur  de  l’Instruction  primaire  à Paris.  — Éléments  de  Géo- 
métrie pratique,  conformes  au  Programme  de  l'enseignement  secondaire  spé- 
cial (année  préparatoire,  Sciences),  à l’usage  des  Écoles  primaires  et  des  divers 
établissements  scolaires.  In-8,  avec  figures  dans  le  texte,  accompagné  d’un 
Atlas  in-folio  contenant  t planche  typographique  et  7 belles  planches  eoloriées 
gravées  6ur  acier;  1873. 

Prix  du  texte  broché,  avec  l’Atlas  en  feuilles  dans  une  couvert,  imprimée.  6 fr. 

Prix  du  texte  cartonné  et  de  l’Atlas  cartonné  sur  onglets 8 fr.  75  c. 

On  vend  séparément  : 

Le  texte,  broché 3 fr.  5o  c.  Le  texte,  cartonné 3 fr.  a5  c. 

L’Atlas,  en  feuilles.  3 fr.  5o  c.  L’Atlas,  cart.  sur  onglets.  5 l'r.  éo  c. 

Les  8 planches  collées  sur  loile,  et  formant  une  grande  carte  murale , vernie, 
avecgorgeet  rouleau 12  fr. 

Les  8 planches  collées  séparément  sur  carton,  avec  anneau 10  fr. 

f VIAN  T (J.).  — Notions  sur  quelques  courbes  usuelles,  à l’usage  des 
Candidats  aux  Écoles  et  au  Baccalauréat.  In-8,  avec  pl.;  i8Gj..  a fr.  5o  c. 


TRIGONOMÉTRIE. 


*f  BOURDON . — Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique.  In-8,  avec  figures 
dans  le  texte;  1 854 - ( Adopté  par  l’Université.) 3 fr. 

CARÊME.  — Trigonométrie  rectiligne.  In-8,  avec  fig.;  1869...  a fr.  5o  c. 
fDELISLE,  F.xn  mina  leur  de  la  Marine,  et  GERONO,  Prolesseur  de  Mathéma- 
tiques. — Éléments  de  Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique.  6®  édition, 

revue  et  augmentée.  In-8,  avec  planches;  t868  3 fr.  5o  c. 

fLACROIX  (S.-F.)  — Traité  élémentaire  de  Trigonométrie  rectiligne  et 
sphérique  et  d'application  de  l’Algèbre  à la  Géométrie.  1 Ie  édit.,  revue  et 
corrigée;  in-8,  avec  planches;  i8G3 4 fr* 

fSERRET  (J. -A.),  Membre  de  l’Institut.  — Traité  de  Trigonométrie.  6®  édi- 
tion. In-8,  avec  planches;  1875.  ( Autorisé  par  décision  ministérielle.). ..  \ fr. 

APPLICATION  DE  L'ALGEBRE  A LA  GEOMETRIE. 


f BOURDON.  — Application  de  l’Algèbre  à la  Géométrie,  comprenant  la 
Géométrie  analytique  à deux  et  à trois  dimensions.  7*  édition,  revue  et  anno- 
tée par  M.  Darboux.  In-8,  avec  pl.;  1873  .{Adopté  par  l’Université.).  ...  8 fr. 

fDELISLE  et  GERONO. — Géométrie  analytique,  ln-8,  avec  pl.;  1 854-  5 fr. 

LEFÉBURE  DE  FOUZICT. — Leçons  de  Géométrie  analytique.  9e  édi- 
tion; 1871 7 fr.  5o  c. 

P AIN  VIN  (L.).  —Principes  de  Géométrie  analytique.  2 volumes  grand  in-4 
lithographiés,  de  pins  de  800  pages  chacun,  avec  nombreuses  fig.  dans  letexte. 

If®  Partie.  — Géométrie  plane ; 1866 (Rare.) 

II®  Partie.  — Géométrie  de  l’espace ; 1871 23  fr. 

PONCELET.  — Applications  d’ Analyse  et  de  Géométrie  qui  ont  servi  de 
principal  fondement  au  Traité  des  Propriétés  projectives  des  figures. 
1 forts  volumes  in-8, avec  figures  dans  le  texte  ; 18G2-1864 . ..  20  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément 10  fr. 

fSALMON.  — Traité  de  Géométrie  analytique  ( Sections  coniques );  traduit  de 
l’anglais  par  M.  Resal , Ingénieur  de9  Mines,  et  M.  Vaucheret,  ancien  Élève  de 
l’École  Polytechnique.  In-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1870 10  fr. 
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TABLES  DE  LOGARITHMES,  D’INTERETS,  ETC. 

tHOÜEL  ( J.).  — Tables  de  Logarithmes  à CINQ  DÉCIMALES  pour  les 
Nombres  et  les  Lignes  trigonométriques,  suivies  des  Logarithmes  d’addition 
et  de  soustraction  ou  Logarithmes  de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles. 
Nouvelle  édition.  Grand  in-8;  i8^3.  (Autorisé  par  décision  ministérielle.)  a fr. 

fHOUEL  (J.).  — Recueil  de  Formules  et  de  Tables  numériques,  formant  le 
complément  des  Tables  de  Logarithmes  à cinq  décimales  du  même  Auteur. 
2e  édition.  Grand  in-8,  1868 4 fr.  5o  c. 

fLALANDE.  — Tables  de  Logarithmes  pour  lesNombres  et  les  Sinus  à CINQ 
DÉCIMALES,  revues  par  le  baron  Rcynaud.  Edition  augmentée  de  For- 
mules pour  la  Résolution  des  Triangles,  par  M.  Dailleul , typographe,  et  d’une 
Nouvelle  Introduction.  In-i8;i873.  (Autorisé par  décision  ministérielle.),  a fr. 

fLALANDE. — Tables  de  Logarithmes,  étendues  à SEPT  DÉCIMALES, 

par  F.-C.-M.  Marie,  précédées  d’une  Instruction,  par  le  baron  Reynaud.  Nou- 
velle édition,  augmentée  de  Formules  pour  la  Résolution  des  Triangles,  par 
M.  Dailleul,  typographe.  In-12;  1875 3fr.  5o  c. 

PEREIRE  (E.).  — Tables  de  l'intérêt  composé,  des  annuités  et  des  rentes 

viagères.  ae  éd.,  augmentée  de  8 Tableaux  graphiques.  In-^j  1873...  10  fr. 

fSCHRON  (L.  ). — Tables  de  Logarithmes  à sept  décimales  pour  les  nombres 
depuis  1 jusqu’à  108000  et  pour  les  lignes  Irigonomélriques  de  dix  se- 
condes en  dix  secondes  ; et  Table  d’interpolation  pour  le  calcul  des  par* 
ties  proportionnelles!  précédées  d’une  Introduction  par  J . Hoüel,  Profes- 
seur à la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  2 beaux  volumes,  grand  in-8  jésus, 
tirés  sur  vélin  collé.  Paris,  1873. 

PRIX 

Broché.  Cartonné. 

Tables  de  Logarithmes 8 Ir.  q fr.  75  e. 

Table  d’interpolation a 3 a5 

Tables  de  Logarithmes  et  Table  d'interpolation  réu- 
nies en  un  seul  volume 10  11  75 

VASSAL  (le  major  Vladimir),  ancien  Ingénieur.  — Nouvelles  Tables  don- 
nant avec  cinq  décimales  les  logarithmes  vulgaires  et  naturels  des  nombres 
de  1 à 10S00  et  des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques,  pour  tous  les 
degrés  du  quart  de  cêrcle  de  minute  en  minute.  Un  beau  volume  in-4,  im- 
primé sur  vélin  -,  1872... 12  fr. 

fVIOLEINE  (A. -P.),  Chef  de  bureau  au  Ministère  des  Finances.  — Nouvelles 
Tables  pour  les  calculs  d’intérêts  composés,  d’ Annuités  et  d’ Amortis, e- 
ment.  3e  édition,  revue  et  développée  par  M.  Laos  d'Agucn,  gendre  de 
l’Auteur.  ln-4;  t8;3 i5  fr. 

géométrie  descriptive  et  applications. 

*CABANIÉ,  Charpentier,  Professeur  du  Trait  de  Charpente,  de  Mathémati- 
ques, etc. — Charpente  générale  théorique  et  pratique.  2 volumes  in-folio, 
avec  planches,  a®  édition  ; 1864 5o  fr. 

Ou  vend  séparément  : le  tome  1er,  Bois  droit a5  fr. 

le  tome  II,  Bois  croche a5  fr. 

Pour  recevoir  l’Ouvrage  Jranco , ajouter  a fr.  5o  c.  par  volume. 

fGOURNERIE  (de  la).  — Traité  de  Géométrie  descriptive.  In -4,  publié  en 
trois  Parties,  avec  Atlas 3o  fr. 

Chaque  Partie  se  vend  séparément 10  fr. 

La  ire  Partie  (2®  édit.,  1873)  contient  tout  ce  qui  est  exige  pour  l'admission 
à l’École  Polytechnique.  Les  deux  dernières  Parties  sont  le  développement  du 
Cours  do  Géométrie  descriptive  professé  à l’Ecole  Polytechnique. 

LACROIX  (S. -F.).  — Essais  de  Géométrie  sur  les  Plans  et  les  Surfaces 
courbes  (Éléments de  Géométrie  descriptive).  7e  édition, revue  et  corrigée. 
ln-8,  avec  planches  ; i8.{o « 3 fr. 

LEFÉBURE  DE  FOURGV.  — Traité  de  Géométrie  descriptive.  7e  édi- 
tion. a vol.  in-8,  dont  un  se  compose  de  3a  planches  ; 1870 10  fr. 
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i LEROY  ^C.-F.-A.),  ancien  Professeur  â l'Ecole  Polytechnique  et  S l’Ecole  Nor- 
male supérieure.  — Traité  de  Géométrie  descriptive.  (je  édition,  revue  et 
annotée  par  M.  Martclet,  Professeur  à l’Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures. 
In~4>  avec  atlas  de  7 1 planches  ; 1872 16  fr. 

fLEROY  (C.-F.-A.). — Traité  de  Stéréotomie,  comprenant  les  Applications  de 
la  Géométrie  descriptive  à la  Théorie  des  Ombres,  la  Perspective  linéaire, 
la  Gnomonique,  la  Coupe  des  Pierres  et  la  Charpente.  6e  édition,  revue  et 
annotée  par  M.  Martelet.  fn-4,  avec  atlasde  74  planches  in-folio  ; «874.  26  fr. 

fVIANT  (J.).  — Eléments  de  Géométrie  descriptive,  rédigés  conformément 
au  nouveau  Programme  de  Saint-Cyr,  à l'usage  des  Candidats  à ladite  Ecole, 
à l’Ecole  Navale,  à l’Ecole  Forestière,  et  au  Baccalauréat  ès  Sciences.  In-8. avec 
atlas  de  16  planches;  1862 2 fr.  5o  c . 

PERSPECTIVE.  — DESSIN  LINEAIRE. 

BOUCHET  (Jules).  — Exercices  de  Dessin  linéaire  et  de  Lavis  à l’usage  des 
aspirants  & l'Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  ( Recueil  approuvé  par  le 
Conseil  des  Études .)  In-folio  eblong 6 fr. 

*CHEVILLARD  (A.),  Professeur  à l’École  des  Beaux-Arts.  — Leçons  nou- 
velles de  Perspective.  In-8,  avec  Allas  de  3a  planches  in~4,  gravées  sur 
acier;  1868 12  fr. 

CRESSON  (A.-J.),  Professeur  à l’École  d’Àrtillerie  et  au  Lycée  de  Rennes.  — 
Principes  de  Dessin,  grands  modèles  gradués  pour  préparation  à tons  les 
genres.  Portefeuille  de  40  Planches , format  demi-jésus  (55  centimètres  sur  38  cen- 
timètres), imprimées  sur  papier  fort,  et  Texte  in-8;  i8C>5 8 fr. 

fDELAZSTRE  (L.),  Professeur  de  Dessin  général.  — Cours  complet  de  Dessin 
linéaire,  gradué  et  progressif,  contenant  la  Géométrie  pratique,  élémentaire 
et  descriptive;  l’Arpentage,  la  Levée  des  Plans  elle  Nivellement;  le  Tracé  des 
Cartes  géographiques;  des  Notions  sur  l’Architecture  ; le  Dessin  industriel;  la 
Perspective  linéaire  et  aérienne;  le  tracé  des  ombres  et  l’étude  du  Lavis. 
Quatre  Parties,  composées  de  Go  planches  et  74  pages  de  texte  in*4oblongà 
ilcux  colonnes,  tirées  sur  jésus.  2e  édition  ; 1873.  Prix  : cartonné i5  fr. 

Ouvrage  donné  en  prix,  par  la  Société  d’ Encouragement pour  l’Industrie  natio- 
nale, aux  contre-maîtres  des  établissements  industriels , et  choisi  par  M.  le  Ministre 
de  l’Instruction  publique  pour  les  bibliothèques  scolaires 

GOURNERIE  (de  la).  — Traité  de  Perspective  linéaire.  1 vol.  in*4,  avec 
atlas  in-folio  de  45  planches,  dont  8 doubles;  1859 4o  fr. 

fPOUDRA,  Officier  supérieur  d’État-Major,  ancien  Professeur  à l’École  d’Etat- 
Major,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique.  — Traité  de  Perspective- 
Relief,  contenant  : i°  la  construction  des  bas-reliefs;  2°  le  tracé  des  déco- 
rations théâtrales;  3°  une  théorie  des  apparences,  avec  les  applications  aux 
décorations  architecturales;  4°  des  applications  à la  décoration  des  parcs 
et  jardins,  ln-8,  avec  atlasde  18  planches;  1862 8 fr.  5o  c. 

fTHIERRY  fils,  éditeur  du  Vignolc  de  poche. — Méthode  graphique  et  géomé- 
trique, ou  le  Dessin  linéaire  appliqué  aux  arts.  2e  édition,  revue  et  corrigée 
par  M.  C.-F.-M.  Marie . Grand  in-8  oblong,  avec  5o  pl.  ; 1846.  8 fr.  5o  c. 

Ouvrage  choisi  par  M.  le  Ministre  de  l’Instruction  publique  pour  les  biblio- 
thèques scolaires . 

COERS  RE  MATHÉMATIQUES.  — PROBLEMES. 

fBABXNET,  de  l’Institnt,  et  H OU  S EL . — Calculs  pratiques  appliqués  aux 
Sciences  d’observation.  In-8,  avec  75  figures  dans  le  texte;  1857...  6 fr. 

fCATALAN  (E.),  ancien  élève  de  l’Ecole  Polytechnique.  — Manuel  des  Can- 
didats à l'École  Polytechnique.  2 vol.  in-l8,  avec  3oG  figures 9 fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément. 

Tome  Ier  : Algèbre,  Trigonométrie,  Géométrie  analytique  à deux  di- 
mensions. ln-18,  avec  167  figures  dans  le  texte;  1837 5 fr. 

Tome  11:  Géométrie  analytique  à trois  dimensions.  Mécanique.  In-18, 
aveci39  figures  dans  le  texte  ; 1 858  4 fr» 

f CHEVALLIER  et  MUNTZ.  — Problèmes  de  Mathématiques,  avec  leurs 
solutions  développées,  à l’usage  des  Candidats  au  Baccalauréat  ès  Sciences  et 
aux  Écoles  du  Gouvernement.  In-8,  lithographié;  1872 4 fr» 
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fCOMBEROUSSE  (Ch.  de),  Examinateur  d’admission  à PEcole  centrale  des 
Arts  et  Manufactures.  — Cours  de  Mathématiques,  à l'usage  des  Candidats 
à l'Ecole  centrale  dos  Arts  et  Manufactures  et  aux  Ecoles  du  Gouvernement. 
3 vol.  in-8,  avec  figures  dans  le  texte  et  planches.  ( Pris  ensemble). ...  î5  fr. 

Chaque  volume  te  vend  séparément,  savoir  : 

Le  tome  Ier  : Arithmétique,  Algèbre  élémentaire,  2*  édition  (sous  presse). 

Le  tome  II  : Géométrie  plane , Géométrie  dans  l'espace,  Complément  de  Géomé- 
trie, Trigonométrie,  Complément  <T  Algèbre  (avec figures  dans  le  texte),  xo  fr. 
Le  tome  111  : Géométrie  analytique,  Géométrie  descriptive  (avec  allas  de  53  plan- 
ches, contenant  figures) to  fr. 

fSUHAMEL.  — Des  Méthodes  dans  les  sciences  de  raisonnement.  4 volumes 
in-8;  i865-i8GG- 1868-1870 27  fr.  5o  c. 

On  vend  séparément  : 

Première  Partie  : Des  Méthodes  communes  à toutes  les  sciences  de  raisonnement. 

ln-8;  i865 2 fr.  5o  c. 

Deuxième  Partie  : Application  des  Méthodes  à la  Science  des  nombres  et  à la 

Science  de  l'étendue,  ln-8,  avec  figures;  1866 7 fr.  5o  c. 

Troisième  Partie  : Application  de  la  Science  des  nombres  à la  Science  de 

l’étendue.  In-8,  avec  ligures  ; 1868 7 fr.  5o  c. 

Quatrième  Partir  : Application  des  Méthodes  à la  Science  des  forces . In-8, 

avec  figures;  1870 7 fr.  5o  c. 

Cinquième  Partie  : Essai  d’une  application  des  Méthodes  à la  Science  de 

l ‘homme  moral.  In-8;  1 87 3 2 fr.  5o  c. 

fLE  COINTE  (I.-L.-A.  1.  — Solutions  développées  de  300  Problèmes  qui 
ont  été  proposés  dans  les  compositions  mathématiques  pour  l'admission  au 
grade  de  Bachelier  ès  Sciences  dans  diverses  Facultés  de  France,  ln-8,  arec 

figures  dans  le  texte;  i865 6 fr. 

*LONCILAMPT  ( A).  — Recueil  des  principaux  Problèmes  posés  dans  les 
examens  pour  P École  Polytechnique  et  pour  VÉcole  Centrale  des  Arts  et  Ma- 
nufactures, ainsi  que  dans  les  conférences  des  Écoles  préparatoires  les  plu» 
importantes.  Énoncés  et  solutions.  1 vol.  lilhog.,  grand  in-8;  i865..  S fr. 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTEGRAL 
ET  ANALYSE  MATHÉMATIQUE. 

AOUST  (l’abbé),  Professeur  d’Analyse  la  Faculté  de  Marseille.  — Analyse 
infinitésimale  des  courbes  planes,  contenant  la  résolution  d’un  grand  nombre 
de  problèmes  choisis,  h l’usage  des  candidats  à la  licence  ès  sciences,  ln-8, 
avec  80  figures  dans  le  texte  ; t S73 8 fr.  5o  c. 

fARGAND  (R).  — Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités  ima- 
ginaires dans  les  constructions  géométriques.  2*  édition,  précédée  d'une 

préface  par  M.  J.  Hoüel.  In-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1874 5 fr. 

’BALTZER  — Théorie  et  application  des  Déterminants,  avec  l’indication 
des  sources  originales,  traduit  del'allemand  par/.  Hoiiel.  In-8  ; 1861..  5 fr. 

BELANGER  (J. -B.).  — Résumé  de  Leçons  de  Géométrie  analytique  et  de 
Calcul  infinitésimal.  2e  édition,  ln-8,  avec  planches;  i85g 6 fr. 

fBERTRAND  (J.),  Membre  de  l’Institut,  Prof,  à l’École  Polyt.  et  au  Collège 
de  France.  — Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral. 

Calcul  différentiel.  In-4;  1864 (Rare.) 

Calcul  intégral  ( Intégrales  définies  et  indéfinies );  1870 3o  fr. 

Le  troisième  vol.,  Calcul  intégral  ( Équations  différentielles),  est  sous  presse. 
fBOUCHARLAT  (J.-L.).  — Éléments  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul 

intégral.  7® édition.  In-8 , avec  planches;  1 858 8ff- 

-'BRIOSCHI.  — Théorie  des  Déterminants  et  leurs  principales  applic*' 

tions,  traduit  de  l’italien  par  M.  E.  Combescure.  In-8;  1 856 5 fr. 

-j-BRIOT  (Charles).  — Essais  sur  la  Théorie  mathématique  de  la  Lumière. 
ln-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1864 4 ^r‘ 

-j-BRXOT  (Ch.)  et  BOUQUET.  — Théorie  des  fonctions  elliptiques,  2*  éd.  In-4: 
1875 3o  fr. 

fCARNOT.  — Réflexions  sur  la  Métaphysique  du  Calcul  infinitésimal. Ia-8, 

avec  planche,  4e  édit.;  1860 4 »r# 

fCATALAN  (E.). —Traité  élémentaire  des  Séries.  Grand  in-S;  18C0.  b fr. 
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fCLAUSIUS  (R.)*  — ®e  la  Fonction  potentielle  et  du  potentiel  ; traduit  <Ie 

l’allemand  sur  la  a®  édition,  par  F.  Folie.  In-S;  1870 l \ . 

f DUHAMEL,  Membre  de  l’Institut.  — Élément*  de  Gatoul  infinitésimal. 
3e  édition,  revue  et  annotée  par  M.  /.  Bertrand , Membre  de  1 Insmu  . ^ 

-j-F  AA^EBRUNO  (le  Chevalier  Fr.).  - Traité  élémentaire  du  Calcul  de. 

Erreur.,  avec  de.  Table,  .tùréotypées.  ln-8;  1869....  J "• 

-r-FAA  DE  BRUNO  (le  Chevalier  Fr.  ).  - Théorie  générale  de  I élimination. 

Grand  in-8;  , 

tFRENET.  — Recueil  d’exercices  *ur  le  Calcul  infinitésimal.  3 ^ ^ 

ln-8,  avec  figures  dan» le  texte;  1873 * 7 * * 

♦FREYCINET  (Charles  de).  — De  l’Analyse  infinitésimale,  Étude  but  a 
métaphysique  du  haut  calcul.  In-8,ovec  figures;  1800 * * * * 

fHERMITE  (Ch.),  Membre  de  l’Institut,  Professeur  à j "^PRR- 

à la  Faculté  des  bciences.  — Cours  d’ Analyse  de  FÉco.e  Polytech  .*£*.'  . 

ui.RB  Parue,  contenant  le  Calcul  différentiel  et  le.  Prcmter,  pnnctpe,  * 
Calcul  intégral.  Vn  tort  yohime  in  8,  aveegravures  dans  le  texte;  1873.  U r* 
La  Seconde  Partie  contiendra  la  fin  du  Calcul  intégral. 

HOÜEL  (J.).  — Cours  de  Calcul  infinitésimal,  professé  à la  ^culté  des 
Sciences  de  Bordeaux,  2 Parties,  in-4,  de  3üO-3^o  page»,  lith. , 7 (Rare}) 

L^Tecond^Parliê’  Théorie  ‘dès  équations  différentielles,  forme  un  tou  ^com- 
plet et  se  vend  séparément ; * V *.*  \ „ ‘ 

fXMSCHENETSKY.  - Sur  l’intégration  des  équations  aux  dérivée  P - 

tielles  du  premier  ordre;  traduit  du  russe  par  J.  Uoucl  ln-8;  18,0...  a ir. 
iIMSCHENETSKY . — Étude  sur  les  méthodes  d’intégration  des 

aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  d’une  fonction  de  deux  variable, 
indépendantes  j traduit  du  russe  par  /.  Uoüel.  I11-8;  1875. .........  • 

JORDAN  (Camille),  Ingénieur  do.  Mine..  - Traité  de.  Subrtitutlon.  et  de. 

Equations  algébriques.  In  -4;  1870 

fJOURNAL  DE  D’ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  public  par  le  Conseil  d In- 
struction de  cet  Établissement. —QcAnANTE-QfAiRiEiiE  Cahier.  ln-4  ; 11  «r. 

f LACROIX  (S.  F.).  - Traité  élémentaire  de  CalÇul 

Calcul  intégral.  8e  édition, revue  et  augmentée  de  Notes  par  MM.  Hermitee t 
J. -A.  Serre t,  membres  de  l’Institut,  2 vol.  in-8,  avec  pl.;  1874. ......  «5  tr. 

fLAGRANGE.  — OEuvres  de  Lagrange,  publiées  par  les  soins  de  M.  J. -A.  Ser- 
ret,  Membre  de  l’Institut,  sous  les  auspices  do  S.  Exc.  le  Ministre  de  I Ins  truc  1 10 
publique. T.  I,  II,  III,  IV,  V et  VI.  In-4  ; 18G7-1868-1869-1870-187 1*1873.  Chaque 

volume  se  vend  séparément 

Le  tome  VII  est  sous  presse. 

f LAGRANGE . — Théorie  des  Fonctions  analytiques.  Nouvelle  édition,  revue 

parM./.-A.  Scrret . In-4  ; 1847 •••••  ( are‘) 

LAIS  AN  T,  Capitaine  de  Génie.  — Essai  sur  les  fonctions  hyperbolique*. 

Grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1874 3 lr.  ôo  c. 

fLAMÉ  (G.). — Leçons  sur  les  Fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les 

surfaces  isothermes.  In-8,  avec  figures  dans  le  texte  ; 1867 **** 

fLAMÉ  (G.). — Leçons  sur  les  Coordonnées  curvilignes  et  leurs  diverses  ap- 
plications. In-8,  avec  figures  dans  le  texte;  i85g a fr* 

f LAURENT  (H.).  — Traité  du  Calcul  des  probabilités.  1 n-8;  1873.  7 fr.  5o  c. 
fLEBESGUE.  — Exercices  d’ Analyse  numérique,  relatifs  à l’Analyse  indé- 
terminée et  à la  Théorie  des  nombres,  ln-8;  1 85  j 2 *r*  $0  c. 

MOXGNO  (l’Abbé).  — Leçons  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  Intégral, 
rédipecs  d’après  les  méthode*  et  les  ouvrages  publiés  ou  inédits  de  A.-L.  Cauchy. 
Tome  IV,  premier  fascicule.  — Calcul  des  variations,  rédigé  en  collaboration 

avec  M.  Lindelof.  In-8;  ® ’r* 

fMOUREY  (C.-V.).  — La  vraie  Théorie  des  Quantités  négatives  et  des 
Quantités  prétendues  imaginaire*.  2*  édition.  In-12;  1881..  ••  2 fr.  5o  c. 

fSERP.ET  ( J.-A.),  Membre  de  l’Institut.  — Cours  de  Calcul  différentiel  et 
intégral.  2 forts  volumes  in-8;  22  **“• 
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tSTURM,  Membre  de  l’Insiitut.  — Cours  d’ Analyse  de  l'École  Polytech- 
nique. 4®  édition,  revue  et  corrigée  par  M.  E.  Prouhet,  Répétiteur  d‘ Analyse 
à l’Ecole  Polytechnique,  2vol. in-8,  avec  figuresdansle  texte;  1873....  ia  fr. 


MÉCANIQUE  APPLIQUÉE  ET  KATIOiWELLE. 

f BEN  OIT  (P.-M.-N.),  Ingénieur  civil.  — La  Régie  à Calcul  expliquée,  ou 
Gktide  du  Calculateur  à l'aide  de  la  Règle  logarithmique  à tiroir.  Fort 

volume  in-12,  avec  pl 1 853 5 fr. 

La  Règle  à Cei\cul(Instrumcnt par  Gravet-Lcnoir)  sevend  sépatémenl.  6 fr. 
fBOUCHARXAT  (J. •!».).  — Éléments  de  Mécanique.  4®  édit,  i vol.  in-8, 

avec  planches;  i8Gt 8 fr. 

fBOUR  (Edm.  ),  Ingénieur  des  Mines.  — Cours  de  Mécanique  et  Machines, 
professé  à l’École  Polytechnique. 

Cinématique.  In-S,avec  Allas  de  3o  planches  in-4  gravées  sur  acier;  i865.  îo  fr. 
Statique  et  travail  des  Jorccs  dans  les  Machines  à l’état  de  mouvement  uniforme . 

ln-8,  avec  Atlas  de  8 planches  in~4,  gravées  sur  acier;  i863  6 fr. 

Dynamique  et  Hydraulique . In-8,  avec  ia5  figures  dans  le  texte;  1874.  7 fr.  5oc. 

t BRESSE,  Professeur  de  Mécanique  à l’Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  Répétiteur 
h l’Ecole  Polytechnique.  — Cours  de  Mécanique  appliquée  professé  A 
l’Ecole  des  Ponts  et  Chaussées.  3 vol.  in-8,  et  Atlas  in-folio  de  ?4  pl  • 32  fr. 

Chaque  Partie  se  vend  séparément. 

Première  Partie  : Résistance  des  Matériaux  et  Stabilité  des  Constructions.  — 

2e  édition.  In-8,  avec  ligures  dans  le  texte;  1866 8 fr. 

Deuxième  Partie  : Hydraulique.  — 2®  édition.  In-8,  avec  figures  dans  le  texte 

et  une  planche;  1868 8 fr. 

Troisième  Partie  : Calcul  des  Moments  de  flexion  dans  une  poutre  à plusieurs 
travées  solidaires.  — In-8,  avec  planche  et  Atlas  in-folio  de  24  planches  sur 

cuivre;  i8G5 16  fr. 

fDENFER,  Chef  des  travaux  graphiques  à l’École  centrale.  — Al.bum  de  ser- 
rurerie, conforme  au  cours  «le  Constructions  civiles  professé  à l’Ecole  centrale 
par  E.  Muller , et  contenant  V emploi  du  fer  dans  la  maqonnerie  et  dans  la  char- 
pente en  bois,  la  charpente  en  fer , les  ferrements  des  menuiseries  en  bois , la  me- 
nuiserie en  fer , les  grosses  fontes  et  articles  divers  de  quincaillerie.  Grand  in-4, 

contenant  100  belles  planches  lithographiées  ; 1872 i3  fr. 

iDUHAMEX«,  Membre  de  l’Institut.  — Cours  de  Mécanique . 3e  édition;  2 vol. 

in-8,  avec  planches  ; 1862-1863 \1  fr. 

fERMEL,  Professeur  à l’Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  — Album 
des  éléments  et  organes  de  Machines,  traités  dans  le  Cours  de  constructions 
de  Machines  à l’Ecole  centrale;  6uivi  de  planches  relatives  aux  Machines 
souillantes,  par  M.  Jordan , Professeur  du  Cours  de  Métallurgie.  Portefeuille 
oblong,  cartonné,  contenant  19  planches  de  texte  explicatif  et  102  planches 

de  dessins  cotés  ; 1870 i3  fr. 

iHATON  DE  LA  GOUPXXXXÉRE  ( J.-Xf . ),  Professeur  de  Mécanique  à l’École 
des  Mines.  — Traité  théorique  et  pratique  des  Engrenages,  ln-8,  avec  fig. 

dans  le  texte;  t86t 3 fr.  5o  c. 

f BATON  DE  IA  GOUPXXAIÈRE  (J. -N.).— Traité  des  Mécanismes,  renfer- 
mant la  théorie  géométrique  des  organes  et  celle  des  résistances  passives.  In-8, 

avec  planches;  1864 i°  fr* 

fJULLXEN  (le  P.),  de  la  Compagnie  de  Jésus. — Problèmesdc  Mécanique 
rationnelle  disposés  pour  servir  d’application  aux  principes  enseignes  dans  les 
Cours.  Cet  ouvrage  renferme  les  questions  nouvellement  introduites  dans  Je 
Programme  de  la  Licence  et  de  nombreuses  applications  pratiques . 2 vol . in-8, 
dvec  figures  dans  le  texte.  2e  édition,  revue  et  augmentée;  186G-1867.  i5  fr. 
’KRETZ.  — Mémoire  sur  les  conditions  à remplir  dans  l’emploi  du  frein 

dynamométrique.  In-4»  avec  figures;  1873 a fr.  5o  c. 

fLAGRANGE.  — Mécanique  analyti«]ue.  3e  éd.,  revue,  corrigée  et  annotée 

par  M.  J.  Bertrand,  do  l’Institut.  2 vol.  in— 4 ; ï 855 4°  *r* 

LAURENT  (H.)  — Traité  de  Mécanique  rationnelle,  h l’usage  des  Candi- 
dats à l’Agrégation  et  à la  Licence.  2 vol.  in-8,  avec  fig.;  1870. 12  fr- 

•fliEVT  (Maurice),  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  Docteur  es  Sciences. 
— La  Statique  graphique  et  ses  Applications  aux  constructions.  Un  bean 
volume  grand  in-8,  avec  un  Atlas  même  format,  comprenant  24  planches 
doubles;  1874 iG  fr.  5oc. 
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‘MAHISTRE  — Cours  de  Mécanique  appliquée.  In-S,  avec  2!  i figures 

dans  le  texte;  i853 8 fr. 

’MOIGNO  (l'Abbé). — Leçons  de  Mécanique  analytique,  rédigées  princi- 
palement d’après  les  méthodes  de  Cauchy , et  étendues  aux  travaux  les  plus 

récents.  Statique.  In-8,  avec  planches;  1S68 ta  fr. 

fPIARRON  DE  MONDESXR,  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées.— Dialogue* 
sur  la  Mécanique,  Méthode  nouvelle  pour  l’Enseignement  de  cette  science, 
résultats  scientifiques  nouveaux,  ln-8,  avec  fig.  dans  le  texte;  1870...  6 fr. 
iPOXNSOT  (la.),  Membre  de  l’Institut.  — Éléments  de  Statique,  précédés 
d’une  Notice  sur  Poinsot,  par  M.  J.  Bertrand,  membre  de  l’Institut.  {Ouvrage 
adopté  pour  V Instruction  publique .)  n®  édit,  ln-8,  avec  pl.;  1873....  6 fr. 

fPOXSSON  (S.-D.),  Membre  de  l’Institut.  — Traité  de  Mécanique,  a®  édi- 
tion, considérablement  augmentée;  2 forts  vol.  in-8;  1 8313 18  fr. 

*PONü£LET,  Membre  de  l’Institut.  — Introduction  à la  Mécanique  indus- 
trielle, physique  ou  expérimentale.  3e  édition,  publiée  par  M.  Frets , Ingé- 
nieur en  chef  des  Manufactures  de  l’Etat.  In-8  de  ç5ç  pages,  avec  3 planches; 

1870 12  fr. 

"PONCELET,  Membre  de  l'Institut.  — Cours  de  Mécanique  appliquée  aux 
machines,  publié  par  M.  K rets.  Ingénieur  en  chef  des  Manufactures  de  l’État. 
In-8,  avec  117  lig.  dans  le  texte  et  2 pl.  gravées  sur  cuivre;  1874.  12  fr. 

*PRESLE  (de),  ancien  Élève  de  l’École  Polytechnique.  — Traité  de  Méca- 

nique  rationnelle.  In-8,  avec  96  figuies  dans  le  texte;  1869 5 fr. 

-MLESAL  (H.),  Ingénieur  des  Mines.  — Traité  de  Cinématique  pure.  In-8, 

avec  figures  dans  le  texte;  1862 6 fr. 

f RES  AL  (H.).  — Éléments  de  Mécanique,  rédigés  d’oprès  les  leçons  de  Méca- 
nique physique  professées  à la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  par  M.  Poncelet. 
Nouvelle  édition,  revue  et  corrigée.  In-8,  avec  planches;  1862...  4 fr.  5o  c. 

rRESAL  (H.),  Membre  de  l’Institut,  Ingénieur  des  Mines,  adjoint  au  Comité 
d’Artilleriu  pour  les  études  scientifiques.  — Traité  de  Mécanique  générale, 
comprenant  les  Leçons  professées  à l'Ecole  Polytechnique.  3 vol.  in-8,  se  ven- 
dant séparément  : 

Tous  I : Cinématique.  — Théorèmes  généraux  de  la  Mécanique.  — De  l’équi- 
libre et  du  mouvement  des  corps  solides,  ln-8,  avec  figures  dans  le  texte; 
1873 9 fr.  5o  c. 

Tomb  II  : Frottement.  — Équilibre  intérieur  des  corps.  — Théorie  mathéma- 
tique de  la  poussée  des  terres.  — Équilibre  et  mouvements  vibratoires  des  corps 
isotropes . — Hydrostatique.  — Hydrodj  namique.  — Hydraulique.  — Thermody- 
namique, suivie  de  la  théorie  des  armes  à feu . lu-8;  1874 9 fr.  5o  c. 

Le  Tomb  III  est  sous  presse. 

SAINT-ROBERT  ( Paul  de).  — Mémoires  scientifiques,  réunis  et  mis  en 
ordre. 

Tome  1 : Balistique.  1 vol.  in-8;  1872 10  fr. 

Tomb  II  : Artillerie.  1 vol.  in-8;  1873 10  fr. 

f ST  U RM,  Membre  de  l’Institut.  — Cours  de  Mécanique  de  l'École  Polytech- 
nique, publié,  d'après  le  vœu  de  l’auteur,  par  M.  E • Prouhet , Répétiteur  à 
l’École  Polytechnique.  2e  édit.  2 vol.  in-8; avec  fig.  dans  le  texte;  1868.  12  fr. 
7 VIEILLE  (J*),  Inspecteur  général  do  l’Instruction  publique.  — Éléments  de 
Mécanique,  rédigés  conformément  nu  Programme  du  nouveau  plan  d’études 
des  Lycées.  3®  édition;  in-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1875...  4 fr*  5o  c. 

THÉORIE  MÉtAUTÇlE  HE  LA  CIIALELR.  , 


-BOURGET,  Directeur  des  études  au  College  de  Sainte-Barbe.  — Théorie  ma- 
thématique des  Machines  A air  chaud.  ln-{,  avec  fig.;  1871 4 ,r- 

tBRIOT  (Ch.),  Professeur  suppléant  à la  Faculté  des  Sciences.  — Théorie  mé- 
canique de  la  Chaleur,  ln-8,  avec  figures  dans  le  texte;  18%.. . 7 fr.  5o  c. 

C LA  U S IT7S  (R.).  — Théorie  mécanique  de  la  chaleur;  traduit  de  l’alle- 
mand par  F.  Folie.  7 vol.  in-18  jésus;  1868-1869 i5  fr. 

*DUPRÉ  (Ath.),  Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes.  — Théorie  mé- 
canique de  la  Chaleur  ( Partie  expérimentale  en  commun  avec  M.  Paul  Dupré ). 
In  8,  avec  figures  dans  le  texte;  1869 8 fr. 
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COMBES,  Membre  <Ic  l'Institut.  — Exposé  des  principes  de  la  Théorie  mé- 
canique de  la  chaleur  et  de  ses  applications  principales,  In-8,  avec  fig.; 

1867 6 lr. 

HIRN  (G.-A.),  Correspondant  de  l'Institut  de  France.  — Théorie  méca- 
nique de  la  Chaleur.  Deuxième  Partie  : Conséquences  philosophiques  et 
métaphysiques  de  la  Thermodynamique  {Analyse  élémentaire  de  l’Univers). 

a®  édition.  Grand  in-8;  1868 10  fr. 

fHIRN  (G.-A.).  — Mémoire  sur  la  Thermodynamique.  ln-8,  avec  a planches; 

1867 5 fr. 

fMOUTIER  (J.),  Professeur  au  Collège  Stanislas.  — Éléments  de  Thermo- 
dynamique. ln-18  jésus;  187a a fr.  5o  c. 

SAINT-ROBERT  (Paul  de).  — Principes  de  Thermodynamique . a*  édit. 

In -8,  avec  figures  dans  le  texte;  1870 là  ir. 

fREECH.  — Théorie  générale  des  effets  dynamiques  de  la  Chaleur.  In-4, 

avec  planches;  1864 6 fr. 

TYNDALL  (J.). — Chaleur  et  froid)  traduit  de  l'anglais  par  M.  l’AbbéMoigno. 

In-18  jésus,  avec  figures  dans  Je  texte;  1868 a fr. 

*T7NBALL  (J.)  — La  Chaleur,  Mode  de  mouvement.  a®  édition  française, 
traduite  de  l'anglais  sur  la  4*  édition,  par  M.  l’Abbé  Moigno.  Un  beau  volume 
in-18  jésus  de  xxxn-576  pages,  avec  110  figures  dans  le  texte;  1874  ••  8 fr.  , 

fZEUNER,  Professeur  de  Mécanique  à l'École  Polytechnique  fédérale  de  Zurich. 

— Théorie  mécanique  de  la  Chaleur,  aveo  ses  Applications  acx  Machines. 
ae  édit.,  entièrement  refondue,  avec  fig.  dans  le  texte  et  nombreux  tableaux. 
Ouvrage  traduit  de  l'allemand  et  augmenté  d'un  Appendice  ; par  M.  M.  Arnthal , 
ancien  Élève  de  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  et  M.  Ach.Catin,  Protesseur 
de  Physique  au  Lycée  Bonaparte.  Un  fort  volume  in-8;  1869 10  fr. 


ASTROJVOIflIE  ET  COSMOGRAPHIE. 

* ANDRÉ  et  RAYET,  Astronomes  adjoints  de  l'Observatoire  de  Paris.  — L'As- 
tronomie pratique  et  les  Observatoires  en  Europe  et  en  Amérique,  depuis 
le  milieu  du  xvu®  siècle  jusqu'à  nos  jours.  In-i8jc»u»,  avecbelleb  figure»  dans 


texte  cl  planches  en  couleur. 

Ir®  Partis  : Angleterre  ; 1874 4 fr*  5o  c. 

II®  Partie  : Écosse.  Irlande  et  colonies  anglaise  ; 1874.....  4 fr.  5o  c. 

III®  Partie  : Amérique. (Sous  presse. ) 

IV'®  Partie  : Europe  continentale (Sous  presse.) 

Chaque  partie  se  vend  séparément. 


f ANNUAIRE  PUBLIÉ  PAR  LE  BUREAU  DES  LONGITUDES  pour 
1874,  avec  une  Notice  scientifique  sur  la  Constitution  physique  do  Soleil, 
a®  partie,  par  M.  Paye.  I11-18,  a>ec7  planches  dont  3 coloriées...  1 fr.  5o  c. 

Pour  recevoir  /'Annuaire franco  par  la  poste  en  France , ajouter  35  c. 
-{-ANNUAIRE  MÉTÉOROLOGIQUE  pour  1874,  publié  par  l'Observa- 
toire de  Montsouris.  3e  année,  contenant  deux  Notices  sur  le  rôle  de  Veau  et  de 

l’atmosphère  dans  la  végétation.  In-18 2 fr. 

f RABIN  ET  (d®  l’Institut).  — Études  et  Lectures  sur  les  Sciences  d'observa- 
tion et  leurs  applications  pratiques.  8 vol.  in-iasur  papier  fin;  1 855 -1868. 

Chaque  volume  se  vend  séparément 2 fr.  5o  c. 

f BERTRAND  (J.),  Membre  do  l'Institut.  — La  Théorie  de  la  Lune 

d'Aboul-Wefa.  In-4;  1873 • 1 fr.  5o  c. 

tBIOT,  Membre  de  l'Académie  des  Sciences.  — Traité  élémentaire  d'Astro- 
nomie physique.  3e  édition,  corrigée  et  augmentée;  5 vol.  in-8,  avec 94  planches; 

1 857 40  fr. 

*BRÛNNOW  (!*•)»  Directeur  do  l'Observatoire 4®  Dublin.  — Traité  d 'Astro- 
nomie sphérique  et  d'Astronomie  pratique.  Édition  française,  publiée  par 
C.  Andrée t E.  Lucas ; avec  une  Préface  de  M.  C.  Wolf,  a vol.  in-8,  a?,  fig.  ao  fr. 


On  itcnd  séparément  : 

Première  Partie  ( Astronomie  sphérique );  1869 IO  fr. 

Seconde  Partie  {Astronomie  pratique)  187a 10  Ir. 
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DNNAISSANCE  DES  TEMPS  ou  DES  MOUVEMENTS  CÉLESTES, 

publiée  par  le  Bureau  des  Longitudes  pour  l’année  187  6: 

Prix  : Sans  Additions... 5 fr. 

Avec  Additions 7 fr.  5o  c. 


Pour  recevoir  l'Ouvrage  franco  par  la  poste  en  Francey  ajouter  •jb  c. 

La  Connaissance  des  temps  pour  1876,  qui  paraîtra  au  commencement  de  no- 
vembre 1874,  a reçu  des  augmentations  considérables  et  des  perfectionnements 
très-importants.  Elle  formera,  Additions  non  comprises,  un  fort  volume  de 
5o  feuilles  environ.  (Remise,  à partir  de  l’année  1876,  pour  les  libraires  ; 20  °/0.) 

fDELAMBRE,  Membre  de  l’Institut.  — Traité  complet  d'Astronomie  théo- 
rique et  pratique.  3 vol.  in-4,  avec  planches  ; 1814 4°  fr* 

— Histoire  de  l’Astronomie  ancienne.  2 vol.  in-4,  avec  pl.;  1817.  25  fr. 

— Histoire  de  l’Astronomie  du  moyen  âge.  l vol.  in-4,  pl<»  1819.  30  fr. 

— Histoire  de  l’Astronomie  moderne.  2 vol.  in~4,  avec  pl.;  1821 . 3o  fr. 

— Histoire  de  l’Astronomie  au  XV XIIe  siècle  ; publiée  par  M.  Mathieu, 
Membte  de  l’Institut.  In-4,  avec  planches;  1827 20  fr. 

fDIEN.  — Atlas  céleste,  contenant  plus  de  100000  étoiles  et  nébuleuses.  In- 
folio  de  26  planches  gravées  sur  cuivre,  dont  trois  doubles,  avec  une  Jntroduc • 
tion  par  M.  BaLinct,  Membre  de  l’institut;  2*  tirage,  1869. 

Prix  : Cartonné,  toile  pleine 35  fr. 

Relié  avec  luxe,  demi-chagrin  rouge 4°  fr. 

t DU  BOIS  (Edm.),  Examinateur-Hydrographe  de  la  Marine.  — Les  passages 
de  Vénus  sur  le  disque  solaire,  considérée  au  point  de  vue  de  la  détermi- 
nation de  la  distance  du  Soleil  à la  Terre;  Passage  de  1874  ; Notions  historiques 
sur  les  passages  de  1761  et  1769.  In-iS  Jésus,  avec  figures  dans  le  texte;  1873. 

3 fr.  5o  c. 

f FLAMMARION  (Camille),  Astronome.  — Études  et  Lectures  sur  l’Astro- 
nomie. ln-12;  tomes  1,  II,  III,  IV  et  V,  avec  Cartes;  1867-1869-1872-1873*1874. 

Chaque  volume  se  vend  séparément 2 fr.  5o  c. 

fFRANCOEUR  (L—B.).  — Uranographie,  ou  Traité  élémentaire  d’Astro- 
nomie,  à l’usage  des  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques,  des  Géo- 
graphes, des  Matins,  des  Ingénieurs,  accompagnée  de  Planisphères.  6e  édi- 
tion. I11-8,  avec  planches;  i853 10  fr. 

fGINOT-DESROIS  (M,l«).  — Description  et  usages  du  Calendrier  astro- 
nomique perpétuel.  In-8,  avec  le  CALENDRIER  ; 1861 5 fr. 

fGINOT-DESROIS  ( M 11  *). —Planisphère  mobile,  au  moyen  duquel  on  peut 
apprendre  l’Astronomie  seul  et  sans  le  concours  des  Mathématiques.  7e  édition; 
1847,  sur  carton 4 fr* 

f H1RN  (G. -A.).  — Mémoire  sur  les  Conditions  d’équilibre  et  sur  la  Nature 
probable  des  anneâux  de  Saturne.  In-4,  avec  planche;  1872 4 • 

fIMBARD,  — De  la  Mesure  du  Temps,  et  Description  de  la  Méridienne 
verticale  portative  du  Temps  vrai  et  du  Temps  moyen  pour  régler  les 
pendules  et  les  montres,  etc.  2e  édition.  In-18,  avec  p).;  18B7 1 fr. 

INSTITUT  DE  FRANCE.  — Recueil  de  Mémoires,  Rapports  et  Docu- 
ments relatifs  à l’observation  du  passage  de  Vénus  sur  le  Soleil.  In>4, 
avec  G planches,  dont  3 en  chromo-lithographie;  1874 12  fr.  5o  c. 

f LACROIX  (S. -F.).  — Introduction  à la  connaissance  delà  Sphère.  Nouvelle 
édition,  ln-18,  avec  pl.;  1872 1 fr.  25c. 

fLAPLACE-  — Exposition  du  Système  du  Monde.  6e  édition,  précédée  de 
l’Éloge  de  l’Auteur,  par  Fourier.  ln-4,  avec  portrait;  1 835. .......  i5  fr. 

fLAPLACE.  — Précis  de  l’Histoire  de  l’Astronomie.  2®  édit,  ln-8;  i863.  3 fr. 

•PETIT  (F.),  Directeur  do  l'Observatoire  de  Toulouse.  — Traité  d'Astrono- 
mie pour  les  gens  du  monde,  ?vec  des  Notes  complémentaires  pour  les  Can- 
didats au  Baccalauréat  et  aux  Ecoles  spéciales.  2 volumes  in-18  jésus,  avec 
268  figures  dans  le  texte  et  uuo  Carte  céleste;  18G6 7 fr. 

"PONTÉCOULANT  (G.  de  ),  ancien  élève  de  l’Ecole  Polytechnique,  Colonel  au 
corps  d’Etat-Major.  — Théorie  analytique  du  Système  du  Monde.  2®  éd., 
considérablement  augmentée.  4 volumes  in-8  et  supplément 60  fr. 

On  vend  séparément  les  tomcB  I et  11,  qui  forment  un  Traité  complet  d’ As- 
tronomie théorique 18  fr. 
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fRESAL  (H.),  Ingénieur  des  Mines,  Docteur  ès  Sciences.  — Traité  élémentaire 
de  Mécanique  céleste,  ln-8,  avec  planche;  i865 8 fr. 

PHYSIQUE.  — TÉLÉGRAPHIE. 

fBILLET,  Professeur  de  Physique  à la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon . — Traité 
d’Optique  physique,  a forts  volumes  in-8,  avec  i\  planches  renfermant 
33?  ligures;  i858-io5g »5  fr. 

fCHEVALLIER  et  MUNTZ.  — Problèmes  de  Physiquet  avec  leurs  solu- 
tions développées,  à Pusage  des  Candidats  au  Baccalauréat  ès  Scieuccs  et  aux 

Écoles  du  Gouvernement.  In-8,  lithographié;  187a a fr.  75  c. 

iDU  MONCEL  (Th.),  Ingénieur  électricien  de  l'Administration  des  Lignes 
télégraphiques.  — Exposé  des  Applications  de  l'Electricité.  Technologie 
électrique.  3e  édition,  entièrement  refondue.  Cette  édition  formera  4 volumes 
grand  in-8,  avec  de  nombreuses  ligures  dans  le  texte. 

En  vente  les  tomes  I et  II  : Technologie  électrique. 

Tome  I,  5 1 6 pages,  1 planche  et  99 ligures;  1871,  cartonné \!\  fr. 

Tome  II,  56o  pages,  1 tableau, a planches  et  19a  figures;  1873,  cartonné.  14  fr» 
'DU  MONCEL  (Th.),  Ingénieur  électricien  de  l'Administration  des  Lignes  té- 
légraphiques. — Traité  théorique  et  pratique  de  Télégraphie  électrique,  k 
l'usage  des  employés  télégraphistes,  des  ingénieurs,  des  constructeurs  et  des 
inventeurs.  Vol.  in-8  de  640  pages,  avec  i56  ligures  dans  le  texte  et  3 planches. 

Imprimé  sur  carré  fin  satiné;  18G4 IO  fr* 

*DU  MONCEL  (Th.).  — Notice  sur  l'appareil  d’induction  électrique  de 
Ruhmkorff,  suivie  d'un  Mémoire  sur  les  courants  induits.  5e  édition,  ln-8,  avec 

ligures  dans  le  texte;  1867 7 fr.  5o  c* 

tGRANDEAU.  — Instruction  pratique  sur  l’Analyse  spectrale.  In-S,  avec 

2 planches  sur  cuivre  et  1 planche  chromolithographiée;  i863 3 fr. 

-j-INSTRUCTION  SUR  LES  PARATONNERRES,  adoptée  par  1' Aca- 
démie des  Sciences.  In-18  jésus,  avec  58  figures  dans  le  texte;  1874*  2 fr.  5oc. 

fJAMIN  (J.),  Professeur  de  Physique  à l’Ecole  Polytechnique.  — Cours  de 
Physique  de  l*Éoo!e  Polytechnique.  a®  édition.  3 vol.  in-8,  avec  100a  ligures 
dans  le  texte  et  8 planches  sur  acier;  1868-1871.  {Ouvrage  complet.).. . 32  fr. 

On  vend  séparément  : 

Le  tome  Ier 12  fr. 

Les  tomes  II  et  III 20  fr. 

fJAMIN  (J.).  — Petit  Traité  de  Physique  à l’usage  des  Etablissements  d’in- 
struction, des  Aspirants  aux  Baccalauréats  et  des  Candidats  aux  Écoles  du  gou- 
vernement. In-8,  avec  686  0g.  dans  le  texte  et  un  spectre;  1870 8 fr. 

fLAMÉ  (G.),  Membre  de  l'Institut.  — Leçons  sur  la  Théorie  analytique  de  la 

Chaleur.  In-8,  avec  ligures  dans  le  texte  ; 1861. 6 fr.  5oc. 

*LECOQ  de  BOISBAUDRAN.  — Spectres  lumineux;  spectres  prismatiques 
et  en  longueurs  d'ondes,  destinés  aux  recherches  de  Chimie  minérale.  Un  volume 
de  texte  grand  in-8  et  un  Atlas,  même  format,  de  29  belles  planches  gravées  sur 

acier,  contenant  56  spectres;  187.4 20  fr. 

'MATHIEU  (Émile),  Professeur  à la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. — Cours 

de  Physique  mathématique.  In*4;  1873 i5  fr. 

fPIERRE  (J.-I.),  Correspondant  de  l'Institut  (Académie  des  Sciences),  Profes- 
seur à la  Faculté  des  Sciences  de  Caen.  — Exercices  sur  la  Physique,  ou  Re- 
cueil de  questions  susceptibles  de  faire  l’ohjet  de  compositions  écrites  soit 
dans  les  classes  supérieures  des  Lycées,  soit  aux  examens  du  Baccalau- 
réat ès  Sciences,  soit  aux  examens  d’admission  aux  principales  Écoles, 
avec  l’indication  des  solutions.  2e  édit,  ln-8,  avec  4 planches  ; 1862.  4 fr* 

'SAINT-EDME,  Préparateur  de  Physique  au  Conservatoire  des  Arts  et  Mé- 
tiers.— L’Electricité  appliquée  aux  Arts  mécaniques,  à la  Marine,  au 
Théâtre.  In-8,  avec  belles  ligures  gravées  sur  bois,  dans  le  texte;  1871.  4 fr* 

tSECCHI  (le  P.),  Directeur  de  l'Observatoire  romain.  — Le  Soleil.  2e  édition. 

2 beaux  volumes  grand  in-8 {Sous  presse .) 

tSENARMONT  (de). — Traité  de  Cristallographie;  traduit  de  l’anglais  de 

Miller.  In-8,  avec  12  planches;  1842 5 fr< 

'TTNDALL  (John).  — Le  Son,  traduit  de  l'anglais  et  augmenté  d'un  Appen- 
dice par  M.  l’Abbé  Moigno.  Un  beau  volume  in-8,  orné  de  171  figures  dans 
le  texte;  1869 7 fr. 
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CHIMIE.  — GÉOLOGIE.  — PHOTOGRAPHIE. 


(Un  prospectus  spécial  des  Ouvrages  relatifs  à la  Photographie  est  envoyé 

sur  demande . ) 

* BARRESWIL  etBAVANNE.  — Chimie  photographique,  contenant  les 
éléments  de  Chimie  expliqués  par  des  exemples  empruntés  à la  Photographie, 
les  procédés  de  Photographie  sur  glace  (collodion  humide,  sec  ou  albuminé), 
sur  papiers,  sur  plaques;  la  manière  de  préparer  soi-même,  d’essayer,  d’em- 
ployer tous  les  réactifs,  d’utiliser  les  résidus,  etc.  4®  édition,  revue,  augmentée, 
et  ornée  de  figures  dans  le  texte,  ln-8;  18G4 8 lr.  5o  c. 

f BASSET,  Professeur  de  Chimie  appliquée.  — Précis  de  Chimie  pratique,  ou 
Éléments  de  Chimie  vulgarisée,  in-18  jésus  de  6j2  pages,  avec  figures  dans 
le  texte  ; 1 86 1 5 fr. 

fBELLOC  (A.).  — Photographie  rationnelle,  Traité  complet  théorique  et 
pratique.  Applications  diverses;  Ouvrage  précédé  do  l’bisioire  de  la  Photo- 
graphie et  suivi  d’Elements  de  Chimie  appliquée  à cet  art.  In-8;  1862..  5 fr. 

iBERTHELOT  (M.),  Professeur  au  Collège  de  France.  — Leçons  sur  lesMé> 
thodes  générales  de  Synthèse  en  Chimie  organique.  ln-8;  1864.  8 fr. 

fBOUSSINGAULT,  Membre  de  l’Institut.  — Agronomie,  Chimie  agricole  et 
Physiologie,  2®  édition.  Tomes  I,  II,  III,  IV  et  V.  ln-8,  avec  planches  sur  cuivre 
et  figures  dans  le  texte  ; 1860- 1 86 1 - 1 SG4 - « 808—  1 87 4 26  fr. 

Chacun  des  tomes  I à IV  se  vend  séparément 5 fr. 

Le  tome  V so  vend  séparément. 6 lr. 

Le  tome  VI  est  sous  presse. 


jCAHOURS  (Auguste),  Membre  de  l’Académie  des  Sciences.  — Traité  de 
Chimie  générale  élémentaire. 

CHIMIE  INORGANIQUE,  Leçons  professées  à l’École  Centrale  des  Arts  et 
Manufactures.  3®  édition,  ^volumes  in-18  jésus  avec  o3o  figures  et  8 plan- 
ches; 1874  (Autorisé  par  décision  ministérielle.) 10  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément.. 6 fr. 

CHIMIE  ORGANIQUE,  Leçons  professées  à l’École  Polytechnique.  3e  édition. 
3 volumes  in-18  jésus,  avec  figures  ; 1874* 

Prix  pour  les  souscripteurs i5  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément 6 fr. 

iDUMOULIN.— Manuel  élémentaire  de  Photographie  au  collodion  humide. 

In-18  jésus,  avec  ligures  dans  le  texte;  1874 1 fr.  5o  c. 

'DEPLAIS  (aîné). — Traité  de  la  fabrication  des  liqueurs  et  de  la  distillation 
des  alcools.  3®  édition,  revue  et  augmentée  par  Duplais  jeune.  1 volumes  in-8, 
avec  14  planches;  1866-1867.... 16  fr. 

•FAVRE  (P. -A.),  Correspondant  de  l’Institut,  Professeur  à la  Faculté  de 
Marseille.  — Aide-Mémoire  de  Chimie  à l’usage  des  Lycées  et  des  éta- 
blissements secondaires,  rédigé  conformément  au  Programme  du  Baccalauréat 
ès  Sciences,  ln-8,  avec  atlas  de  14  planches  renfermant  1 17  fig.  ; 1864.  5 fr. 

•GAUDIN  (M.-A.),  Calculateur  du  Bureau  des  Longitudes,  Lauréat  fie  l’Aca- 
démie des  Sciences.  — L’Architecture  du  Monde  des  Atomes,  dévoilant 
la  construction  des  composés  chimiques  et  leur  cristallogénie  ( Actualités 
scientifiques).  In-18  jésus,  avec  100  ligures  dans  le  texte;  1873 5 fr. 

fGRANDEAU  (L.),  Docteur  ès  Sciences,  et  TROOST  (L.1,  Professeur  de 
Physique  et  de  Chimie  au  Lycée  Bonaparte.  — Traité  pratique  d’Analyse 
chimique,  par  F.  VOEHLÉR,  Associé  étranger  de  l’Institut  de  France.  — 
Édition  française.  In-i 8 jésus,  avec  76  fig.  et  une  planche;  1866.  4 fr.  5o  c. 

•JEAN  (Ferdinand),  Chimiste,  Essayeur  du  Commerce.  — Méthodes  chimi- 
ques pour  la  recnerche  des  falsifications,  l’essai,  l’analyse  des  matières 
fertilisantes.  In -18  jésus;  1874 3 fr.  5o  c. 

f PERROT  DE  CBAUMEUX  (L.).  — Premières  Leçons  de  Photographie. 

2®  édit.,  revue  et  augmentée.  In-18  jésus,  avec  fig.  dans  le  texte;  1874.  1 fr.  5o  c. 

•RUSSELL  (C.).  — Le  Procédé  au  Tannin,  traduit  do  l’anglais  par  M.  Aimé 
Girard;  2®  édit. entièrement  refondue.  In-18  jésus,  avec  fig.;  1864.  2 fr.  5o  c. 

t SAINTE-CLAIRE  DEVILLE  (H.).  — De  l’Aluminium.  Ses  propriétés, 
sa  fabrication  et  ses  applications.  In-8,  avec  planches  ; 1859..  3 fr.  5o  c. 
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fSALVÉTAT  (A.),  Chef  des  travaux  chimiques  & la  Manufacture  de  Sèvres. 
Leçons  de  Céramique  professées  à l'Ecole  centrale  des  Arts  et  Manu- 
factures, ou  Technologie  céramique,  comprenant  les  Notions  de  Chi- 
mie, de  Technologie  et  de  Pyrotechnie  applicables  à la  fabrication,  à la 
synthèse,  à l’analyse,  à la  décoration  des  poteries.  ? vol.  in-ï8,  avec  479  B* 
guresdansle  texte;  1807 12  fr. 

{SELLE  ( de),  Professeur  à l'Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  — Cours 
de  Minéralogie  et  de  Géologie,  professe  à l'Ecole  centrale.  In-4,  lithogra- 
phié; 1870 • 13  fr. 

♦VINCENT  (C.),  Ingénieur,  Répétiteur  do  Cltimie  industrielle  à l’Ecole  cen- 
trale. — Carbonisation  des  bois  en  vases  clos  et  utilisation  des  produits  dé  • 
rivés.  Grand  in-8,  avec  belles  fig.  giavécs  sur  bois;  1873 5 fr. 

TOPOGRAPHIE,  GÉODÉSIE  ET  ARPEATAGE. 

BRETON  DE  CHAMP.  — Traité  du  lever  des  plans  et  de  l’arpentage. 

Vol.  in-8,  avec  9 planches  gravées  sur  cuivre;  i865  7 Ir.  5o  c. 

BRETON  DE  CHAMP.—  Traité  du  nivellement.  3e  éd.  ; in-8  ; i8;3.  6 fr. 

fFRANCOSUR  (L.-B.). — Traité  de  Géodésie,  comprenant  la  Topographie, 
l’Arpentage,  le  Nivellement,  la  Géomorphie  terrestre  et  astronomique,  la  Con- 
struction des  Cartes,  la  Navigation,  augmenté  de  Notes  sur  la  mesure  des 
bases,  par  M.  Hossard.  4e  édition  ; in-8,  avec  11  planches;  1 865 10  ir. 

’LAUSSEDAT  (A . ),  Capitaine  (lu  Génie.  — Leçons  sur  l’Art  de  lever  les 
Plans,  comprenant  les  levers  de  terrain  et  de  bâtiment,  la  pratique  du 
nivellement  ordinaire  et  le  lever  des  courbes  horizontales  à l’aide  des 
instruments  les  plus  simples.  In-q,  avec  10  pl.;  1 86 1 5 fr. 

{LEFÈVRE.  — Abrégé  du  nouveau  traité  de  l’Arpentage,  ou  Guide  prati- 
que et  mémoratif  de  l’Arpenteur,  à l’usage  des  personnes  qui  n'ont  point 
étudié  la  Géométrie.  In-12,  avec  18  planches,  dont  une  coloriée 7 fr. 

{MARIE.  — Principes  du  Dessin  et  du  Lavis  de  la  Carte  topographique,  pré- 
sentés d’une  manière  élémentaire  et  méthodique,  et  accompagnés  cio  9 modèles, 
dont  8 sont  coloriés  avec  soin.  1 vol.  in-4  oblong  ; i8?5 i5  fr. 

f PUISSANT.  — Traité  de  Géodésie,  ou  Exposition  des  méthodes  trigonomé- 
triques  et  astronomiques,  applicables,  soit  à la  mesure  de  la  Terre,  soit  à la 
confection  du  canevas  des  cartes  et  des  plans  topographiques.  3e  édition,  cor- 
rigée et  augmentée  ; 2 vol.  in~4,  avec  planches;  1842..... 4°  fr* 

{REGNAULT  (J.*  J.). — Traité  de  Géométrie  pratique  et  d'Arpentage,  com- 
prenant les  Opérations  graphiques  et  de  nombreuses  Applications  aux  Tra- 
vaux de  toute  nature,  à l'usage  des  Ecoles  professionnel  les,  des  Ecoles  normales 
primaires,  des  Employés  des  Fonts  et  Chaussées,  des  Agents  voyers,  etc.  2®  édi- 
tion, revue  et  augmentée.  In-8,  avec  14  pl.;  1860 5 fr. 

♦ REGNAULT  (4T.-J.).  — Çours  pratique  d’Arpentage,  à l’usage  des  Insti- 
tuteurs, des  Elèves  des  Ecoles  primaires,  des  Propriétaires  et  des  Culti- 
vateurs. In-18,  sur  jésus,  avec  figures  dans  le  texte.  2®  édit.;  1870.  1 fr.  5o  c. 

Ouvrage  choisi  en  1862  par  le  Minisire  de  l’Instruction  publique  pour  les 
bibliothèques  scolaires. 

fTHOREL,  Géomètre  de  première  classe  du  Cadastre  du  département  de  l'Oise. 
— Arpentage  et  Géodésie  pratique,  Ouvrage  dans  lequel  on  peut  apprendre 
le  Système  métrique,  l’Arpentage,  la  Division  des  terres,  la  Trigonométrie 
rectiligne,  le  Levé  des  plans,  la  Gnomonique,  etc.  ln-4  , avec  pl. ; 1 843 . 4 fr. 

TRAVAUX  PUBLICS.  — POXTS  ET  CHAUSSÉES. 

fBAUDUSSON.  — Le  Rapporteur  exact,  ou  Tables  des  cordes  de  chaque 
angle,  depuis  une  minute  jusqu'à  cent  quatre-vingts  degrés,  pour  un 
rayon  de  mille  parties  égales.  In-18;  q*  édition  ; x86t 2 fr. 

{BENOIT  (P.-M.-N.),  l’un  des  cinq  fondateurs  de  l'Ecole  centrale  des  Arts 
et  Manufactures.  — Guide  du  Meunier  et  du  Constructeur  de  Moulins. 
lr®  Partie  : Construction  des  Moulins.  11e  Partie  : Meunerie.  2 volumes 
in-8  de  900  pages,  avec  22  planches  contenant  638  figures;  i853 12  fr. 

fDARCY.  — Recherches  expérimentales  relatives  aux  mouvements  des  eaux 
dans  les  tuyaux,  avec  Tables  relatives  au  débit  des  tuyaux  de  conduite.  ln-4f 
avec  12  planches;  185; i5  fr. 
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fCNBRÈS  (S-)»  ancien  Élève  de  l’Ecole  Po'ytecbnique,  Ingénieur  en  chef  des 
Ponts  et  Chaussées.  — Manuel  du  Conducteur  des  Ponts  et  Chaussées, 
d’après  le  dernier  Programme  officiel  des  examens.  Ouvrage  indispensable  aux 
Conducteurs  et  Employés  secomïuires  des  Ponts  et  Chaussées  et  des  Compagnies 
de  Chemins  de  fer,  aux  Gardes-mines,  aux  Gardes  et  Sous-Officiers  de  l’Artil- 
lerie et  du  Génie,  aux  Agents  voyers  et  aux  Candidats  h ces  emplois.  5e  éd. 

Tome  I,  Partie  théorique,  avec  290  fig.  dans  le  texte;  et  Tome  il.  Partie 
pratique,  avec  3a3  fig.  dans  le  texte  et  4 planches.  1 vol.  in-8,  1873.  i5  fr. 

Tome  III,  Applications.  Ce  dernier  volume  est  consacré  à l’exposition  des 
doctrines  spéciales  qui  se  rattachent  à Y Art  de  l’Ingénieur  en  général  et  au 
service  des  Ponts  et  Chaussées  en  particulier,  in-8,  avec  162  figures  dans  le 

texte,  se  vendant  séparément 9 fr. 

fENBRÈS  (B.).  — Vade-Mecum  administratif  de  l'entrepreneur  des  Ponts 

^ et  Chaussées.  In-i 3;  i85g.... 3 fr.  5o  c. 

’FRETCINET  (Ch.  de).  — Des  pentes  économiques  en  chemins  de  fer. 

Recherches  sur  les  dépenses  des  Rampes,  ln-8;  1861 6 fr. 

IGÉRARBIN  ( H.),  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées.— Théorie  des 
Moteurs  hydrauliques.  Applications  et  travaux  exécutés  pour  l'alimentation 
du  canal  de  l’Aisne  à la  Marne  par  les  machines.  In-8,  avec  Atlas  contenant 

25  belles  planches  in-plano  raisin;  1872.. 20  fr. 

flSSALÈNE , Capitaine  d Infanterie.  — Manuel  pratique  militaire  des 
Chemins  de  fer.  in-18  jésus,  avec  43  figures  dans  le  texte,  gravées  sur  bois 

parDulos;  1873 2 fr.  5o  c. 

’LEFORT  (P.),  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées.  — Tables  des  sur- 
faces de  déblai  et  de  remblai,  des  largeurs  d’emprise  et  des  longueurs  des 
talus,  relatives  à un  chemin  de  fer  a deux  voies  ou  à une  route  de  10  mitres  de 
largeur  entre  fossés,  pour  des  cotes  sur  l’axe  de  om  à 1 5m,  et  pour  des  déclivités 
sur  le  profil  transversal  de  om  à om,25.  Grand  in-8,  sur  jésus  ; 1861 ....  3 fr. 

— Tables  pour  une  route  de  8 mètres ; i863  3 fr. 

— Tables  pour  un  chemin  de  fer  à une  voie  ou  une  route  de  G mitres,  etc.  3 fr. 
fMEISSAS  (N.),  ancien  Ingénieur  du  chemin  de  fer  de  Paris  à Cherbourg.  — 
Tables  pour  servir  aux  études  et  A l’exécution  des  Chemins  de  fer,  ainsi 
que  dans  tous  les  travaux  où  l’on  fait  usage  du  Cercle  et  de  la  Mesure  des 
Angles,  ln-12  do 4^8  pages  en  tableaux,  avec  figures  dans  le  texte  ; 1867.  8 fr. 

fFXCARDAT  (A.)y  Capitaine  du  Génie.  — Les  Mines  dans  la  Guerre  de 
campagne.  — Exposé  des  divers  procédés  d’inflammation  des  Mines  et  des  Pétards 
de  rupture.  — Emploi  de  préparations  pyrotechniques  et  de  l’ Electricité.  In-t8 

jésus,  avec  5 1 figures  dans  le  texte;  1874 2 fr.  5o  c. 

txniH  (Émile),  I ngénieur  civil.  — Manuel  aide-mémoire  du  Constructeur 
de  travaux  publics  et  de  machines,  comprenant  le  Formulaire  et  les 
Données  d’expérience  de  la  construction.  2**éd.  In-12  ; 1861.  2 fr.  5o  c. 

QUERRE  ET  9IARI2VE. 

BELLANGER  (C.-A.),  Professeur  d’Hydrograpbie.  — Petit  Catéchisme  de 
raaohine  À vapeur,  à l’usage  des  candidats  aux  grades  de  la  marine  de  com- 
merce et  de  toutes  les  personnes  qui  veulent  acquérir  sur  ce  sujet  des  notions 

élémentaires.  2®  éd.  Petit  in-8,  avec  Atlas  de  6 planches;  1872 3 fr. 

*CONSOLIN  (B.),  Professeur  du  Cours  de  Voilerie  A Brest.  — Manuel  du 
Voilier,  publié  par  ordre  du  Ministre  de  la  Marine.  Ouvrage  approuvé 
pour  l’instruction  des  Elèves  de  l’Ecole  Navale  et  pour  celle  des  Voiliers  des 
arsenaux.  Grand  in-8  sur  jésus,  de  528  pages  et  11  planches;  1859...  13  lr. 

’CONSOLIN  (B.).  — Méthode  pratique  de  la  Coupe  des  voiles  des  navires  et 
embarcations,  suivie  de  Tables  graphiques  facilitant  les  diverses  opérations  do 

la  coupe,  avec  ou  sans  calcul.  In-12,  avec  3 planches;  »863 3 fr. 

*CONSOLIM  (B.). — L’Art  de  voiler  les  embarcations,  suivid’un  Aide-Mémoire 

de  Voilerie.  In- 12  avec  une  grande  planche  ; 1866 2 fr. 

’D’ÉTROTAT  (Ad.).  — De  la  Carène  du  Navire  et  de  l’Échelle  de  Solidité. 

In-4, avec 5 planches;  i856. ... 4 fr* 

fDUCOM.  — Cours  complet  d’observations  nautiques,  avec  les  notions  néces- 
saires au  Pilotage  et  au  Cabotage,  augmenté  de  la  puissance  des  effets  des  oura- 
gans, typhons,  lornedos  des  régions  tropicales . 3®  éd.;  1859. 1 vol.  in-8.  i5  fr. 


l6  LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER— VI LLARS. 

BOMMEY,  Capitaine  de  frégate  en  retraite.  — Table*  d'Angles  horaires 
2 vol.  grand  in-3,  en  tableaux;  18G2 i5  fr 

MAYEVSKI  (le  Général),  Membre  du  Comité  de  l'Artillerie  russe. — Traita 
de  Balistique  extérieure.  Grand  in-8,  arec  planches  et  tableaux;  1872.  18  fr. 

TÜltMORIAL  DE  L'ARTILLERIE  ou  Recueil  de  Mémoires,  expériences 
observations  et  procédés  relatif»  au  service  de  l'Artillerie,  rédigé  par  les  soini 
du  Comité  d'Artillerie^0  vin).  In-8,  arec  Atlas  cart.  de  pl . ; 1867.  12  fr. 

MÉMORIAL  SE  L'OFFICIER  OU  GÉNIE,  ou  Recueil  de  Mémoires,  Ex- 
périences, Observations  et  Procédés  généraux  propres  à perfectionner  la  forti- 
fication et  les  constructions  militaires,  rédige  par  les  soins  du  Comité  des 
Fortifications,  aveè  nombreuses  figures  dans  le  texte  et  planches.  Chaque  vo- 
lume & partir  du  RI  se  vend  séparément 7 fr.  5o  c. 

Les  Mos  21  (1873),  22  (1874  ),  23  (1874)  sont  en  vente.  Le  If 0 24  est  sous 
pretse.  Pour  envoi  franco,  ajouter  70  c.  par  volume. 

GÉOGRAPHIE  ET  HISTOIRE. 

"O  GE  R (F.)?  Professeur  d'Histoîre  et  de  Géographie,  Maître  de  Conférences  au 
Collège  Sainte-Barbe.  — Géographie  de  la  France  et  Géographie  générale, 
physique,  militaire,  historique,  politique,  administrative  et  statistique, 
rédigée  conformément  au  Programme  officiel , à l'usage  de»  Candidats  aux  Ecole» 
du  Gouvernement  et  aux  aspirants  aux  Baccalauréats  ès  Lettres  et  è9  Sciences. 
5«  édit.,  entièrement  refondue  pour  la  Géographie  générale  et  mise  au  courant 
des  derniers  changements  politiques  et  des  plus  recenles  découvertes  géogra- 
phiques. In-8;  1873 3 fr. 

Cet  Ouvrage  correspond  à l'Atlas  de  Géographie  generale  du  même  auteur. 
*OGER  (F.)  — Atlas  de  Géographie  générale  à l'usage  des  Lycées,  des  Collèges, 
des  Institutions  préparatoires  aux  Ecoles  du  Gouvernement  et  do  tous  les 
Etablissements  d'instruction  publique.  6*  édit,  in-plano,  cartonné,  contenaut 
3i  Cartes  coloriées;  187/; 14  fr* 

Atlas  Géographique  et  Historique  à l’usage  de  la  classe  de  Quatrième. 
Seize  cartes  coloriées 8 fr.  5o  c. 

Atlas  Géographique  et  Historique  à l'usage  de  la  Classe  de  Cinquième. 
Dix-huit  cartes  coloriées 8 fr.  5o  c, 

Atlas  Géographique  et  Historique  à l’usage  de  la  Classe  de  Sixième. 
Dix  cartes  coloriées 6 fr 

Atlas  Géographique  et  Historique  à l’usage  des  Classes  Élémentaires 

(9e,  Be  et  7e).  Treize  caries  coloriées 6 fr 

*OGER  (F.).  — Cours  d'Histoire  Générale  à l'usage  des  Lycées,  des  Établis- 
sements d’instruction  publique,  des  Candidats  aux  écoles  du  Gouverne- 
ment etaux  Baccalauréats,  rédigé  conformément  aux  programmes  officiels 

I.  — Histoire  de  l'Europe  depuis  l’invasion  des  Barbares  jusqu’au  xtv*  siècle, 

2e  édition;  1875 3 fr.  5o  c. 

II.  — Histoire  de  l'Europe  depuis  le  xivc  jusqu’au  milieu  du  xvn*  siècle. 

2e  édition;  187S 3 fr.  5o  c. 

III.  — Histoire  de  l’Europe  de  1610  à i8$8.  3e  édition;  187.*»..  6 fr.  5o  c. 

IV.  — Histoire  de  VEurope  de  1610  à i8i5.  (Cours  de  Rhétorique.)  2e  édit.; 

1875 * 7 fr.  5o  c. 


OUVRAGES  DIVERS. 

‘CAUCHY  (le  Baron  Aug.),  Membre  de  l’Académie  des  Sciences,  Sa  vie  et 
ses  travaux,  par  C.-A.  Valsor,  Professeur  à la  Faculté  des  Sciences  de  Gre- 
noble, avec  une  Préface  de  M.  Heruits.  2 vol.  in-8;  1868 8 fr» 

‘DISLÈR.E  (P.),  Ingénieur  des  Constructions  navales.  Secrétaire  des  Travaux 
de  la  Marine.  — La  Marine  cuirassée,  Grand  in  8 avec  7 pl.;  1873....  7 fr* 
*LE  TELLIER  (le  Dr  Bd.).  — Nouveau  système  de  Sténographie.  In-8  raisin, 

avec  37  planche»;  1869..- 2 fr.  5o  c. 

‘MOTTEROZ,  Ouvrier  imprimeur  typogiaphc.  — Essai  sur  les  Gravure» 
chimiques  en  relief.  In-8,  avec  2 gravures  spécimens;  187»...  2 fr.  5o  c. 

PASTEUR  (L.),  Membre  de  l’Institut.  —Etude  sur  la  maladie  de»  Ver» 
À soie,  moyen  pratique  assuré  de  la  combattre  et  d'en  prévenir  le  rt‘tour.  ibeau* 
volumes  grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texte  et  37  planches  ; 1870». . 00  tr. 

letrt  Pari».  — Imprimerie  de  GAl'TillEK-YILLARS,  quai  de»  Augustin»,  w.  (Novembre  i»;4-) 
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